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Vorrede. 





— 


Mus den verfchiedenen Vorträgen über einzelne Gegenftände der hoͤhern Analyfis, 


über welche ich früher öffeneliche und Privatvorlefungen gehalten habe, ift eine Zur 


fammenftelung der Grundlehren diefer Wiffenfchaft, befonders mie Rücficht auf bie 
Lehren der vorzäglichften Reihen entflanden, deren Herausgabe, nad bem Wunfche 


mehrerer meiner gelehrten Freunde, ich nicht länger zurüdl halten wollte, und von ber 


N Nic wünfche, daß durch fie der Zwifchenraum, welcher gewoͤhnlich beim Ueberffffige von ber 
sgemeinen Algebra zur höhern Analyſis entfteht, in dem nörbigen Zufammenhange und 
8 zureichend vollſtaͤndig, wie es das Beduͤrfniß der Wiſſenſchaft erfordert, ergänzt werde, 
um auf diefen. Srundfehren ohne Hinderniffe die weitere Ausführung der höhern Ana⸗ 


lyſis fort zu führen. Es iſt hiebei die gewoͤhnliche Algebra als bekannt vorausgeſetzt, 
und nur einige Lehren derſelben ſind, zur leichtern Hinweiſung bei vortommenden Ent⸗ 


| misfelungen, aufgenommen worden. — 


- 9b der Uebergang zur Differenziafrechnung durch Vermeidung, der myſtiſchen 
Begriffe vom unendlich Kleinen mir gelungen iſt, kann nur der Beurtheilung der Ken⸗ 
ner uͤberlaſſen bleiben. Mein Beſtreben war, die Begruͤndung dieſer Rechnungsart 


mwoͤglichſt zu vereinfachen und von den hinlaͤnglich bekannten Vorwuͤrfen zu befreien, 


auch habe ich um ſo weniger Anſtand genommen, bier dieſe Darſtellung zu, wählen, da 


fchon viele. Jahre verfloffen find, feie ich auf diefe Weiſe die Differenziafrechnung bei 


- meinen Vorträgen entwickelte, ohne bei der weitern Ausführung berfelben auf Hinder⸗ 


niffe zu treffen. Es iſt zwar mehrmal angeführt worden, daß die Einführung des un 
endlich Kleinen unter bem Nahmen der Gränzverhältniffe, Differenzialverhaͤltniſſe, 
Verſchwindungsquotienten, u. ſ. m. die Anwendung ber Differenzial⸗ und Integralrech⸗ 


nung auf hoͤhere Geometrie und Mechanik erleichtere und vereinfache; allein eben d dies 


a 


I  Borrebdbe 


wird in aller Strenge und Einfachheit mittelſt bes $. 570. entwickelten Sagtzes erreicht, 
obne daß es noͤthig war, bei der Begruͤndung dieſer Rechnungsart, die Differenziale 
als verſchwindende Groͤßen einzufuͤhren. 


Wegen der uͤbrigen hier abgehandelten Gegenſtaͤnde habe ich nichts weiter zu 
bemerken, als daß es noͤthig ſchien, die vorzuͤglichſten Lehren durch Beiſpiele zu erlaͤu⸗ 
tern und dadurch die Anwendung derſelben zu erleichtern, auch die Bezeichnung zu ver⸗ 
einfachen und, ſo weit es moͤglich war, gleichformig durch zu fuͤhren. Wie weit mir 
dies gelungen iſt, unterwerfe ich der kunſtgerechten Beurtheilung, und hoffe zugleich 
Entſchuldigung zu finden, daß die Lehre-von den Combinationen nur erſt im zweiten 
Bande ihre Stellung fand, weil fi ich bier der ausgebreitete Nugen und die Unentbehr- 
lichkeit derfelben bei den wichtigſten Entwidelungen ſogleich barftellte 


Die ungeachtet aller angewandten Sorgfalt dennoch ſtehen gebfichenen Drud: 
fehler, bittet man gefälligft nach dem beigefügten Verzeichniſſe zu verbefferm 


Berlim im December 1823. 


J. A. E. 


‚Erklärung der angenommenen geiden. 
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ar — = a4 +2) (a+32) . .(aprna—n) $. 511. 
n!=1.2.3.4.5.6...... n 5. 511. 


‚9Oy bie —8 9 ODifferenzial von y. $, 178, 

92y die Zuruͤckleitung oder dad Integial von y. $. 213, 
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— Erſtes Kapitel. 
Von den analytiſchen Funkzionen überhaupt. 


\r 


J 





§. 1. 


| sen, welche fo von einander abhängen, daß mit der Veränderung einer derſelben, auch die 

uͤbrigen eine Peraͤnderung erleiden, heißen Funkzionen von einander. So ſind bei den krummen 

Linien, die Abſciſſen und Otdinaten; beim freien Falle der Körper, die verfloffenen Seiten und die 
Räume welche in diefen Beiten durchlaufen find, Funkzionen von einander. 

Durch Gleichungen läßt fi die Abhängigfeit veränderlicher, Größen von einander ausdtuͤ⸗ 

cken. Haͤtte man die beiden veraͤnderlichen Größen = und y und für dieſelben die Gleichung 

y=ax-+tY(a?x! — bx); fo ift dadurch die Art beftimmt, wie y von a abhängt, und jede Ver⸗ 

“ änderung die — erleidet, wird eine Veränderung von y zur Folge haben. Wollte man ausdräden - 

wie umgelfehrt = von y abhängt, fo darf man nur aus der vorffehenden Gleihung x entwickeln; 


dies. gibt. m wo alsdann jede Beränderung die y aleidet, eine Verinderung von 


sur Folge hat. 

Will man ganz allgemein. anzeigen, daß y eine Funfjion von x if, fo pflegt man dies da⸗ 
durch auözudeäden, daß man vor a den Buchſtab F oder FT, 9, %, .... ſetzt; alfo y= fx, 
wo aber f oder F,T, 9, w, .... feine Factoren, fondern nur Zeichen find. J 

Ein jeder Ausdruck in welchem veraͤnderliche Groͤßen vorkommen, iſt daher eine Frntzion 
dieſer veraͤnderlichen Größen. So iſt ax + y(bx— x°) eine e Funtzion von z and man fann 
diefelbe auch ſo bezeichnen | 

- Sz=axty(bx—x*), \ 
‚ Eine Sunfjion mehrerer veränderliher Größen, a, y ober x, y. z, wird durch fe n 
oder F(la;y;z) u. ſ. w. begeichnet, ‚So wäre 
er =f(x;y). 

Sie Analyfis hat zum Endzwecke, die aud der Veränderlichfeit der Größen entipringenden 
Eigenfehaften der Funfzionen zu entwideln. Man theilt daher die in der Analyſis vorkommende 
Größen, in ‚beftändige, unveränderliche oder eonftante,, und in unbeftändige, veraͤnder liche oder va⸗ 

A2 
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riable. Ron der Analyfis pflegt man die Algebra zu unterfheiden, weil diefe fich nur mit bekann⸗ 


ten oder gegebenen, und unbefannten oder gefuchten Größen beſchaͤftigt. So beftimmt ‚aber auch 


diefe Grenzen zwiſchen Algebra und Analyfiß zu ſeyn ſcheinen, fo müflen doch mehrere der wichtige . 


ften Lehren ber Algebra dem Vortrage der Analyfid vorbehalten werden, und man hat nur als⸗ 
dann darauf Ruͤckſicht zu ‚nehmen, ob veränderliche oder unbefannte Größen Gegenftände der Rech⸗ 

nung find. Diefer Unterfchied ift um fo mehr zu bemerfen, da die unbefannten Größen der Alges 
Bra, und die veränderlichen Brößen der Analyſis, gewoͤhnlich auf einerlei Art, durch die tEndbuch⸗ 
ſtaben des Alphabets bezeichnet werden. 


Den Unterſchied zwiſchen unbekannten und veränderlichen Größen zu Überfehen, bemerfe man, 


daß die Art und Weife wie Größen vor einander abpängen folfen, durch Gleichungen augedract 
wird. Waͤre nun die Gleichung | 
| ‚"Ac-Bx + = =o 

| gegeben und zugleich beſtimmt, daß A, B, C beſtaͤndige Größen find, welche einen gegebenen Werth 
“haben, fo fann man fragen: welche Werthe die unbekannte Größe sc erhalten muß, daß die Bes 
dingungen der Gleichung erfüllt werden, d. 5. dag die Summe der Glieder im- erften Theile der 
Gleichung oder auf der linken Seite des Gleichheitszeichens, = o werde, Hier hat offenbar die 
unbefannte Größe a nur die beiden Werthe 


.= - ren - 9 mem 3-9)" \ 
welche den Bebingungen dergegebenen Gleihung genügen, Giebt man alddann x irgend einen an« 
"den Werth, fo wird die Bedingung der Gleichung nicht erfüllt, und es enifteht, eine neue Glei⸗ 
chung, deren zweiter Theil. aicht = o, fondern irgend eine beſtimmte Groͤße iſt. 3 


Waͤre hingegen eben dieſe Gleichung Ax? + Bx + C=o unter der Vorausſetzung ges 


geben, daß a eine veränderliche Größe feyn fol, alfo a jeden möglichen Werth annehmen kann 


und dennoch der zweite Theil der Gleihung = o werden foll, fo hängt nothwendig die Beſchaf⸗ 
fenheit dee Größen 4, B, C von dieſer Eigenfchaft ab, und weil die Gleichung für jeden Werth 


von x gelten muß, To fann man auch in derfelben æ = 0 feßen, wodurch man = = 0 erhaͤlt, 


welches nicht der Fall ſeyn kann, wenn eine unbefannte Größe iſt. 


$. 2, 

Von den vorfonmenden Funkzionen kann man bemerfen: transeendente "SunPstonen 

(Functiories' transcendentes), welche außer andern Größen, auch trigonometriſche Ausdruͤcke als 

Sinus, Koſinus ꝛtc., oder Kreisbogen, Logarithmen oder veränderliche Erponenten, wie. ar, enthal⸗ 
ten. Algebraiſche Funkzionen (algebraicae) enthalten feine dieſer Ausdruͤcke. 

Eine entwickelte (explicita) Funkzion iſt eine ſolche, in welcher eine von den vetaͤnderli⸗ 

| u Größen, von den übrigen gänzlich abgefondert ift und nur allein voͤrkommt. 
338. y=arbat— ar, 








9 Die Aufldſung der quabratiſchen Gleichungen wird hier als bekannt vorausgeſetzt. 
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Unentwickelte (implicitae) Sunfsionen find foldye, in welchen die anbelannten Groten von 
einander nicht abgeſondert ſind. 
8.8. ax + by! = cYy ober ah o = f(x; Y) 

Eine rationale Funlzion ift diejenige, in welcher die veränderliche Größe keine afbeochene 
Erponenten hat, oder unter einem Wurzelzeihen vortommt, fonft Heißt fie irrational. So ift 
rt. > eine rationale Funkzion von x; dagegen iſt wett eine irrationale Funkzion von y. 

Eine Funkzion Heißt eine imaginaͤre, wenn in Ihe Außdräde vorlommen, welche den imas 
gindeen Faktor y— 1 enthalten; alle andere‘ Funkzionen heißen xeelle. 

Symmetriſche Funkzionen heißen diejenigen, in welchen die Groͤßen ſo mit einander ver⸗ 
bunden find, daß feine Veränderung im Werthe der Zunfzlon vorgeht, man mag Die Größen un⸗ 
ter einander vertauſchen wie man will. * 

Fuͤr die Groͤßen * und y find 

x” + m yn 


Ä “4er 
-. und für die Größen x, y, z a 
a. ty et; ar" tat 


— yz ytaxz+yS)Xy:, 
+ Bar um 


xysh x y’ z+r xy x ; 
fommetrifche Sunfjionen, - 





. 3. 
Wenn eine Funkzion keinen Nenner hat, oder in dem Nenner derſelben die veraͤnderliche 
Sidß ne enthalten ift, fo heißt fie eine ganze Sunfsion (intesra), So find + ba-texr/® 


-- oder — ganze Funkzionen von x. 
Enthält aber der Nenner einer Funkzion die veränderlihe Größe, oder Fommen im derfelden 
negative Erponenten der peraͤnderlichen Groͤße vor, ſo iſt ſie eine gebrochene Funkzion Grace), 


, 8. atba tat, 
Eine echte gebrochene Funkzion (propria sew genuina) ift diejenige, in welcher der hoͤchſte 
Erponent der veranderlichen Größe im Zaͤhler, weniger Abmeffungen als im Nenner het. 


+x 
BB 


Sind diefe Abmeffungen- im Zähler und Nenner gleich, oder im Zaͤhler größer als in Ren 
rer, ſo iſt die Funkzion eine unechte (impropria) gebrochene. 
. 8. u,“ a+x, “ + Box + ex x 
BD 4x’ +» 
Aehnliche Funkzionen find ſolche, in welchen nur Die veraͤnderlichen Größen oder die Sefons 
deen Werthe, welche man denſelben beilegt, von einander verſchieden ſind, dagegen bleiben die be⸗ 
ſtaͤndigen Größen in ſolchen Tunfzisnen, auf-einerlei Weiſe mit den veränderlichen Geoͤßen verbun⸗ e 


den. Es bedeuten daher I und TE ähnliche Funkzien von = und von y; fie erhal⸗ 


N 
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ten /alsdann auch einerlei Funfondyigen, alfo wenn man fa R — *c75 ſetzt, ſo iſt 


Herr — 


VUeberhaupt iſt zu bemerfen, daß, wenn einmal für irgend eine beftimmte Funkzion ein Zeichen 
gewaͤhlt iſt, daſſelbe bei eben der Rechnung nicht fuͤr eine andere als die ihr aͤhnliche gelten kann. 


Auch dann noch, wenn einmal das Funkzionszeichen feſtgeſetzt iſt, kann man daſſelbe zur 
Bezeichnung beibehalten, wenn die veränderlihen Größen beftimmte Werthe annehmen, welche als⸗ 


a’x — x? 


dann befondere Werthe der Funkzion beißen. Setzt man in dem Ausdruck: fx = —. 
dlin beſondern Werth 5 ſtatt a, fo wird: fd = = * * 
a ſtatt = ſetzt: fa = 0. 


In denjenigen Fällen, wp man die veränderliche Größe = == 0 feet, , pfiegt man da Funk⸗ 
zioneeichen 0 ohne allen Beifas zu gebrauchen. Waͤre 
f a?’ + 963 
== Ir=® 
fo erbält man für z = 0 


j= = T oder fine = * 


Auf gehe Art ethaͤlt man aus der gegebenen oder urfprünglichen Sunfzion 


EN | 
fx = x 





. +x ’ 
die befondern Werthe derfelben: 
An? — 64 . . 
f4 = * 4 \ 


al, 
A=7FrTV 
(Mey 
Ku if, wenn a 0; 2 = c oder — — ftatt = gefest wird: 
Sero=tegzete, 


+rx+e 
Bun | _ymt&-d-a-g, - 
*6 ) * x 
an _ = | 
x a a? at — x’ 
JS; = + ® = TU Ha IM ' 


fovdrf= £ =0o 


—* 


2232 
= = und eben fo, wenn man _ 





— — — —— 








8 
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o . \ j $. 4, 


Zuſatz. Aufx = 3 += erhält. man ferner wenn x” ftatt = gefegt wird: 


+ 
4 
fe), = — z Ir 


Bird aber fa zur zweiten Potenz erhoben, fo wird 


_ + x? _ at + 20:0 + x* 
x)’ = (3°) 3°’ +25 + 2%? * 











Es muͤſſen daher die Ausdruͤcke —2 und (fx)* ſehr wohl von einander anterſchieden werden, 


da überhaupt f(x”) Nur andeutet, daß x” ſtatt = in fa geſetzt werden ſoll, wogegen (fx)" ans 


zeigt, Daß fa auf die rte Potenz erhoben werden fol. Sur Vereinfachung dieſer Bezeichnung wird 


in der Sole 

Far ftatt (a) 
gefebt werden, welches mit (Far nicht zur verwechfeln ift, weil man für diefen Fall die alam⸗ 
mern beibehaͤlt. 


Wird x it r ſtatt = in (Fax) gefest, fü giebt dies [fe + Apr. Soll hingegen 
. («+ Ay” ftatt ce + A in f(x + 9) gefegt werden, fo giebt died eigentlich / [® + ») 
welches man aber: ebenfalld der Kürze wegen duch f (x 4 A)” bezeichnen kann. 


Man pflegt auch wohl (Sa) durch fa zu bezeichnen; welches: aber deshalb: hier nicht 


angenommen wird, um Verwechſelungen mit den Bezeichnungen der abgeleiteten Funkzionem zu 


vermeiden. 
4. 5. 


Eine Funkzion heißt einfoͤrmig (uniförmis) , wenn fie für jeden: beftimmten Werth; der 


veränderlichen Größe, nicht mehr ald einen. einzigen Werth erhält. Es find: daher die. rationalen: 
ganzen und gebrochenen Funkzionen, einförmig. Erhaͤlt die Funkzion für einen. Wertß;'der: vers 
änderlichen Größe, zwei verfchledene Werthe, fo heißt fie zweifoͤrmig, erhält fie drei Werthe, drei⸗ 
förmig, u. fe w. Ueberhaupt wenn eine Funkzion für. einen. beftimmten Werth der veränderlichen: 
Größe, mehr ald einen Wert erhält, fo Heißt fie eine. vielförmige Sunfjion: (multiformis). 


Enthält"eine ganze Funkzion eine oder mehrere veränderlihe Größen,. fo: heißt die Funkzion 
gleichartig (hamogenea), wenn die Summe der Erponenten: von den veraͤnderlichen Größen: eines 
jeden Gliedes, gleich. groß. iſt. Eine gebrochene Sunkzion ift gleichartig, wenn: ſowohl Bähler. als 
“Nenner. derfelben: ganze Funkzionen find,. ohne daß jedoch die Summe der: Erponenten. eines jeden. 
Glieded ded Zählerd, denen: des Nenners gleich. ſeyn darf. So find 

' axy" + bx°’y® + cy* und 
| axy + y® +2 +57 


gleichartige Funkzion, die erfte von: yier, Die zweite: vom zwei Abmeffungen. . " Br 


Sind die Abmeffünger oder die Sumkrem der Exponenten der: veränderlichen Größen in. den 
einzelner Gliedern: einer Funkzion ungfeidy, ſo heißt fie eine ungleichartige Bunfziom (heterogenea).. 


/ 


4 r 
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Funkzionen von mehreren veraͤnderlichen Groͤßen laſſen ſich auf eine aͤhnliche Weiſe wie Funk⸗ 
gionen von einer veraͤnderlichen Größe bezeichnen. Wäre z. B. u =atbr— cıy+y°- 
gegeben, fo kann man auch fAr;y) = a br —cxy + y' fhreiben, wodurch zugleich eine 
einfache Beyeichnung der beſondern Werthe dieſer Funkzion entſteht. Hiernach wird 
FG;:) mat e* — acy +r' 
a;)= a + br — acz -p.a 
— 5 ) — abc + 5° 
oo. Jey)=atr'. 
- | F(TS; =a+bz 


S(;o0)=a 
u. ſ. w. 
“ 6. 


Eine Reihe Fattoren, welche wie die Glieder einer gemeinen arithmetiſchen neihe dlice Un⸗ 
terſchiede noifchen den aufeinanderfolgenden Gliedern haben, heißen eine Fakultaͤt oder Saftoren- 
folge. So ift in ber Faftorenfolge 

AG +b) (a +2) (a +3) (a +4) (a + öd)(a + 6 

der Unterfchied oder die Differenz d, ihr erfter Faktor « und ihr Tester a -- 65. Der erfie Fal⸗ 
tor Heißt die Grundzahl oder Baſis, und die Anzahl der Glieder, der Exponent der Fakultät, 
welcher nach der. Hier gegebenen Erklaͤrung eine ganze Zahl ift. Fakultäten mit negativen oder ges 
Beochenen Erponenten werden in der Folge näher unterfucht werden, 

Drergleichen Bafultäten mit ganzen Erponenten laſſen ſich dadurch bezeichnen, daß man rechts 
oben neben die Grundzahl den Erponenten, neben dieſen den Unterſchied und voten dieſe beiden | 
Bahlen ein: Semilolon oder Komma fest. So wird bie vorſtehende Gerultät durch 


a7; 
beyeichnet.. Auf ähnliche Art ift: 
a(@a-+b) +29....(@ Frb)= atıd 
_ 5.7.9.1.123.15.17.10- 5 
1.2.3.4.5.6.,7.8.9.0.1.2 ge 
sl —bla—2).....„.a—-n)= == artu-b 
Die Fakultäten der natärligen Bahlen, deren Grundzahl 1 ift, kann man auf füngr b das - 
vurch bezeichnen, daß der letzte Faktor zwiſchen zwei Klammern und hinter denſelben ein Ausru⸗ 
fungszeichen geſetzt wird, oder wenn keine Zweideutigkeit entſteht, unmittelbar hinter dieſen Bafter 
das Auscufungdzeichen geſetzt wird. | 
| diemaqh erhaͤlt man: 
1. 2.3. 4. 8.6. 12ů 71 
1. 2.3. . — 1. 2 I on! 
Dieſer Tegtern Bezeichnung wird man ſich in der Folge gewoͤhnlich bedienen. 
Die Benennung Fakultaͤt hat zuerſt Rramp in feiner Analyse des réfractions astrono- 
miques et terrestres. Strasbourg et Leipsic, 1797. Chap. III, angenommen. 


‘ 


- « Rach 
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Nach Vandermonde (Memöires de l’acad. de Paris, Annde 17m, pP 489 7 weiße 
dergleichen Faftorenfolgen zuerſt bezeichnete, iſt 


a Dd@- drin V tl ar | 
nem ei. e-mtn=ef] " F 


ohne daß er für pofitive Differenzen eine befondere Bezeichnung“ einführte. Noch ift zu. bemerfen, 
daß Arbogaft (Du oalcul.de derivations, 6 Strasbourg 1800, p. 364.) den Safterenfoigen die 
Benennung Faktoriellen beilegt. 
. 7 ' | 
Eine Reihe auf einanderfolgender Merthe oder Glieder A;B; C;D; E; F; G; 8; ... 
laßt fi, zur beſſern Ueberſicht, auch auf. folgende Art darſtellen: 
4.; As; Ay As As As Ap;..... g 
wo die kleinen Zahlen 1, 2, 3, . .. . den Namen Anzeiger, Stellenzabl oder Stellenzeiger 
(Index) erhalten, weil fle dazu dienen die Stelle eines jeden Werths in der angenommenen Golge - 
anzuzeigen, Diefe Anzeiger, welche nicht mit Erponenten zu verwechſeln find, laſſen ſich befonders 
‚denn ſehr bequem anwenden, wem man irgend einen unbeſtimmten Werth in der Reihenfolge etwa 
den nten, welcher nah dem erfien Gliede 4 folgt, bezeichnen will, ‚Man Bat in diefem Falle A,, 
welches nicht fo bequem bei den Buchſtaben A, B, CG .... ausgedruckt werden Tann, Sat 
aan die Reihe veraͤnderlicher Groͤßen: 

1:0; mt: ... a ν, at; ' 
und man will mit jeder diefer veränderlichen Größen, andere Seftändige Größen als Faltoren 6 ders 
binden, fo entiicht daraus wenn A A, A, 4, . . . diefe Faltoren find, eine Reihe von Gliedern. 

A; Ara; A, æ; A,2 52200 Anna; Ana; Anzızttt. cs. 
in welcher die Faktoren A.A, A, Ay .... die Zoeffizienten der Reihe heißen. Durch die 
"angenommene Bezeichnung „Der Koeffizienten ensfteht. zugleich der Vortheil, daß nicht. leicht zuſam⸗ 
mengehdrige Koeffizienten und Potenzen von a verwechfelt werden. Auch, läßt fih, wenn bie Art 
und Weife befannt ift, wie die-auf einander folgenden Koeffizienten 1A, As... aus An inte 
ſtehen ind wenn der Ausdruck A,” für den Anzeiger m gegeben ift, Dadurch für jeben andern Ans 
zeiger dad entfprechende Glied darftellen, weshalb auch Ana” dad allgemeine Glied der vorftes 
henden Reihe genannt wird, fo wie „Z, der allgemeine Roeffizient dieſer Rei beißt, - 


4. 8. 
Weil die veranderlichen Geößen in einer Funkzion jeden Werth annehmen eönnen, fo kann | 
dadurch, daß eine veränderliche Größe ald Faftor im Nenner einer gebrochenen Funfjion' verſchwin⸗ | 


Ä bet, ein Autor etjehen , ehe unangeblid) groß wird, ae man z. B. den Ausdruc —, 


Der erg © — 5 deſo —* je kleiner wird; wenn daher x meſhwindet oder =. 0 wi, 
Eytelweins —* J. Band. BD 


a 


— 
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ſo iſt — unangeblich groß oder, wie man fich audsudräden pegt, unendlich groß. Solche Groͤ⸗ 


ßen welche alle angebliche Groͤßen uͤberſchreiten, hur gedacht aber nicht angegeben werden fönnen, 


erhalten das Seichen v/ welches man Unendlich ausſpticht. So iſt hienach, wenn a eine end⸗ 


ſtanden iſt, angegeben werden kann, ob derſelbe vbofitio oder negativ, oder beides zugleich iſt. Dies, 
, nad entſteht die folgende Aufgabe. — 


⁊ 


“ 


liche Größe Yedeutet, 5 7 = 8 eine, jede angebliche, überfchreitende Größe. Dieſe Groͤßen laſſen fh. 


eben. fo wenig darſtellen als die Tangente eines rechten Winkels, und fie haben auch hier keine an⸗ 


dere Bedeutung, als daß ſi groͤßer find als jede angebliche Größe von derſelben Art. 
Weil x verändeli iſt und daher jeden negativen Ba eben fo wohl ald jeden pofitiven 


erhalten fan, ſo fe man æ — — alsdann wird — 2 = — 1000 a; fr = — TR 


” 


wird — _ m — - 1000000 a; uf. w. ., wenn daher x, negativ genommen, fortwährend verkleinert R 


und lt = == 0 wird, fo erhält man = uns woraus folgt, daß bier — einen doppelten 


o 


Werth hat und daß man allgemein = = + findet, wenn = = 0 in“ gefeht wird. 


Ein fo win ad ja =; 1 —, wen man 2 = ekfe=m,=rm Wäre 








hingegen mit fe = = 755 bie befondere Bebingung verbunden, daß x durchaus nicht groͤßer als 


a werden darf, ſo hält man, ($. 2 wenn m eine ſehr größe Bapl bedeutet, ı _ * ==m, alſo 


wenn m ohne Ende waͤchſt, fa= =-m=+., 
Darf x durchaus nicht eröines als a werden, fo wird / (e + 1) = — m, alſo wenn 
m ohne Ende waͤchſt, in diefem Galle Jı= 4 — — x, | 


Hieraus folgt, daß die Berpeigen, welche ein auberit & 20 sit, einer forgfältigen 
Beftimmung bedürfen, ' 


‘ ⸗ 


Hätte man z. B. fæa =. ſo —R tem en ” 


Nun laͤßt ſich zwar zu oßne Ende. vergrößern, aber man erhaͤlt doch nur Se tm + o, 


und e8 laͤßt ſich fein Werth für sc angeben, welcher hier — zin—o verwandelt. 
Aus den vorftchenden Entwicelungen geht hervor, Bf zwar der unbeftimmte Yusdruf 2 — 
unendlich groß iſt, daß aber nut mittelſt der urſpruͤnglichen Funkzion, aus welcher derſelbe ra 


" ueber den richtigen Gebrauch von + bei analytiſchen Ausdruͤcken, ſehe u man: 
6. G. Bune— Neue Erörterungen über Plus und Minus, Coͤthen, 1801. 








| n 


‘, 2 
Aufs abe. In der gebrochenen Funkzion —* werde für < = a der Nenner fa = ö, 
der Bihler Fa erhalte aber alödann einen endlichen Werth; man fol die Vorgeichen von Fe _ =00 


men. 
Aufloͤſung. Btjeichnet h eine Außerft Fleine Größe, weiche nach Wikführ bis A == 0 


‚ verfeinert werden fann, fo wird & + A einen naͤchſt größern und & — A einen naͤchſt Meinem 
- Werth ald @ bezeichnen. Entwickelt man num aus FE den Werth — und an findet, daß: | 
‚derfelbe pofitiv, negativ oder beides zugleich ift, fo wird nah $. 8, ausdann an — — entweder 


+ oo oder — oo pder -E 00 werden. 


Bei der anzuſtellenden Pruͤfung, welche Vorzeichen Heer erhalten muß, iR won zu er⸗ 
waͤgen, daß durch die Verkleinerung von Ah jede Größe, welche r zum Faktor bat, kleiner werden 


muß als diejenige, welcher diefer Faktor fehlt. So ift offenbar a größer ald DA, weil, wenn auch 


a noch fo Mein und & noch fo. groß iſt, doch A fo aͤußerſt Fein angenommen werden Tamm, daß @ 
‚größer ald 5 Ah wird. 2 


1. Beifpiel. Tr * — giebt für 2 = 0, R% 2 £, € iſt aber 


‚E 8 + R Weil nun r fo klein angenommen werden kann, daß @ grd⸗ 


* als FM und c größer ald dr + en! wird, fo behält der Quotient die Beiden + + und man 


findet hier 
‘ Fo a . 
| — — f 00%. ji N v ⁊ 
o 0 — * 


C 3) - 
auögefekt wird, daß r(- —X ein endlicher poſitiver or negativer Werth if. es wird ober. 


F(- th _ 
(3%) )_ 2’Gh®) Wird nun der Zihler entweder pofitiv oder mat ſo muß. 
f (-7 + r(-+ +») 


! 
doch der Quotient die Beihen + + erhalten, fer ı wird Bier 
- F 
urn 


3, Beifpiel, p= = res, giebt für — * Ya 


cc - . 
F(tn&VG) _ erayztih Hier blibt der R fi dah ui au Sen 
— m Sie er Nenner pofiti er 
J slErtV5) Nyarz er Bei 


82 








"2 Beifpiel. * 27 + F giebt für 2 = — F5 wobei tig, vor⸗ 


| 


' 








Bon den analytiſchen Zunfzionen überhaupt. -- a 


{ 
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de Quotienten nur allein durch den Zaͤhler beſtimmt Iſt nun a seifer « als d F 7. ſo bleibt 
der Bähler poſitio, imd man erhaͤlt 


um * 00. 
En aber sy: T geöffer als æ, p erhalt man 
F —— V T) 





“ == * 00. 
= und Er _ 9+ 20 
. - Wentt daher ‚Fa = Te —* iR, und man feb 2 == *3 v fo wird | 
3 Ä ae 
Farin ER vote, ale SE = 4 fl 
FAND uLo | | 
© 


Wenn aber = it gegeben wäre, ſo wird Ir: i = Ds 
pofk und negativ, daher 1273 = + ‚oo, folglich hier 


Ferro, | - 


u 30.. Ä 
Wird in dem Ausdrucke & = der Werth z fortwährend vermehrt, fo muß — — defto Heiner 
werden, je größer man x annimmt. So fange x nod einen angeblichen Werth Hat, fann zwar 
= nie == 0 werden, aber es naͤhert ſich ° deſto mehr, je größer man-z annimmt. Ueberſchreitet 
daher a jede angebliche Größe, oder man ſebt x oo, fo kann Z feinen angeblichen Werth be: 
balten, weil jeder angebliche Werth von — — au einen Beftimmten Werts von = entſpricht, daher 
| muß in diefem Tale — — == ſeyn, und man erhaͤlt, wenn x eine endliche Groͤße bedeutet: 


.a 
7% 


So oft daher ein n Batter im Nenner eimd Bruchs unendlich groß wird und der Zähler einen be: 
ftimmten Werth behält, fo ift ver Werth des Bruchs 6. ‘ 


Hienach laſſen ſich auch die Werthe der Funkzionen Stimmen, © wenn in denſelben mehene 
Glieder unendlich groß werden, - Hätte man z. 3. 
° a æ BB». 
, =; c+ dx’ 
wer w - . u | 
—— . u — 


⸗ 


“Bon den aualdtiſchen Banfionen ieraupt u 13 
woraus ſich zwar nichts beſtimmen laͤßt. Es ift aber Eu 


alfo für æ = © \ | . 


und weil ſowohl — nd = =oif, fo hält ı man 


y=Zfla=o. 


Hieraus folgt zugleich, daß ſih der Werth von y = -_ et = immer mehe der Grenʒe naͤ⸗ 
hert, je groͤßer man ze annimmt, daß aber y dieſe Grenze nie erreichen kann, ſo lange a noch 
einen endlichen Werth hat. Man nennt daher * einen Grenzwerth von y, für = = oo, 


Gebt man = = 0 in ya == + iz, fo wid y = x, Es ift.alsdtam 2 = in Beensa 
werth von y für x = 0, und ed giebt feinen endichen Werth für x, durch welche dieſer Bene 
werth erreicht werden konnte. 

$, 11, 4 


> Sat man eine gebrarhene Sunfyion 7- rt und man findet, daß für Tgend ei einen Wert a0 


ſewel der Zaͤhler als der Nenner verfehroinden, fo läßt. ſich Died dadurch bezeichnen, daß man 


=: fest. - Hieraus darf man aber noch nicht ſchließen, daß der Ausdruck * nicht einen 
beſtimmten Werth haben koͤnnte; ob gleich < — für fih ganz unbeftimmt ift und hier nur anzeigt, 
daß eine gebrochene Frijtzien im Zaͤhler und Nenner zu Null gewaden iſt, indem mar für cc is 
gend einen Werth a feste. ft man im Stande die Funfsign z& noch auf eine andere Weiſe ſo 
auszudruͤcken, daß alsdann, wenn a ſtatt a geſetzt wird, der te und Nenner der gegebenen 
Funkzion beftimmte Werthe erhalten, fo ift dadurch der Werth deö Ausdrucks — = gefunden, 





Waͤre z. B. = = gegeben, fo erhaͤtt man für = e. 


Fa _ 2, & iſt aber aꝛ — atmet hear r x*) ta = 2) daher 


“ o 


Belt tocte, alſ ſſie vz 


N 
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ten aledann auch einerlei Funtnonntichen, alſo wenn man fa . ze feßt, fo ift 
— u! _ 
LA .E 7 Due Ä _ | 
a uUeberhaupt iſt zu bemerfen, daß, wenn einmal für irgend eine beſtimmte Funkzion ein Zeichen 


gewaͤhlt iſt, daſſelbe bei eben der Rechnung nicht fuͤr eine andere als die ihr aͤhnliche gelten kann. 


| Auch dann noch, wenn einmal das Funkzionszeichen feftgefegt it, kann man daffelbe kur 
_ Bezeichnung beibehalten, wenn die veränderlichen Größen beftimmte Werthe annehmen, welche als⸗ 


4,2 — x? 


dann beſondere Wertbe der Funkzion beißen. Setzt man in dem Ausdruck: Je = — 


ab 32 a? — b? 


' din befondern -XBerth b flatt &, fo wird: Æb = 777°= 777 und eben fer wenn man . 
a ftatt x febt: fa = 0. 
In denjenigen Fällen, wo man die veränderliche Größe = == 0 feet, pflegt man u Funk⸗ 
zionszeichen hue allen Beiſatz zu gebrauchen. Waͤre 
a? + 6? 
Jx = Tr=® 
fo erhält man für x = o | 
| | = * oder kuͤrzer f = =, 


Auf gleiche Kt erhält man aus der gegebenen ober urfprünglichen Funkzion 


25 — 06 
‚ fe= Tu ; 


die ‚ befondern Werthe derſelben: | . 
| = 407 — 64, = ® 
+4. . 


— 2214. 


et 
J-y)= —1 * 
ud) iſt, wenn = + 0; = — c oder Z flatt @ gefegt wird: 


— tt. 
’ero9= 


Nu 0? (ln cd) — ln — 0 _ 
— 0 
am _ = 
a a at — x 
8— = ST Fan und ‚ 


fodef=;mo 


” 


u 


Von den analytifchen. Funkzionen uͤberhaupt. 7 





| X ⸗ $, 4, 
Zuſatz. Aufax = 3 + erhält. man ferner wenn a3 ftatt x gefegt wird: 


Fe). 
Wird aber x zur zweiten Potenz erhoben, fo wird 
a 2 ar 3.2 4 
———— =) * Fre Fa 
Es müflen daher die Ausdräde Fa?) und (fx)? ſeht wohl von einander anterſchieden werden, 
da überhaupt f(x”) nur andeutet, daß a” ſtatt = in fa geſetzt werden foll, wogegen (far)" ans 
zeigt, daß fax auf die rte Potenz erhoben werden ſoll. Sur Vereinfachung. diefer Bezeichnung wird - 
in der dolge 





4 ſtatt (æꝰ) 
geſetzt werden, welches mit (fa). nicht zu verwechfeln ift, weil man für diefen. Fall die Slam 
mern beibehaͤlt. 


. Wird x rt r ftatt x in y geſetzt, ſe giebt dies F( FA]. Soll Hingegen 
. (+ Mr ſtatt = + R in fo + A) gefegt werden, ſo giebt died eigenttih f (= + A), 
Wwelches man aber- ebenfallß der Kürze wegen duch f(x + A)” bezeichnen kann. 


Man pflegt auch wohl (fa) durch fr zu bezeichnen; welches: aber deshalb hier nicht 
angenommen wird, um Verwechſelungen mit den Bezeichnungen der. abgeleiteten. Funkzionem zu 
vermeiden, | 

Eine Funkzion heißt einförmig (uniformis),. wenn fie für jeden: beftimmten Werth; der 
veränderlihen Größe, nicht mehr ald einen einzigen. Werth erhält: Es find: daher die, rationalen 
ganzen und gebrochenen Funkzionen, einförmig. Erhält die Funkzion für einen: Werth;der vers 
änderlichen Größe, zwei verfchiedene Werthe, fo heißt fie zweifoͤrmig, erhält fie deei Werthe, drei⸗ 
förmig, u. ſ. w. Ueberhaupt wenn: eine Funkzion für einen. beſtimmten XBerth; der veränderlichen: 
Größe, mehr ald einen Werth erhält, fo- heißt fie. eine. vielförmige Sunfzion: (multiförmis). 

Enthält eine game Funkzion eine oder mehrere veränderliche Groͤßen, ſo heißt: die Funkzion 
gleichartig (homogenen), wenn die Summe der Erponenten: von: dem veränderfichen: Größen: eines 
jeden Gliedes, gleich. groß. iſt. Eine gebrochene Suntyion ift gleichartig, wenn: ſowohl Bäbler als 
-Rennte, derfelben ganze Funkzionen find, ohne daß jedoch die Summe der Exponenten eines jeden. 
Gliedes des Zaͤhlers, denen: des Nenners gleich ſeyn darf. So find 


axy’ + var + cy* und 
ex * 
art ++ Der 
gleichartige Funkzion, die erſte von vier, die ſwreite vom zwei Abmeſſungen. 
Sind die. Abmeſſungen oder die Summen der Erpomenten: der: veraͤnderlicher Größen in. den 
eingelmem Gliedern: einer Funkziom ungſeich, ſo heißt fie eine ungleichartige Funkziom (heterogenen), 
-._ “ - ! 


r 


« 
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| Funtgonen von mehreren veraͤnderlichen Groͤßen laſſen ſich auf eine aͤhnliche Weiſe wie Funk⸗ 
sionen von einer veraͤnderlichen Größe bezeichnen. Waͤrt z. B. u — cay ty? - 
gegeben, fo kann man au fr;y) = a br —cxy + y' fhreiben, wodurch zugleich eine 
einfache Bejʒeichnung der beſondern Werthe dieſer Funkzion entſteht. Hiernach wird 
.Swy)=at a —ay+r 
a; aa a +bx — acz +.at 
make — abc + bi 
Jen=ary. 
/(z;0) ma -+ bs 
J(;0)=a 
u. ſ. w. 
5. 6. 
Eine Reihe gettoren, welche wie die Glieder einer gemeinen arithmetiſchen heeihe * Un⸗ 
terſchiede zwiſchen den aufeinanderfolgenden Gliedern haben, heißen eine Fakultaͤt oder Fartoren⸗ 


= folge. &o ift in ber Faftorenfolge 


a{(a + 5) (a + 2b) (a + 32) (a -+ 4b) (a + 5b) (a +65 
der Unterfchied oder die Differenz d, ihr erfter Saftor a und ihr letzter a +65. Der erſte Sale 
tor beißt die Grundzahl oder Baſis, und die Anzahl der Glieder, der Exponent der Fakultät, 
welcher nach der. hier gegebenen Erklaͤrung eine ganze Zahl ift. Bafultäten mit negativen oder ges 
brochenen Erponenten werden in der Folge näher unterfücht werden. 

Drergleichen Fakultaͤten mit ganzen Erponenten laſſen ſich dadurch bezeichnen, daß man rechts 
oben neben die Grundzahl den Erponenten, neben diefen den Unterfchied und vuiihen dieſe beiden 
Bahlen ein‘ Semilolon oder Komma ſetzt. So wird die vorſtehende vatultat durch 

47 8 
hazeichnet. — aͤhnſiche Art iſt: 
aa +) a+29.... E —α 
s.7. 9. 11. 13. 10. 17. 19 88 
1.2. 3.4.5.6,7.8.9.10. 1.12 = 1" 
” ala —d)la—2)......(a nd) martin 
Die Fakultäten der natärligen Sahlen, deren Grundzahl 1 ift, Tann man auf fürn d das 
vurch bezeichnen, daß ber legte Faktor zwiſchen zwei Klammern und hinter denfelben ein Ausru⸗ 
fungözeichen geſetzt wird, oder werm feine Zweideutigkeit entſteht, unmittelbar hinter dieſen balter 
das Ausrufungsjeichen geſetzt wird. 
| diemach erhaͤlt man: 
1.2.3. 4.8.6. Fi = (= 7! 
1.2, 3..ın—l. nel" =fa]! mol 
Diefer festen Bezeichnung wird man fich in der Folge, gewöhnlich bedienen. 
Die Benennung Fakultät het zuerſt Rramp in ferner Analyse des r£fraotions astrono- 
migues et terrestres. Strasbourg et Leipsic, 1799. Chap. III, angenommen, 


⸗ 


“Na 


L 


Bon den analytiſchen Funt zionen überhaupt. Er . 


Nach Vandermonde (Memöires de l’acad, de Paris, Annde 1772, p. Be weißer Ä _ 
dergleichen Faftorenfolgen zuerſt bezeichnete, if 


a Nederland 
.@—N@-2N. ma tn=r|] N 


ohne daß er für pofitive Differenzen eine befondere Bezeichnung“ einführte. Noch iſt zu bemerken, 
daß Arbogaſt (Du dalcul de derivations, à Strasbourg 1800, p. 364.) den Gattorenfolgen die 
Benennung Faktoriellen beilegt. 
§. 7 

Eine Rebe auf einanderfolgender Werthe oder Glieder A;B;C;D; x; F; G; B; | 

Haft ſich, zur beſfern Ueberficht, auch auf. folgende Wet darftellen: . 
A; Ar; Ass Ay; Ass Ass Ass Ars seco ‘ 

wo die fleinen Bahlen 1,2, 3,.. . „den Namen Anzeiger, Stellenzaßl 0 oder Stellenzeiger | 
(Index) erhalten, weil fle dazu "dienen die Stelle eines jeden Werths in der angenommenen Folge - 
anzuzeigen. Diefe Anzeiger, welche nicht mit Erponenten zu verrvechfeln find, laffen fich befonders | 

dann fehr "bequem anwenden, wemn man irgend einen umbeftimmten Werth in der Reihenfolge etwa Ä | 

"den nten, welcher nach dem erſten Gliede A folgt, bezeichnen wi, Man bat in dieſem Falle An, | 
welches nicht fo bequem bei den Buchftaben 4, B, C,.... ausgedrückt werden fan, Site 
man bie Reihe veraͤnderlicher Groͤßen: 

I; 0; at .. väÿ; ; tr. 
und man will mit jeder diefer veränderlichen Größen, andere beftändige Größen als Faktoren vers 
binden, fo entſteht daraus wenn A 4, A, A, ... dieſe Faltoren find, eine Reihe von Gliedern; 

4; An; Aa; A, ;.... Ant; Ana; Ana o 
in welcher die Faktoren A. A. A, A,.... die Koeffizienten der Neihe heißen. Dur die " ' 
Sangenommene Bezeichnung ‚des Reeffizienten entſteht zugleich der Vortheil, daß nicht. leicht zuſam⸗ 
mengehörige Koeffizienten und Potenzen von ac verwechfelt werden. Auch läßt fi, wenn die Art 
und Weiſe befannt ift, wie die- auf einander folgenden Koeffizienten SL, As... aus An ente > 
ſtehen und wenn der Ausdruck A,” für den Anzeiger = gegeben ift, dadurch für jeden andern An⸗ - 
zeiger dad entſprechende Glied darſtellen, weshalb auch Anx" dad allgemeine Blied der vorſte⸗ 
henden Reihe genannt wird, fo wie „4, der allgemeine Boeffisiene dieſer Bee beißt. 
{. 6. N 
Weil die , verdnderlißen Größen in einer Funkzion jeden Werth anneßmen Finnen, fo Tann. 
dadurch, Daß eine veraͤnderliche Groͤße als Faktor im Nenner einer gebrochenen Funlzion verſchwin⸗ 


det, ein Ausdruck entfiehen, welcher unangeblic) groß wird, Haͤtte man z. B. den Ausdruck =, \ 





und feßt == zug, fo wird 2 = 1000 9; für æ = go wid 2 = : 1000000 a; u. ſ w. 


Der Werth - — wählt defto ef, je feiner x wird; wenn daher x rin oder =.o wird, 
GEptelweind —* J. Band. B 


— 
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ſo iſt — unangeblich groß oder, wie man ſich auszudruͤcken pflegt, unendlich groß. Solche Order 


Gen welche ale angebliche Größen überfihreiten, nur gedacht aber nicht angegeben werden koͤhnen, 
erhalten dad Beichen ©, welches man Unendlich ausſpricht. So iſt hienach, wenn @ eine end⸗ 


liche Größe vedeutet, 5 7 = © eine, jede angebliche, überfehreitende Größe. Diefe Größen laſſen fih - 


eben. fo wenig. Darfefien ald die Tangente eines rechten Winfeld, und fie Gaben auch hier feine an⸗ | 


dere Bedeutung, ald daß fl größer find ald jede angebliche Größe von derfelben Kt, 
Weil x veränderlich ift und „dober jeden negativen Werth eben ſo wohl als jeden voſitien 


„erhalten tann, fo fege man == — 1055 alsdann wid z * = — 1000; fr = — rn | 


1 
wird — _— — - 1000000 a; uf. w., wenn dahet x, negativ genommen, fortwäßrend verkleinert 


und gt = = 0 wird, to erhält man > = ze — 00; woraus folgt, daß hier = einen doppelten 


0 


Werth Bat und daß man allgemein = — == + 00 findet, wenn = = 0 in = = sefegt wird. 


Eben fo wird ——— wen man a hifemie re Wäre 








hingegen mit Je = = =—— die beſonder Bedingung verbunden, daß = durchaus nicht größer ale - 


.a werden darf, fo —* man, ($. 3.) wenn m eine fehr größe Bapl bedeutet, ( — 9* ==m, alſo 
wenn m ohne Ende wäh, fa= tm 600. Ä 
Darf = durchaus nidpt Fleiner als a werden, fo wird fm + 1) = — m, affs wen 
m ohne Ende waͤchſt, in diefem Galle fe = n =— ©. 
= Hieraus folgt, daß die Vorzeichen, welche ein Aubdeud 7 — eo Sebi, einer —* 
Beſtimmung bedürfen. 
Hätte man z. B. Je = = “ win /( 4a tem und (>— : =--am®, 
Run laͤßt fih zwar mu ohne Ende. vergrößern, aber. man erhält doch nur J b=—-—= + ”, 
und e8 laßt ſich kein Werth für angeben, welcher bier — zin— verwandelt. 


Aus den vorſtehenden Entwidelungen geht hervor, do zwar der unbeſtimmte Ausdruck — 


unendlich groß iſt, daß aber nur mittelſt der urſpruͤnglichen Funkzion, aus welcher derſelbe u 
fanden ift, angegeben werden kann, ob berfelbe pofitio oder negativ, oder beides zugleich iſt. Hie⸗ 
nach entſteht die folgende Aufgabe, . 


ueber den richtigen Gebrauch von + bei analytifchen Kustchien, ſehe man: 
F. G. Buge, Neue Erdrterungen uͤber Plus und Minus. enden, 1801. 


i — 


Von den analptifchen Zuntzonen überhaupt, -. ıı 
| $. = 
Aufgab e. In der gebrochenen Funkzion = werde frc = a de Nenner fa: e=. 0, 


der Zähler Fa erhalte aber alsdann einen ‚endlichen Werth; man ſoll die Vonehen von Fa = 00 


beftimmen. 
Aufloͤſung. Beyeichnet h eine außerſt kleine Größe, weile nach — * bid ä0 


verkleinert werden kann, fo wird « 4 A einen nacht groͤßern und a — A einen naͤchſt Meinen 
Werth ald a bezeichnen. Entwicelt man nım aus Fr den Werth Harn, und man „rad daß. | 


‚derfelbe pofitiv, negativ oder beides zugleich ift, fo wird nah $. 8, ausdann auch — entweder 


+ 00 oder — oo nder -E 00 werden. - 


Bei der anzuſtellenden Pruͤfung, welche Vorzeichen es, erhalten muß, iR * zu er⸗ 
waͤgen, daß durch die Verkleinerung von A jede Größe, ‚welche % zum Faktor hat, kleiner werden 
muß als diejenige, welcher diefer Faktor fehlt. So ift offenbar a größer ald 5A, weil, wenn auch. 
a noch fo Mein und d noch fo. groß iſt, doch r fo aͤußerſt fein angenommen werden am, daß a 


‚größer ald 5 wird, 2 
1. Beifpiel. Tr * ten giebt für x == 0; 75 = = £, € ift aber 


rein — Weil nun A fo klein angenommen werden fann, daß a grd⸗ 
ßer als 5A, und c größer als dh -— en® wird, fo behält der Quotient die Beihen + und man 
findet Hier 


- ⸗ ⁊ 
⸗ 


J CH, 





; wobei tig» vor⸗ 
J audgefeht wird, daß r(- B: ein endlicher poſitiver wer negativer Werth iſt. € wird aber. 


F r(-7.+}) + ')_ F (— 
| — Wird nun der Bahler entwoeder poſitiv oder negativ, fo up 
f J + Terug nu N 
doch der Quotient die Beiden + + erhalten , fer ı wird hier 
F 5) 


J 


3. Beiſpiel. ESS, sieht rer Ya 


r@reVe)_ wre Ser Slißt der ‘Nenner yoflio, da ua Bi 
—i- me Hier bleibt der Menner pofltiv, er ei 





u. 


\ 


2 | — Erſtes Spin 


des Qustienten nur allein durch den Zahler beſtimmt Iſt RUN a 2 gehfer al als d Y5 7, ſo bleibt 
der Bäßler poſitiv, imd man erhaͤlt 


ei 


| == * oo. 
—2 aber ey2 7 größer ale æ, % erhält man nr 
| F A, V 5) | | 


. — 00. 
Wenn daher de HERE? gegeben iR, und man fehl 2 == + 3 73 ſo wird 
3 
Fe =. 7 — rer, pofitiv, alfo 2 —* = folglich 
| | —— — 
142 F(Hh+ıy3 1+ryv3 +25 
Bern aber = = Fa gegen wäre, fo wid IK TEITOEEITTETI) 
pofitiv und negativ, daher 1273 = + 0, folglich hier 


J mer “ | | FR 








| ae 30.. 
Wird in dem Husdeudte & — der Werth = fortwäßrend vermehrt, fo muß — = defto kleiner 
“ werden, je größer man d annimmt, So fange x noch einen angeblichen Werth hat, fann zwar 
= nie = 0 werden, aber es naͤhert ſich J deſto mehr, je größer nam. annimmt, Ueberſchreitet 
baber a jede angebliche Größe, oder man das x == oo, fd fann = — feinen angeblichen Werth be⸗ 
halten, weil jeder angebliche Werth von — — aud) einem beſtimmten Werts von x entfpricht, daher 
| muß in delem Falle — = 0 ſeyn, und man hält, wenn a eine endliche Groͤße bedeutet: 


— = 06, . " ’ 7 


So oft daher ein Faktor im Penner eined Bruchs unendlich groß wird und der ßihle einen be⸗ 
ſtimmten Werth behaͤlt, fo iſt der Werth des Bruchs — 0. 


Hienach laſſen ſich auch die Werthe der Sunfzionen Setimmen, © wenn in def mSene 
Blieder unendlich gioß werden. Hätte man z3. B. 
a a DB. 
, j =; + e + da’ 
fo- Bird eis s=® : | 
oo = 2. EEE 


- 


⸗ 








- Bon den analytiſchen Funkzionen uͤberhaupt. 13 
woraus ſich zwar nichts beſtimmen laͤßt. e⸗ iſt aber 
2*2 





alfo für x = © — | _ 

sr 

| „+ Ä _ 
und weil ſowohl als o iſt, fo erhält man 


y=Zfltz=o. 


Hieraus folgt zugleich, daß ni der Werth von y * te immer mehr ber Grenʒe 4 Hude 


hert, je größer man ae annimmt, daß aber y dieſe Grenze nie erreichen Tanır, fo lange ae noch 
einen endlichen Werth hat. Man nennt daher 3 einen GSrenzwerth von y, für = = oo, 





y = 


Get mon az = ein y _ +22, fo wird y = —, Es iſt alsdam = ein Grenz⸗ 


werth von y für = = 0, und es giebt feinen enden Werth für æ, durch welche diefer Grup. 


werth eereicht werden koͤnnte. 
4. 11. 


* Sat man eine gebrechen⸗ Funkion 7- — und man findet, daß für iegend einen Werth —e24 
ſewel der Zaͤhler als der Nenner verſchwinden, fo läßt. ſich dies dadurch bezeichnen, daß man 


5 =. fest, - Hieraus darf man aber 2 nit ſchließen, daß der Ausdruck * nicht einen 
beftismmten Werth haban fönnte; ob gleich — für fih ganz unbeftimmt ift und hier nur anzeigt, 
daß eine gebrochene Funkzisn. im Bähler und Nenner zu Null geworden iR, indem man für = ir⸗ 
gend einen Werth = feste. Iſt man im Stande bie Zunfjien 7: noch auf eine andere Weiſe fo 
auszudruͤcken, daß alddann, wenn a flatt ar gelegt wird, der Zähler und Penner der gegebenen 
. Sunfzion beftimmte Werthe erhalten, fo ift dadurch ber Werth des Ausdrucks * gefunden. 





Waͤre z. B. 32 * — gegeben, fe erhält mar für = 4 


ner ame nehme 





— frau. Br \ - ‚ 
Fa “ 


I 5 





IN s 


Fuͤr = == 0° wied sine = 1; c08 2. a, alfo 
| Es ift aber: 


| a fe ⸗ 0. . 


Auf seien Seiten mit (1 — 1) dividirt, giebt 


.. 
- 


14 " \ — red Rupie, | — 


Wenn nun gleich Hin 2 _ u 3a! gfumen worden, R gilt dies doch nur fuͤr die Scfimint 


Einfihränfung, daß S — aud — entſtanden iſt, und man haͤtte offenbar für eine andere gebro- 


chene Funfzion, Ir einen andern Werth für 2 — erhalten. Wenn daher bet Ausdruck 2 2 vorkommt, 


fo. bezeichnet ex lediolich/ daß eine gebrochene gantion im Zaͤhler und Renner vecſchwanden, und 
wenn alddann — — nit unbeftimmt bleiben ſon, ſe meß belannt fen, © aus welcher Sunfsion dieſer 


Aus druck entflanden ift. 


sin % 


Wäre }. B. befannt, daß 7 * aus = ms dadurch entitanden Wäre, daß man 2=o 


ſchte- fo weiß man daß sen 008 x iſt; man erhält daher 
FE = A == 008 %, * fe a. —WM 
F_ 0 | 1 
weil der Woſinus von o | if, 0 * 


⸗ 


Wie man für jede gegebene Funfyion den befondern Werth finden, Fan, wenn foche 2 _ 
wird, laßt ſich erſt In’ der Folge ganz allgemein angeben. Hier ift es Durham zu aͤberſehen, u 
die Ausdrüde I, einem beftimmten Werthe entfprechen Anden. 


+‘ 


u Tcy ferner der Ausdrud Fe = Eos Lem gegeben. 
F 90° 


9° 


Oo 
= — 
© 


Fe 1—sinatayi— sin x? — —————— — ——— = 
— me I nn eina —1+ ((1— sin x) (1+ sinx)] ra ae 


' 7 0 0 ay2 
, Mr = =. 

J else abfurde Refultate entftehen, wenn man unbedingt zwei Nullen einander gleich feßt, 
ohne auf die Größen Ruͤckſicht zu netmen, aus welchen dieſe Nullen vatftanden find, beweifen fol⸗ 
gende Schluͤſſe. Es iſt BEE J 
— 3338—3 oder ie. 
31 —-N=5(1—1,. 


EV \ 
welches abfurd ift, " 


“r j . m" 











19 “ > 


on den entiäen Fanhionen ubethaupt. J 15 


ae . 
So wie der Ausdruck eine unbeſtimmte Groͤße beſeichnet, wei nur alödann einen bes 
ftimmten Werth erhält, wenn man die .Bunfjion kennt aus welcher dieſer Auddruck entftanden iſt, 
fo muͤſſen auch die Ausdroͤcke oo — oo als noch näher zu beſtimmende Groͤßen angeſehen werden, 


deren Werth mit air der Zunfjionen, aus welchen fie entftanden fi ſind, jedesmal beſtimmt werden 
muß. Ware z. B 





fx =ı- * - a gegeben, fo erhält man für = 1, 
el 20m 


Es iſt aber (1— ©) A+DJ)=1— 2, daher 


+ x 2 1-2: 1° 
=: - 1— gr 7772 77 


Fuͤr æ — 1 wird fl — 5 daher man man 

ft == OO — 00 m ĩ. 

Wie der Werth ſolcher Ausdruͤcke in jedem beſondern Falle aus der x anfprngfien Suntyion 
gefunden werden fann, wird im ſiebenten Kapitel näßer beftimmt.. 


g. 13 
Die Potehzen der verinderlichen Groͤßen erfordern eine beſondere wenrechteng wenn ‚die 
Wurjel derfelden Null wird oder verſchwindet. Wäre in dem allgemeinen Ausdruck x”, die ver⸗ 
änderliche Größe a als Wurzel zur nten Potenz erhoben, wo x irgend eine ganze oder gebrochene, 
poſitive oder negative Zahl oder auch Null bedeuten mag, fo darf man nicht unbedingt, wenn x = 0 
wird, auch 0” == o fegen, weil Died nur alsdann selten fann, wenn » eine poſitive gene oder gt» 
brochene Zahl iſt. | 


Waͤre „= - r alfo negatig, ſo wird siert *, daher 


J — —— 


x 


\ 


Bil mim, fo wid für m = o 


ar. = 20 = 1 und für 2 = o nr Rx 
"= o=1, | 


> Hieraus folgt daß der Ausdruck or dref verſchiedene Werthe Baden kann. Iſt nemlich 
(7) eine poſitive ganze. oder gebrochene Bahl, fo wird u” = 0; Ä 
(IT) rn eine negative ganze oder gebrochene Zahl, fo wird "— 2 + © und 
(IN n= o, fo wird 0" = 1; —— 
So lange daher in einem allgemeinen Ausdruck 0”, der Erponent n noch nicht, näher be⸗ 
ſtimmt iſt, darf man 0? aus der Rechnung nicht weglaſſen, ſondern muß denſelben ſo lange bei⸗ 
behalten bis xeinen beftiimmten Warh ahaiten ri 


z 


= 


Fe . 2 Celle Kapitel. 
1 
| Sch leicht überzeugt man fi, daß jeder Auedruc welcher aus mMoelchen oder reellen, und 
unmöglichen oder imagindren Größen zuſammengeſetzt ift, die Geſtalt 
| o=M-+-Ny—1 
esbolten fann, wo M und N nur möglihe Größen enthalten. 


Wäre 3. B. P* (a + bY— )+(c FIN — @  ry— 1) gegeben, fo ers 


haͤlt man auch 

- . 

Fuͤr P=(a+brY-1) (e + dy—.1) wid. Ä | 
| P=(etbd + be n.ad) mn 


x. a + by—i 
Für u PS Min 


_War+by—)(k—dy—1) _ er +batlke-adyA.., 
P= (e + dy— —— =D” ö——5 77 oder 
Jac 4 bd be — ad 2 . 
- P= arat arm. 


Ale diejenigen Ausruͤcke, welde unter der Geſtalt 0 = m + N — 1 vorforamen bee. 
rechtigen zu einer merfwürdigen Folgerung. Denn da feine unmoͤgliche Größe eine mögliche Größe . 
vernichten kann, fo muß, wenn M + Ny—1= ofen fol, ſowol M= o als auch N=o 
ſeyn, weil nur in biefem. Falle der vorſtehende Ausdruck gelten fann, Man erhält daher aus. 


.oe=M+Nj—1, 
wenn DI und N nut "mögliche Srößen enthalten, 
zowN=0o_ . 
Wegen des vielfachen Gebrauchs der verſchiedenen Potenzen von yv- it J— w bemerhen, 
daß weil 
J 14 — . —. 
—E rm. v„-i=-1i | 
ö ri mi. 
G-Y=V- ya —1; -1=+1 
Yv-1= 4-1 Y-1 =+1.1-1 
 G-Y=lh- 1 Y-We—1 | 
‚,  (-YW=W—-1 y-1 =—1./1 j 
u, ſ. w. iſt, fo erhält man ganz aflgemein, werm m jede ganze poſſtive Bft ober ö bedeucet 
— | 
v-t=—-ı 
W y-1"9=—y—1 
22 2 2 
Der Kürge, wegen kann man den Ausdruck v— 1 durh den VBechſtab i —* 











" ‘ . Dun 
. ..r 
” - . 


Bon den analytiſchen Funkzionen überhaupt. a 
Wie unmdgliche Größen, weiche in den analytiſchen Ausdräden vorfonnmen, &inander aufhe⸗ 
Sen koͤnnen, und dieſe Ausdruͤcke nach gehöriget Entwickelung dennoch einen reellen oder mögen. 
Werth erhalten, davon werden in der Zolge mehrere Faͤlle vorkommen. Ä 
18, | " 
Heber den Gebrauch des Beichend > oder.< wird es nit undienlid) m, ‚ einigeß anzu⸗ 
merken, weil man fonft lacht ohne die erforderliche Behutfamfeit ‚ abfurde Refultate erhaͤlt. Wird 
nemlich, wie dies durchgängig vorausgeſetzt wird, jede negative Zahl kleiner als eine poſitive und 
jebe größere negative Zahl, kleiner als eine Pleinere negative Bahl angenommen, alfo 4 5 03 
+5>-3;+5>— 13; —-3> —- 20;0>—3uf.w., fa wird die hier anges 
deutete ungleichheit auch dann noch beſtehen, wenn auf beiden Seiten des Ungleihheitjeihene , 
gleiche Bahlen addirt oder fubtrahirt werden. Go felgt aus + 5 > — 12, wenn auf beiden 
Seiten die Zahl 8 addirt wird, +13 > — 4, oder, wenn diefe Zahl ſubtrahitt wird, — 3 > — 20, 
Aber man darf nicht unbedingt eben fo fehliegen, daß die größere Größe auch alddann noch gabs - 
Ber Hleibt, wenn man auf beiden Seiten mit gleicher Bafl multipliziert oder dividirt. Denn wenn 
gleich dad Vielfache ungleicher Größen auch noch i in eben dem Verhaͤltniß ungleich bleibt, ſo gilt 
dies doch nicht, wenn man dieſe Größen in einer entgegengeſetzten Bedeutung vielfach nimmt, weil 
dadurch auch ihre Beziehung auf einander entgegengefegt wird, Hieraus folgt, daß man ungleiche 
Größen auf beiden Seiten des Ungleichheitözeichend mit einer gleichen pofitiven Zahl multipliziren 
oder dividiren kann, ohne die vorher beſtandene Ungleichheit zu aͤndern; daß es aber nicht erlaubt ie 
. bie, einjelnen Glieder mit negativen Bahlen zu multipliziren oder zu dividiren. Go ift DB. . 
+5>—8; —3>—7; +3> 0 
wenn "man aber jedes Glied mit — 1 multipliziert oder dividiet, fo erhält man dadurch 
-5>+85 +3>+7;: -3>6 | en 
weiches abſued iſt. 
Die Vorſicht, daß man beim Ungleichheitszeichen die Dultiplifaie ion oder Diviſton mit ne⸗ 
gativen Groͤßen vermeiden muß, iſt beſonders bei allgemeinen Ausdruͤcken zu empfehlen, wenn die 
Buchſtaben noch feine Bahlenwerthe erhalten haben. Hätte man z. B. den allgemeinen Aubdeuc 
na=<n + 1, und wollte darand entwickeln, fo erhaͤtt man alsdann 
| .nz-n<ivdenc—N)<L 0 
Hiermuk darf man aber nicht unbedingt ſchließen, daß u - 


az 


ift, weil nur in dem Fall gu Olfen mit cc — 1 erlaubt iſt, wenn man weiß, daß =— Leim 
pofitive. Größe wird, d. 5. wenn = > 1 ift. 


Ware hingegen = CVL, ſo erhaͤlt man ö <n —_nxc+1, oder o<ad- +1 


\ 








oder 1<r(i— 2), und hiecaus „= ne u <ndden> Hier⸗ 
u ab fi, da man na Cm 4, fo ahä man fr > 1 
< 


- x , “ ‚ 
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is ag Kapitel, 


un en er EEE od 
0er .14* — "> 


Sollte es unangemeffen fiheinen, —-7<-—3 u ſehen, weil, man 4 7> + 3 hat; 
fo erwaͤge man, daß bei diefen Bergleichungen nur derjenige Werth größer ab ein Anderer anger 
ſehen wird, w welcher mehr pofitive Einheit als der andere enthaͤlt, daß ſich alſo alle dieſe Verglei⸗ 
chungen auf die poſi tive Einheit beziehen. Nun fehlen. bei 7 noch 8. pofitive Einheiten damit 
dieſe Groͤße = = 1 werde, bei — 3 aber nur 4 dieſer einheiten daher iſt offenbar vn — 8 
groͤßer als ⸗ .. —— ur | 

: ueberhaupt: r jebe peſttide RT geöffer und hede negatlve Groͤße kleiner als ou; Sin 
det, man Daher. für icgend-einei zuſammengeſetzten Ausdrock welcher hier durch y bezeichnet werden 
ft, y >. 0; fü muß y poſitiv ſehn, fo' wie aus 5 << oumgefehrt folgt, daß der Werth von- 





F y ewoeio fan: muß. ‘ 


. 16; 

Ki Stellt man fi vor, daß von den beiden Größen A. und B die eine A durch. oümälige 
” Veränderung‘ ihres Zuſtandes der Größe. B gleich wird, fo fann Died auf verſchiedene Weiſe ge⸗ 
ſchehen, und’ man nennt die Werthe, In welche fid) nach und nach verwandelt bis B erteicht: iſt, 
die Zwiſchenwerthe von, A und B, welche hier Grenzwerthe diefer Zwiſchenwerthe heißen koͤn⸗ 
nen. Sind die Zwiſchenwerthe von der Beſchaffenheit, daß A dadurch in B übergeht, wenn. 4: 
allinaͤhltg und nur allrin durch Wachſen oder nur. allein durch allmaͤhliges Abnehmen B erreicht, 
fo fagt man der Uebergang von ⸗zu B- geſchieht gleichfätrmig. ‚ihn aber die Bwifchenmerthe 
son der Beſchaffenheit find, daß A theild wachlen. theils abnchmen muß um B zu erttihen ſo iſt 
der Uebergang von A nad); B ungleichfoͤrmig. 


Iſt der Uebesgang von A nach Bgleichformig, und dieſe Grenzwerthe gaben einerlei Zei⸗ | 
hen, fo muß jeder Zwiſchenwerth größer ald der Fleinfte Grenzwerth ſeyn, auch kehalten alsdann 


alle Zwiſcheawerthe einexlei Beichen, Wenn aber die Beipen.der Grenzwerthe verſchieden Ind, ſo 


— muß ein Zwiſchenwerth == @ ſeyn. Auch muͤſſen ſich bei dieſem Durchpange: wur o die. Zeichen“ 
der Zwiſchenwerthe ändern. ° .. | iR 

3.8435: %; +3; * 23 4 1305 — ;-H-B-h-5-&- 75 
wo + 5 un® — 7 die Grenzwerthe find, Zur Abldiyng find bier die Broifihensoerte nur in 
ganzen. Zahlen vorgeſtellt. 


Erfolgt der uebergang von 4 nach B unglehäförnuig,. ſo daß die Zwiſchenwerthe cheis 

J wachſen theils abnehmen, fo lann der Uebergang auf ſehr verſchiedent Weiſe geſchehen, wenn auch, 
wie hier vogandgefegt wird, alle Zwiſchenwerthe nicht: mehr als einmal, wachſen und ‚abnehmen, . ob. 

04 gleich ſehr wohl denfen taßt, daß dies Wachſen und Abnehmen febe oft wiederholt werden tann. 


J. Haben die Grenzwerthe emnerle⸗ Zeichen, Bi tann art unter der vorfiehenden Voraus⸗ 
fgung ſechs verfihiedene Uebugänge unterſcheiden: - 





x 


Bon den analgtifhen Funktionen üsersamt, , vg 


a. wenn die Zwiſchenwerthe wachſend anfangen, . 
.@. endlihe Größen bleiben und einerlei Beichen behalten, j 
P. bis oo gehen und einerlei Beichen behalten, ' Er SE 

d. wenn die Zwiſchenwerthe abnehmend anfangen ln 
a. endliche Größen Heiden und «einerlei Zeichen behalten, on = 
P. endliche Größen bleiben und ein Bwifchenwertb S o wird ofne die Zeichen · zu wechſeln, 
x. endliche Groͤßen bleiben, sei Zeichenwechfel entftehen.und die Zwiſchenwerthe iwermal = S0 

werden, 
.. 8. bis oo gehen, zwei Zeichenwechſel entſtehen und die Hwiſchenwerthe zweimal =o 2" perhen, 

Als Beifpiele für pofitine Grenzwerthe + 5 und + 7 dient folgende Bufammenfteffung, 

(a. @.) +55 #65 +7;54+8;+9; +10; 411; 412; 413; +12; +11; +10; 49; 18*7. 

fa. 3.) 45546547; 48; +9; +10;..... #008. ..... +19; +9; 19: +72: L E J 

(d. @&.) +55 445435425435, 44; 46; 46; +7. | 

B) 4554435 ++ 124 Is +46 | 

G. 2.) +55445 43542; +0 1; - 25 3; -; —1; 0; +15 + 25 +35. 445455 46; 47, 


{b. d.) +5; +4; +3; +2; +1; Gl: 433... — 0o3.- -3B3 - 23 01; 25 ... +7. 


N 


‚II. Haben hie. Grenzwerthe verfehleheneBeichen,,. fo Tann man sata, der ee 


„auskbun vier verfihiedene Uebergänge unterfcheiden: . ” 
„ wenn die Zwiſchenwerthe wachſend anfangen, . ” Ku 
a, endliche Größen bleiben; ein Beihemmechfel entitcht ind ein Zwiſchenwerth == 2 0 wid, 
P..6i8.00. gehen, ein Zeichenwechſel entſteht und ein Swiſcheuwerth 7 — 0 wird; 
db. wenn die Zwiſchenwerthe abnehmend anfangen, 
a. ‚endliche Größen bleiben, .ein Zeichenwechſel entſteht und ein Zwiſchenwerth = 0 wird, 
B. bis oo gehen, ein Zeichenwechſel entſteht und ein 8wiſchenwerth == :0 wird 
Als Beiſpiel fuͤr Grenzwerthe mit verſchiedenen Beichen;,- + 5 und - — 7 dient folgende Bu: 
fammenftellung : 
(a.a) +5;+6; 17548; + 7; +6+5; +4,43, +3; +1;- 0 ——E— vun. m7;5 
(a. 3)46; 63 73...03 ... 3; 42; +10; ABA Al; 4-7; 
(d.0) 53 44; 43; 42; *13 0; -13; -23 3; 5 ⸗6; 3 8 17 


sr. 6 +5; +4; +3; +234+1, 5-33; —4; en+ . — or .. 4 32* 78 -8; 7, i 


„IH. Bei’ den vorſtehenden ungleichformigen Uebergoͤngen. iſt angenommen. worden, daß 
folche. nur almaͤhlig ohne Sprung. gefheben, allein aus $. 9 ift befannt, daß Größen, welche all 


mählig wachfen oder zunehmen zugleich + oo und — o0 werden ‚fönnen, ‚Für dieſen Fall Tann. . 


daher, auch wenn der Grenzwert A in-B durd) oo übergeht, ein Sprung aus + 00 in — © 
oder umgefehrt erfolgen, - und man kann dahet noch folgende vier verfchiedene Fälle unterfcheiden, 


wein Jugleich verewegeitti wird; daß’ ale Bivifcherwerthe nut ein Hadhfen, tr‘ ‚abreßmen, 


"a. wenn die Grenwerthe einerlei Zeichen Haben, 


3* a. die Zwiſchenwerthe warhfend anfangen, dh + *60 nd 0 sehen und wei Beige ' 


ſel entſtehen, 
62 


20 2 Eeſtes Kapitel. 


“PB. be BZwiſchenwwerthe abnehmend anfangen, dar 0 und + 00 am und zwei Bein 
weechſel entſtehen; 


”. J | B. wenn die Grenzwerthe verſchiedene Beichen haben, 


a. die Zwiſchenwerthe wachfend. anfangen, duch -F.co sehen und. ein BZeichenwechſe entficht, 
B. die Bwifchenwerthe abuehmend anfangen ‚ durch 0 05 + 00 und © gehen und drei Zeichen⸗ 
wechſel entfliehen. ’ 


Folgende Bufammenftelungen für die Grenzwerte +5: +7m + 5; - 27 können 
zur Erläuterung dienen. . 
(a. 6) 4554+6;54+7;+8;5+9; +..4009 005 — ——— — +1;+2; 33.... 
(aß) 5; ; 43: + 234 50, -2; — 3.. - o; 4005 + 428; 473 
G. æ. 5; 46; 47; 48; 49; ... 04005 — o03..... 1 A; 10; 9; -73 


7:68) +55+645 44410533. 004004340 7. 


Unter den Grenz⸗ und Zwiſchenwerthen zweier Groͤßen fönnen au nnndeuche Werthe 
vorkommen, und es laſſen ſich für dieſe Fälle ähnliche Betrachtungen anftellen. 


Bezeichnet y—= fa irgend eine Funkzion von x, und ed wird y == 4 für cz == a umd 
y=Bfüx=b,alo fa = 4 und fb == B,wo a, b, A, B alle mögliche Größen beden⸗ 
ten koͤnnen. Werden nun alle Zahlen zwiſchen a und b, welche aus dem gleichfoͤrmigen Ueber⸗ 
gange von = nach 5 entſtehen, fiptt = in y = geſetzt, fo nennt man alle dadurch für y ent⸗ 

ſtehenden Werthe Zwiſchenwerthe der Funkzion für die Grenzwerthe 4 und B derſelben. 


| Eine Sunfyion, deren BZwiſchenwerthe innerhalb ‚gegebener Grenzen durchgängig enbliche reelle 
Größen find, Heißt eine ſtetige SumPsion, und wenn einer oder mehrere Zwiſchenwerthe umendlich 

groß oder unmöglich werden, eine unſtetige Suntʒion/ weil dadurch die Stetigleit der Breifigen« 
werthe unterbrochen wird. 


J Wäre z. B. fo nat gegeben, fo wi fo =5 and fo = 1} 6 &.), and weil - 


man. hier für alle zwiſchen = = o Bid se ==. 00. liegende Werihe, wenn folde ſtatt x m fx 
gelegt worden, angebliche Werthe für fx, fo ner reelle enduche gwiſchenwerthe echek, ſo iñ fx 
eipe fletige Funkzion für x = o did = = w. | 


BE "Für eben‘ diefelbe Funkzion iſt fo 25 und f—- 2 19, allein es wird F— = 0 
G. 9), daher iſt fa für æ So bis & — 2 eine unſtetige Funkzion. Auch geht hieraus her⸗ 


vor, daß Biefe Funkzion zwiſchen a = -F oo bis — ” unſteig, aber don * * oo bis — 1 
"und von „ui Hi — 0 > fetig iſt. 


4. 17. | 
Sur. oft weiß mar, daß eine unbekannte Größe Feiner ald eine belannte und zugleich gie 
Bet als eine zweite Befannte Größe ift; alddann kann man zwar den wahren ZBerth der unbefanns 
‚ ven Größe hienach nicht beſtimmen, es läßt fih aber hieraus ein Naͤherungswerth und: zugleich die 
Gray des Fehlers beſtinmen, Weiher aus der Annehm⸗ des Näperungörvertäed entfeit. - 


e 
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Ä u ſey O eine unbelamte Größe und zusleich befannt, deß | 

0) 4 A + @ und ⁊ 
0 > 4 if, wo 4 und belannte Gedhßen ſind. 

Wäre O der gefuchte Naͤherungswerth und die Grenze des Fehlers oder der Adßindeliche 

Fehler = g, fo iſt offenbar, daß der wahre Werth von O zwiſchen A + a.und 4 liegen muß. 
Nimmt mon daher die Häffte von der Summe der beiden gegebenen Beößen Aund A -+- a, fo 
wid ber Noͤherungewerth 

(= 4tri® 


| Beil nun O nicht größer als „4 ++ a und nicht Meiner als „L werden fann, ſo find offenbar 

(A+ — und  — A die groͤßtmoͤglichen Fehler, welche aus der Annahme von = 4 
entſtehen kͤnnen. Nun iſt Aa — O und —— , daher wird fuͤr die An⸗ 
sahne (=4+3e der seißtmglige Fehler 


12 54 
| Wäre hingegen 
(zn) i < B mt 
| O > gegeben, fo findet man nach ¶), wenn B=4+ a end = u wird, 
se= B—G, daher der Naͤherungswerth | Br ü 
- = 2 +6. 
und der srößämdgliße Fehler 
B— 
9J =2 — — 
| Dur er Berfahsen.finket ne 
0<-.4 4 . : 
J 
> 4— 


0* 4 und. gm | 
Bob der Voraudfegung, da 


m 85 3. aber Q naͤher bei B als bei C legt, folgt, daß 0 wife B und gie 
wen mh, or 00 Lu O> ZH, Hafer m (in 
| PERERTETUWEIETE 
—— 





"=: ** -o. 
gi = oin ID wi "— , 


4) Haslpi 2.2 FG ——— 
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‚Eben fo erhält man für j nn 0 ar 


- ER 0= 0 ” | | | u | . . 


0>o 


Wegen afigemÄiner Beftimmungen der Näherungd = oder Mittelwerthe gegebener Größen, f . 
m. J 998. u. f. 





Zweiten Kapitel. | ne = 
Der binomifge Lehrſat 





4. 18. 

Jeder aus zwei Gliedern beſtehende Auedruck, wie art 5, heißt ein Binomium, oder kurz: ein 
Binom; und derjenige allgemeine Ausdruck, durch welchen man in den Stand gefegt wird, Die Fine 
zelnen Glieder von jeder Potenz einer zweitheiligen Bröße anzugeben, der binomifche ehoſatz. Das 
Geſetz nach welchem die Glieder für jeden Exponenten eines Binoms fortſchreiten, hat zuerſt Leu⸗ 


ton gefunden, weshalb man dieſen Lehrſatz, welcher von der- groͤßten Wichtigkeit in der Analyſis 


- ft, auch das neutonifche Binomialıheorem nennt. Auf dem Grabe Neutons in der Weſtmuͤn⸗ 


ſterabtei findet man dieſe Entdeclung Üngegraben. Fuͤr Erponenten welche ganze Bahlen find findet 
man durch die Multipficätion,. wenn man 1 -‚A;auf verſchiedene Potenjen ‚erhebt: | 


4 =1+25 +08 x 
Ada+ypP=1+35 +3 +0... | 
6414ſ ++ Ha u 
em un 
Eine weit andgeführte Berechnung Bier Binomial= Boeffisieneen, ' wenn die „Erponenten 
ganze pofitive Zahlen find, ift in Lambert's Sufägeh zu den Togarithmifchen und tri igonometriſchen 
Tabellen, Berlin, 1770, Tab. XXXVI. Seite 196. enthalten, waren einige nat) dir Bhpeiwie 


um 


fie. auf-einander folgen, bier angeführt fi nd. 


41.2.1 RR; 
1.3.3.1 - ' 
1.4.6.4 1 ° 
1. 5.10.10. 5. 1 - 

1. 6.15. 2. 15. 6. 1 . 
1.721.355. 35. 1. 7. 4 \ 
1. 8.28. 56. 70. 56. 8. 8. 1 

"1.9.36. 84. 126. 165. 84. 36. 9. 1 
1.10.46.1%0. 210. 252. 2310. 120. 45, 10. 41 _. “ 
1.11.55.165. 330. 462. 462. 330. 166. 55. 11. 1- 
1.12.66.220. 495. 792. 924. 792. 495: 220. 66. 12. 1 
1.13.78.286. 715.1287.1716.1716.1287. 715. 286. 78.13. 1 
1. 14. 91.8 


91. 304. 1001. 2002. 3008..3432 .3003.2002.1001.364.91.14.1 
30.. 19. | | | 

Zufag: Mit. Hinweglaſſung des erften Gliedes der vorftehenden Binomial-Koeffijienten, 
Gemerkt man leicht, daß ſolche auch auf pachſtehende Art gefchrieben werden koͤnnten: 














2, 202-1 —W 
: 1? em Ä | 
538-1, II-DI-d 0... Ze — 
1 1.2 » 1.2 % 3. . R j _ \ 

4. 441), LA-NA—D, 4U—NA—-HA—3) W 

1°. 1.2 ’ 1.2. ‚41.2.3. 4 a 

5, 56-1), 556-206-23), 55-15-2(5—}). 

T’ or mal vr ara Su Mir we aror Yo vn . . 

u. f. w. . 


20. 
Bur Vermeidung der Häufigen Parenthefen, werde p.p — 8.p = 2.p — 3.p— 4* ſtatt 
p — i (p — 2 ( — 5) (p— N geſchrieben, auch zur Abkuͤrzung, wenn. p irgend eine 
"ganze oder gebrochene, poſitive eber-negative Zahl bedeutet, Folgende. Bezeichnung durchgaͤngig hier 
beibehalten: 2 a 0: 





a | Zweltet Kai 


und wenn eine ganze Zahl bedeutet, — 3 — 
p — P-P—1pP—2.::..por+2, | ’ 
FE . ’ 





P. — 


m der unpeiget (Inder) r in p,, welcher mit dem Lrvonenten einer Potenz nicht berwehſen w wer⸗ 
den darf, zugleich Die Anzahl der Gaftesen des Bahlers bereit. 


Eben fo bedeutet: 


— 2E. . - 
‚ (— Pi — 775 


{— Ph = 
— P) : 


pn. 





-Pr= - 


derner wenn q A} ice game oder gebrochene voftioe oder negative Zahl bedentet: 


| . RêR f en L 
.fP g ae 0 
—— a 

2. 2 
9 —. 


—— 
1 


2 +9, = 741; 


5. 


0 3 . ...:. Pu 
1 


und eben fo 
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CE VE Va _ i 
A we ve — 
9.8.17. E L 
WFT I TR. . 
— 2.3. —4 2,3.4 . 
- 9, =7,7737 
2 2: i.2.2 2 „t,_4 
2 3'577."'%5 et 3 
(H; 7 SEE rue 5 


u. ſ. w. 

Durh die vorſtehende Bezeichnung wird man in den Stand geſetzt, die wichtigſten wahl, 
ſchen Säge furz und Bequem auszuhräden. Schon Neuton (Merhodus differentialis. Opus- 
- eula etc. Tom. I. Laus, 1744. pag. 774.) bediente ſich der hier gebrauchten Anzeiger, um Die 
Stellen der verfchiedenen Differenzen zu bezeichnen. Vorzüglich aber hat Hindenburg dad Verdienft, 
die Nothwendigkeit einer zweckmaͤßigen Bezeichnung in diefen. und andern Faͤllen gezeigt, und mit 
Deren Hölfe die ſchwierigſten analytiſchen Unterſuchungen audgeführt zu haben, wovon man fi 
befonderd durch die Sammlung combinatorifch = analytifcher Abhandlungen, herausgegeben von C. 
8. Hindenburg, ifte Samml. Leipzig 1796. 2te Samml. 1800. überzeugen kann. Anſtatt der ° 
. Hindenburgfchen Bezeichnung Kat man bier, der’ mehreren Einfachheit wegen, die vorftehende ein- 
geführt. Zur leichtern Vergleichung der hier gewaͤhlten mit der Hindenburgſchen Bezeichung, dient 
folgende Zuſammenſtellung. 

"Pr = = P%; m = 3; pP, = ea Pe; p. me. meiee. 


= 4; = 8...(2), -%; (2), == Wien. 


(p + 9) = P+Ig; (p + Je = Ptag; (p + Treo = pt4@, u... 
Um pn Oder pm jü bezeichnen dient ein N oder MI mit ſchwabacher Sci; nemli ug 


m= Per; m. en; Pr+ı —253; 
, wo r ber Wifanzerponene heißt. Auch bedient man ſich folgender * 


a. 
F $, . 21.. 





Eytelweinte Analvfis. 1. Band. 


Be Bieiled Kapitel. — 
ec mn nice Jo gun Bu, m mn kp mn mine ' 
a αα 
meh 
Kerl. 


Ferner MT. — 


‘ 


int ER nme | u | 

eg rn == 0; at. w. daher überhaupt 

on Mmerza | — W 
Bei Ay EB eemrttig, fo findet man, wenn nad) einander land nmh, ori 


Statt r geſehzt wird Ru Ä Ä 
. nntno2.... 6 : 3 . 2 

















An = I” [) „39. 
n,n1l.n2.0.1° 5 0) 4 . 3 | 
Nymg m 1. . i 3 
— 
Die Faltoren, welche ſich auſheben, weggelaſſen, wit: 
mejen 
| zen | u 
ng, les, = n,; u. ſ. w. folglich 
N (Alf) Any = I, 795 
Wegen \ IURFIRELHENEITREIEN 


el.p—2... — 142 


und Pa-2 = i R 
\ — — P —n+i : 
" Pr = m Pr, daher 


0 Mnpm=p-n Fi) pn. 
Hierin n m 1 er dicht p = p » po Oder 
(9) Po * 1. 
In m) werde n—r . flatt n gefegt, ſo erhält man, 
Ben =ep-r-r+N) me oder fürn =='%, | 
— p·ö26 pr + 1) —R Hierin ng einander 0,1;2,3,. 0% ft r geſett, giebt 





wird 
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o:p, DA alſo 20 


—2P. - tep,=mo on 
| - 22 = (pp elf pm on f. w. Folglich. 
(FI) Po = 0 
| und wenn in — p = 0 geſehtt wird, fo erhält man 0 nn, 2 
FN)o=1 | “ 
ed M hafer % mit 0° einerlei ($. 13.), dagegen wird 0 
vn) 0, = 0, 
u 22 


2. Zufag- Men Pd g jede miglice. * oder negative Zahl bedeuten, fo Rn 
nm (p—n + 1) pm und mg == =(g—m+]1) Gm, alſo 
apa (pn 1) Pr-ı gm. URd 
mpn Gm (9 — m 1) Prgm-ı , daher 
1% man Dem ta—n + D mm. 
Hierin nach einander ,r— 1; 2. .... 9,2, 1, oftätt'n, und 0, 1,2, 3, ..... rd, r=1,r 
ſtatt m gefeßt giebt: - 
- 7. s(p=-Tr-+ DD pm | 
PAä 4- pm 
"Pag = (pr 3) pr: rg = 1) pas - 
Ps =lP—rtHpu —. 


.m..C.”"r—” "nd... 60. 2 1 2 8 9.08 + 


em (pl) Beat r + nm 
rP, gm ze pP» [tg r FÜR 


⸗ 


5* —— oo 
Dur Summiiung biefer eingelnen lieder erhält man; wenn Lie Glieder, welde ſich aufheben; 
weggelofien werden, - 
tet lat Apr) 
oder FPA. FH rn .. tom). 
Nach einander Hierin r — 1, r—-ı,r—3....3,2,1 flatt r gefegt, giebt: Bu 
er nt ® 


Bst Pet rt = 4; H (P-s+ pP +... +9); 


re 


trat. - zijn (at 9%. 
an +o em rer rg 








‘ 
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Jeder Def Audraͤcke auf der linken Seite ift-ein Faktor des unmittelbar daruͤber ſtehenden auf 
der techten Seite, daher erhält man durch. die Multiplikation der uaͤber einander ſtehenden Ausdräde: 


Pr Hpettpaget tg tg= ——— ERZPrHZE u 2 
oder weil der letzte Ausdruck = (p + g)r. ift ($. 20) ‚ fo erhaͤlt man 


’ (AH) Pra=RrtP- s-tpregct+pr-g5+ ... —J —— 4 
Hienach iſt:. | | _ 
o+mertnl - | | 
trd=mTtPprg: +9 . | , 


6*9. =p Fr 49:02 + 9:3 


a SE Dreh mt reach pet des 
" u 1. w — 


Bar p 6 und S3 wird 
. 6+9,=5, 6, 6. 4 5.6.4 6, ode 

11.10.9 _ 5.4.3 , 3.4 6 5 65.654 

T.2.3 7 1231137 +7: 12 t12% 

23 u 
Bedeutet ſowohl p als g irgend eine ganze oder gebrochem, pofitiv oder negative behl. und 
wird Die unbefannte Summe der. folgenden Neiße: 
_ 1; Pıb 3 pıb 0,5’; Pad’; ser. Praıb” 23 Bere 
welche ohne Ende fortgehen ws, durch > bereichnet weil ſolche as eine duntnion von p amzu⸗ 
ſehen iſt, ſo giebt dies: 
— ——————— PAα. 

In dieſen Ausdruck q ſtatt p geſetzt, fo wird ($. 8) 
Ssattgdtid + tur... uud ae dd 1035 
und wenn /p mit fg multipfigiet wird, | 
Sp: Z=!1tpRbtP F tr 
| 9 -Pz 9: Pa Jr 

9: . Pı9 
X 





oder wenn man die Sum der tafanmengehärigen Glieder äined jeden —*R nech . 2) 
(17) ausbrädt, erhält man: 
Sp: DEE ta Fi FαX Vαν + 
Es iſt aber auch, nenn p + q ftatt p in (I) gefeht wird, 
eramitirt ad a Zu 0 2525 ++ Li; 


d 
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vwornus folgt: 
ν— =/r. JS j v 

gac g = p wis P2p) =fp.Sp = (fp)*: 7— 
Bär q =.2p wird f(Ap) == fp f(2p) = (Spt; - 
Gr gm u wird Fl@p) =/p Sn) = VYp% uf m beher wenn⸗ jche ganze vo 
Zahl bedeutet | 
(IL) un = für). — - 
(1) und cum werde 1 fett p geſetzt, fo erhält men , 
—fAm=1 4 dB une fa = (SIF alſo fe = (1 Dr. 
Nach (Mn iſt aber, wenn g ſtatt p gefeht wird 
SS eltns+nd’ +... tg +... . . folglich u 

MAN tern .. — ——— 5 
wo des Erponent & jede pofitive ganze Baht bedeuten fann. | 

Man fe p = =, wo z und poſitive ganze Bablen ſind, welche außet der Enke 


teinen gemeinfäahlißen beilet haben, fo it (HIT) 
| (Hy. sb. +) mu fh. 
Wird A ftatt 5 in ar) gefeht, if (1 r 5), daher 
vo = (145), alfo a + NL =f * oder, weil nad) (T) | 
et + .... ſo wird J 


ara? wit @), »+(2), ae 
w daß der Sag ur ) auch für jede voſitlve gebrochene dahl * gilt. 


Bedeutet num m jede pofitive ganye oder gebrochene. Sail, ſo liſt augemein bewiefen, daß 
fm u (1: Bm, . " ne . 
Bde m = 0 wid jo = (14621 de ft. 
Zu (IT) wade p = m und g = — m geht, fo iR 
fm se m) = Sim — m) m fo; be fo = = 1 daher | 
Ffm. Somnzt1tef- nie nette Ä — 
RD Delete ma er folglich | 
GH sit nt m + en 
„Pb Die dla 17) wu 7) amd Für De sang oben α rain Bat ae 


u 


” ! 
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> 


waeetet daher der ewenent n ingend cine ganye ober gebeechene, voſitide oder agalive Beil, 
fo if allgemein erwiefen, daß | 
) 4 21 +nb+ nt + n,b nd +i..hmd hen. 
ift, wodurch man ein Mittel erhaͤlt, jedes Binom 143 auf die te Potenz gu erheben. 


Waͤre n eine irrationale Bahi, etwa a = Ym‘ fo läßt ſich allemal irgend ein Bruch an⸗ 
geben, welcher dieſer irrationalen Zahl fo nahe kommt, als erfordert wird. Da nun der Gab (FT) 
auch gilt wenn m ein Bruch iſt, fo muß er autch für jeden: Istationalen Erponenten gelten. duͤr 
den Ball, daß m negativ und r gerade wird, erhält man für m eine unmoͤgliche Groͤße ($. 14), 


daher muß auch der en noch seien, wenn der Errommt n eine nnmdoliche — iſt. 


”» 


\ 


$& 4. u 

es sicht Veen, teils mehr theils minder ſtrenge Beweiſe fuͤr den binomiſchen Lehre 

ſatz. Euler hat zuerft im neunzehnten Bande der neuen Peteräburger Eommentarien vom Jahr 
1778, in der Abhandlung : Demonstratio theorematis Newtoniani etc. (©. 130.) einen Beweis 
geführt ‚ defien Bang wefentlich mit dem im vorigen $. gewählten überein fommt. In dem Eus 
lerſchen Beweiſe ſowohl ald in. einem ſpaͤtern von Segner (Demonstratio universalis Theore- 
matis binomialis Newton, — Nouv. Mém. de Facad, de Berlin, Annee 1777. p. 37.), wird 
der zur Grundlage dienende Sag, daß flp 9) = fp Faq iſt, nicht allgemein bewiefen, wels _ 
ches aber von Hn. v. Buſſe (Kleine Beiträge zur Mathematik und Phyſit. Z. Theil. Leipzig 
1786. ©. 17.) und von. Sn. Rothe. (Theörema binomiale ex simplic. Anal. finit. Jontibus 
univers. demonstratum. Lipsiae 17%.) geſchehen if. Der daifeſat $, a iſt nach Bläge , 


— (Matgemat, Worterbach J. abet ©. 319.) voegetzagen. 


Waͤre n jede ganze oder orsrgen, pofltive oder negative zohl ſo iſt 4. 2, allgewein be⸗ 
wieſen, daß alöbann: 

14 14324 — Be +7: * tar. ‚pi nemrtiy..,. . 
Mean fett Z = ftatt >, und multiplizite hienaͤchſt die Gleichung auf beiden, Seiten mit a®, fo wird 


ar (1 +3) za + ten Hz aa. — — ... 


oder man erhält, weil a* + 2) = = (a+ 2) if, 


E Test 
Wird — * flatf x gift, I erhaͤlt mian auch N, 





Ge. er. : 


\ rer en anne} at. + amt. art ef. .. 


A 2*43 23. 
wo die obern Beihen. für ein wrdes and die unten für ein ungerades geken. 


⸗⸗ 
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J Bde in u, Team mar Di oben ober anc de anem Bahen ln 
x)» " 
=a* en, a — art 
Diefe Reibe muß abbrechen, wenn x eine ganıe pofilive Zahl iR; aber * en fort faufen, wenn 
" en Bruch oder negativ iſt. 
Bedient man fich der $. 20, eingeführten Beseiöönung, fo wird 
(a ta" = ernannt α tn, arte En Pe Ey SE RUE Ä 
and wenn man den Koeffizlenten des erſten Gliedes nicht mit seht, fo Heißt n, der erſte und PP 
haupt n, der rte Binomialloeffizient. | 
Nacdh dieſer Bezeichnuag iſt alddann: 





un 


® . ® ® . © ® 








| Apr ER — plans 
u. fe w. wor eine pofitive ganze Zahl, * aber jede ganje oder gebrochene, poftieo oder migatie \ 
Sahl bedeutet. 
| 4. 26. 
4. Zuſatz. Hieraus abeſhe man leicht, daß der legte Saftor in rahler eines Bino⸗ 
mialfoeffijienten gefunden wird, wenn man vom erſten Faltor des Zaͤhlers, den letzten Faltor des 
Nenners abzieht und dazu die Zahl 1 addirt. Eben fo findet man für jeden wilfährlihen Falter 
des Renners, den zagehorigen Saktor bes Zählers, wenn der Faltor des Nenuerd vom erſten 
.Saftor des Zaͤhlers abgezogen und dazu 1 addirt wird, vorauögefegt, daß der willführlich anges 
nommene Baftor ded Nenner, eine ganze zwiſchen 1 und dem legten Faltor ded Nennerd enthals 
tene Zahl fey. Wäre . B. m>4 und m<r fo erhält man im Binomialkoeffizienten n, für 
ven datte deb Reanerb m, Den zugehhrigen Baftor bed Bählerb == m — m 4 1, 1). 


„eg gieueomti —. 


| Ware umgelehet irgend ein Faltor des Zaͤhlers gegeben, fo findet man den zugehörigen ° 
Faktor des Nenners, wenn der gegebene Faktor vom erſten Faltor des Zaͤhlers abgezogen und 
"sam Reſt die Zahl 1 addiert wird, vorausgeſetzt daß der gegebene Faltor zwiſchen dem erfien und 
letten Baftoe des Zahler entfalten I, So iR für den Binsmüclloeffgieten m, wenn m. ingenb 


! 
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a ze Sahlerd⸗ 1, hei Bet der Remerd ze a = ne: 4, vder 





aın—i1. .o.o rn . oo... ns—r+ 1 ' gr ) 
Ar = - - .. 
. j Fa wenammtlen. — 1m 
' “ - . - er , 2 \ a. 
⸗ a te. . D 1 . 0°. ’ ‘ .4 ° . — oo. ” . I i “ 


x oo. 1 97. “ - 
2 Zufag. Bil; Any = nr. (f 21. IIE), fo folgt Sieram, Wi wenn eine pefltiee - 
game Zahl ift, fo möffen ie von beiden Enden der Roihe gleich wei abfiebendem Bino⸗ 


wialroeſtzienten, einander gieich feyu, oder es iſt: 5. 
eat +: EUR PER U un 
und eben fo: J 


(a =ma'—n, —R& rt - n, α ... rn,aar} az + + Pu 
we bie obern Beichen für ein geraded und bie ante, für ein ungerade rn gelten. - 


. cä. 
3. Zuſatz. Wird der Koeffizient des erften Gliedes einer Binomialreihe nicht mit ge⸗ 


| zählt ($. 25.), fo gehdet zum r + Iten Gfiede der Reihe, der rte Binomialkoeffizient und zum 


rten Gliede der r— ite Binomialkoeffizient. 

Nun ſey n eine ganze poſitive Bahl, fo beſtehi die Binensialeribe aud nt 4 Gfiedern, im 
weisher die von beiden Enden gleich weit ab ſtehenden Koeffizienten -einander gleich find. ft ald- - 
dann rn eine gerade Bahl, fo ft Bie-Anpahl der Glieder ungerade und alle Koeffizienten, bis auf den 
wittelften, find Paarweiſe vorhanden. Der mittelſte Koeffisient; wehher nur. einfach verfommt, ge⸗ 
hoͤrt zum I n 4 iten Gliebe, iſt fd der inte: Binomialkoeffhient. Man findet daher, wenn n 


' ‚eine „gerade ganze Zahl ift, den Boefijtincen bes mittelſten Gliedes der Binomialreiße, oder 


na —1.: 
* ma7 2 


Waͤre n ungetade, o if die Anzahl, der Glieder oder nz 1 eine gerade zohl Aſo die 
"Boeffuiener der. beiden mitilern Wieder oder des —— Im? — + Iten einander gleich. € 


Aare aladann a. die, — 24 2 — und BE — einander ‚seit, | 


lund man findet daßer, wenn n eine ungerade genze Zahl if, für jedeh d der beiden mittlern Rel 
denstider, den’ jugebrigen Dinowästfooffiiemen - . 






Fan) 





& in i. © "für. a == 10) in 4 1= 6 alſo ter mittelfte Vinomiulteſthient 7 
et 1:9.8.7.6 | r 
Tre... 


und für n. a‘ 4 wird aIn + = = 7 alſo einer von den beiden Rorffjienten der nmittlern mi 


bengtieer BEE \ . 
Zu n 11:410.9.8. 
g Trasse 


2%. - 














| | Ä De binomiſche Lehrfag. 


§. 29, 

en man —n Na? n 0 25.), fo wird; 
4 x” Zanti.nt2 a 
Gray rt ern a 


Durch ähnliche Vertauſchungen erhält man 








5 =_ 5 n x n m—n x? , n m—n Zm-n x° 
ta)" [1 233— am ats u ma 
n n 1» 1n—1 a: 1 n—1 ı2—1 „08 
Katz)=yalt I, 7 m at a m. 
1 A 5 — 1x 1 n+1x’ — 1 tz 
et „en 


Mach der eingeführten 
Art darftellen: 





33 


n. +: "+2. n+3 4 __ 


t7..7.3.0 ont 


n mon Im—n Im—n nt. | 
u mat...) 
1 nl ul In—i nt, 
n In 3n An at — 

in#+ Int1 Int+1 x* _ 
+:#735 In - An Et. ] 


Bezeichnung fann man au den zuerft gefundenen Ausdruck auf folgende 


1_ 7 2 — 
————— HB ++, reR+2), 5 ta+9, ar +... 
wo durchgängig entweder nur die obern oder nur die untern Zeichen gelten. 


0. 


Die einzelnen Gleder der Reihen im vorigen: |, werden unter übrigend gleichen Umſtaͤnden 


deſto größer, je größer = und je kleiner a wird. 


Es ift aber oft ſehr wichtig, daß dieſe Glieder 


ſchnell Kleiner werden, daher kann man zu dieſem Zwecke folgende Umänderung bewirken. 


ft x = Ii-: 


Sir z m — 
wer}. 25, 


1-Pe1l- mMeetona— 





rd; (a-+ 2) = 


Fer 


und (a +- =” — ea" (1 — zy-n, 


> 


-n,2!+: . oder 


tet le Er Sn u. 


daher erhält man, wenn in der Reihe 





* 


n.n+1 „a 


(+7 = a lert 1 et 2 — * 


Wird na einander — mon; _ı 
—R | 
| m * nntnm x’ n n+m „um 8 
=a n[142 tn Am tm Am "Im (tot 
Katz). 
— 244 143 114114 s 
= va |1+$ tn te 
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Do) 


.. 


ſtatt rn geſetzt, fo —* folgende Ausdruͤcke: 


ſtatt z geſetzt und auf ‚beiden Seiten mit a” multi- 


pligirt wird, einen zweiten Ausdruck für jede Potenz einer zweitheiligen Größe, oder 


—— x 
1. 2.3 (a+x)! . 


n ——— n+3 + 
3.4 (ata® ba 


1 


4 
n 


n n stm n+2mn+3m nt 








amstm m Zn 3m Am (a+x)* Grat ... 
4 1+n- 1422 143n  x* 
+ nn Mm, An er te 
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1 


ii m | 
= 4lı-r nın—i x? n n1.n—2 2° + wl.n-Iın dh 2 Bu | 
1 Ist er” 1.3.5 Gr Ci 
1 . 
vla+2) 


1 [i—4 = _Inrt. 0 _ inABA 8 _ IinAzuAnA wet _ 1 
Ya nat n 2 (a+x)” n 2n ůn ro! nn in 3n An (a+x)* 

3. z1.. | 
Geiedt man den Größen .n und m, $. 29, und 30. beſtimmte Zhlenwerthe 0 fadet man 


1 — — 903 “95 
4 SFS+FFErS Fate 
1 1— 2 





& 
1 1—_ 3%, 34x _45u , 5.60% 6.7 x8 
ag estietmetnstnmetrseten 000. 
1x 11x 21130 11.35 %% 411.35. 7508 1.4.3.5. 779004 , 
at =)= Ya [+ rss tea runs a Fran Asonat I 














— ⸗ | 1 x 2.3.8.7 a*+ . 
HMara)=Y. +32 +24 177 SMART: 6 tn 1.6.5G4a8 4J 
1% 1.20% 1. 2. 51.2.5. S1. 2.5. 8.116 
Yatz)=va jetz gar 6. wer u 7 6.9. 13 tt; 6 "9, 12.9 PT Duuad Ben 
_ 1 x ‚1.4 x? 4.4.7 5? 1.4.7.10  # - 
Y(a +.)= ya lı + 3Zafx ERÄFE TILAUER — — ... E 
vet — ſug + 2x __21%° | 2.1.4%° 2.4.4. 70% , 2.1.4. 71028 
. *) “1037 36356537 563.20-569I.D Be" 
1 4 0, 1.3x2_1.3.5%* „ 1.3.5.7 x* — 1.3.5.7. 9 a6 
ars) yes : Iı+ Fate tzae 4. tz Fass .] 
serli-3—-Hr x" 1.1.3 _ = - 1.1.35 0 
Yla+x) "ya "ar 2.4 (a+») 24.6(@+x) 2.4.6.8 — 
— - „4 ı zi: 1. 44 — 1.4.7 x3 1.4.7.10 2° 1.4.7101 28 ı . 
Yvatrx) * — #353 =r2002 0.9.12 a* ze as \ Fl 


—54. 82.— 
Beyeichnet jede mögliche md r itgend eine ganze. pofitive Zahl, ſo iſt 6. 25.) der zte Di- 
nonualfoeffgient 
. 0) —E nt. —— 
Mit Beibehaltung der bißßerigen Bezeichnung fir die Binomiaktefgete, fe man - — ſtatt 


2. —41 









, fo findet mar 


eo Ar 2 uni. —n—2.. . 


1. 2 « 3 —X r—1 oder 


J 


.—21—42. —— 











ann = a het ngnt, 


2 . on role. r 
wo dab obere Beiden für ein gabe, daB untere für ein ungerade r gilt 
Wird — 2 flott n I (I) gefest, fo wird 
B ———— 
5 35.⸗ 3 .. ri . r 


... nlmrtimnumtn 
= . Im oc... (ld) . rm 







0 
(II) (2) = 7 n.mon.2mons...(@-Dmon6(-l)m — 





m. m rec. (rel) j rm ö 
In diefen Ausdrud — n ftatt n gefeht, giebt 
n. m+tn. Zmtn su... .(r m+tn.(—I)m+n 
nn), =t+, 30.3 m — * TR - 


und wenn man in (III) und (IV) mel n = 1 und dann m = n fest, fo wird 
un — n— r— D)n— — n — 1 
RR 

em (-i),=x: 

wo durchgängig die obern Beiden für ein gerades, di unterm für ein umgeraded r_gelten. 

_ Die Werthe der vorftehenden Ausdräde für r w= 0, findet man nach $. 21. oA 
38, 
1. Zufag. In (II) werde nach einander 1, 2, 3,.... flatt n.gefeßt, fo matn man: 
1.2.3....ır —1.r 





— 


(— PEN IE — „=:t 1=(— 17 | .. 
4 23.4....r.r+1 _ ,r+f | | N 
— 2), = * 1, =: 1 > - 
— — 3.4.5....r+1.r+2 r+i.r+2 
ul) 25. & uu.% vewerz=7 meer 
(4), = + 4b ran  „hlrhdr | 
und überhaupt: Rune | 
(— n) = rt. +2 r+3. — — 
3 .n—2 . n—i 


vo das obere Beichen für ein gerades und dad untere für ein ungerades r gilt. 
Wrergleicht man hiemit den im vorigen $. für (— n)r gefundenen Werth, fo folgt ara, 
wenn n und r ganze Bahlen find: 
n.nylh....n+r—2. „+r-1l_r+br+2...c+e=20%4 = 1 
1. 2.0.0707 Sa nd. n—t 
Turn — 8 und r == 9.erbält man z. B. Zu 
5.6.7.8.9.10.11.17.13 —2 10.11.12.13 Ä | 
1.2.3.4.3. 6.7.8.9 T. 2.3.8. " = 
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F g. 34, 0. | u | , ö 
2, Zuſatz. In (9°) werde nad) einander 2, 3, 4, , . . flatt geſetzt, fo erhält man : 





1\ _— 1.1.3.5.7.2...2r— 5.27 — 3 

(3), =+ nn 20). 27 ® 
— 1.2.5. 8.11 — 7 Br—h, 

\ 0. =+ ——— — —55 


6. 
= — 1.3. 7.11. 15... .4r—9. Ar—5, 
-+17 SLR u re er Kl). Ar 


uf. w. 
Berfahrt man eben fo mit (7E) fo wird: 


(-5 ='+ ‚E 3.5.7. 9.3. Zr — 4. 
2 — 2°3.6. 8. 18... Zt). Zr . — 


BEINEN .10.13....3r—5.3r—2 

3 t ⏑ 
244.5 

(cAa=-tz 


. 9.13.17. SERIE IE Ar — 3, 
uf. w, wo durchgängig die obern Beichen für ein mene, und die untern für ein ungeres r gelten. 





35. 
3, Zufag. erden die Zahlen 1,2, 3,... flatt » in $. 32, 'gefegt, fo’ erhaͤlt man: 
eNn=-2 0. —1), 


=-1(- 2 =-2-2=-75 
on=+ 73 a. =+41-2=+3l-,= +44 
on =—ge4toet -),=-1-2,=—-14(-3,=—1? 5 
HET SH HI = + 





n\ __ ” _ 2\ _ 2 
Mt: Gt Ä 
a\'__ 2a nn — 75 2 2. 

(2). —„- Im 9. 

ınm-—n /m—n 2 __ 2.1.4 

(2), = m’ Im 7 Im: (3 tr 9 
* — _ 2 m—-n 2m—n Inm—n) 2 2.1.4. 7 
.* m’ 2m ‘ 3m * dm G),=- 6.9.1 
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- 2 
» 3): 
5) — 7 2 2.5 
m/z _ m+n 5 = +77 
(-: = + 2.7 re 2.5.8 
. m/2 . . " m+n Im+n (- 3 — 376.5 
"= 2 TER 3m ad 5.8.1 
— — — 2 / 2 
mr; m. a 2m tn 3n#+r -7 =+577% 
n n ir, at 4m 4 
(-:= = ta m m daR Zu Zu Zu Ze 
my. ” . + + + [ut - 
, u Re 2. 1  . —°e 1 
0 1 — 
1 sy =+ 
ft =+7 3), J 
2 2): * 4 2,2 
63** .-60. *-⸗ 
Beer 2), = 2. * 1.3.5 
= In j 4.1.3 (3) =+763 
* 41 n—1 23 —f (7) — a 1.2.5.8 
(>) =+->. In  * 3n IN 1.1.3.5 (3) 37.9.1 
n % 1 It 31 — 1 2) — — 2.4.. 6.8 3 4 
1 1 mn —1 2-1 "An -|\2), .—. en 
A =-7 2n In . eo... he.» 
n/a Pe vr 4 N 
||. -),=-3. ! 
Y)=-i 1 1,3 
(5), In+i _ (-3 = +57 
(-= = + —. In . IN j $.3.5 _ 
* 124 . 
(- — — —74 Zn ° x3n 4 “ 3.3.5.7 
rn), 1 m +1 2n +1 — (9 * 
(- = = + — na’ In "In ° £ * ...e.. l 
4 Er SE Er Kr rer - 
‚ .». 8 2 re. 8 
$. 36, 


verſchie 
den Binomialfoeffijienten fär 
bie auf einander folgen den Tafeln für nege 
Nachſtehende Zefein In i nuf wobei zu bemerfen-if, pH oe folgende Glieder der 
dene ganze pofltive u ji zweiten Bertifalfpalte ſtehenden —— noch weiter fortſetzen, weil 
tive En, — Dieſe weite Tafel läßt ſich Abenden Bahlen in beiden Tafeln bemerku 
wagerechten Bei "a ng der unter einander 

keicht die Uebereinſtimmu 
Mt. n 38. XXVII) 


— 
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21 

22 22 | 231 .« 170544 | 319770 
23 23} 258 245157| 490314 
24 | 346104 | 735471 


53130 |. 177100 


n | | 6 7 
0) 110]: 0 0]: 0 0 0 0 of 
11 ’.1 41 0 0 01 0 0 0 ‚0 
!| 11.2). 1271 0 01 0 0 0 0 
31 1 3 3 4 01:0 0 o'. 0 
al alal el al al of ol ol oo 
si 115 ı0 | 10: 5] 1 0 0 0 
6 1 6 | 35 20 15 6) 1! 0 ol 
I al I alt 8 og 7 4 0 
8) 11 8 28 56 | _70 66 31 8 1 
9 11 9 3 I. 8 126 126 8| 36 9 
10 1 101 8 120 | 210) 232) 210| 120} 45 
11 ıl 11 | 16 30l 462] 462 30 165 
12 111 2 66 220 4951 7292| ml. 7021 4498 
131 .1 133 ] 78 286 |; 715| 12897] 1716| 2916 1287 
14 1 14 91 364 1001| 2002! 3003| 3432 3003 
15 1 15 | 105 455.] 1365| 3003| " 5005| 6435 6435 
16| 1°) 16 | 120 | 8008| 11440 | 12870 
17 17 | 136 12376 | 19448| 24310 
18 | N 18 | 31824 | 43758 
19.8 19 503881 75582 
20 | 20 1. 77620 | 125970 


‚480700. 
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Ar 


r=9 0 r=1 


11440 
24310 6188 

48620 18664 | 8568 

92378 50388 | 27122 | 11638 
167960 125970 |: 77590 } 3870 
293930 352716 | 293930 | 203490. | 116280 
- 497420 705432 | 646646 | 497420 | 319770 
817190 1352078 | 1352078 „| 1144066. | 817190 
1307504 2496144 | 2704156 | 2496144 | 1961256 
2042975 4457400 | 5200300 | 5200300 | 2457400 





21 54264 20349 ‚5985 | 1330 |. 210 21 
02 | 170544 | 74613 26334 7315 1540. 231 
23 | 490314 | 245157 | 100947 33649 8855 | „1771 
. 5 24 1 1307508 | 735471 | 34610% |. 134596 | 42504 10626 
25 | 3268760 | 2042975 | 1081575 | 480700 | 177100 53130 
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40 
| uk) zu | | 
r = 1! =2|r—=3 n == 4 n=öln=6 n=7|n=8 
o0| +1 1 1 1 4 1. ı 1 
ı) -ı)l 2|:3 4 s| 6 7 8 
. 2| +1 3 6 10 15 21 28 36: 
37-1] 4 10 20 35 56 84 | 120° 
4) +1) 51.5] 35 7o| 126) 210 | 330 
5I| —1 6 ı_ 21 |- 56 1269| 252] 462) 79 
6| +1] 7 28 84 2100| 462) me] 1716 
ı|-1ı]) s| s| mo] sol we| re] 
8 +1 9 45 165 | .:495 | 1287 | 3003 | #435 
49) —1] 10 5 | 2% 715 | 2002 | 5005 | 41440 
10 +1| 1 66 | 286 | 1001 | 3003 | 8008 | 19448. 
1 | —1] 12 78 | 364 | 1365.) 4368 ! 12376 | 31824 
2 -+t1t|. 3 91 | 455 | 1820 | 6188 | 18564 | 50388 
o 
⸗ 
r | n = 9 |r=t0|»r=1 n = 12 
014 1 1 1 1 
- , 1 | _ 91. 10 1 12 
2! 4 55 66 . 78 
3 | — 16 | 20 | 286 364 
.24 49 | 715] 1001 1365 
, 5 | — 2287 200 3003 4368 | _ 
6'+ - 5005 8008 12376 
71- 11440 | 19448 31824 
8| + 24310 43758 75582 
91 — 24310 28620 92378 | 167960 
_ 40] + 43758 92378 | 184756 | 352716 
11 | — 75582 | 167960 ! - 359746 | 705432 
12 | + 125970 | 208030 | 64e64s | 1352078 
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Tr N r (— Hr . | r Gr t 
— 0,5 1 | + 0,33333 33333 
-+- 0,375 2 | — 9,11111° 11111 
— 0,3135 3 | + 0,06172 83915 
+ 0,273453 75 417 —00415 22684 > | 
— 0,24609 375 5 | + 0017 83265 0 | 








6 

"+ 0,01611 32813 — 020947 26563 | 7 | + 0,01900 11685- 

— 0,01309 230410 |} -+ 0,19638 . 06152 || 8 | — 0,01583 43071 oo | 

4 0,01091 ° 00342 — 0,18547: 05811 4 9 | + 0,0138 Susch - | 
O N 


1 
2 
3 
4 
5 
— 0,02050. 78125 6 | 4 0,22558 59375 — 0,02347 2%0317 
7 
8 
‚9 
— 0,0927 35291 || 10 | + 0,17619. 70520 || 1 — 0,01169 . 00193 


Soon Me AI m 


In der Sammlung logarithmiſcher, trigonometriſcher und anderer Tafeln von J. C. Schulze, 5 ” 
Berlin; 1778. 2. Band, ©. 296, und 297. findet man für alle Hunderttheile die entfprechenden 
Binomialfoeffizienten,- von 0,01 bis 1,00 auf 7 Dezimalfteilen, ber 6, berechnet. oe, .- 


| . 37. u | | . 
Wwiitielſt der Binomialreihe kann man auch den Werth der Potenz eines Bruchs angeben, - 
wenn der Erponent deffelben unendlich geoß wird, 


Sei der Bud 2 gegeben, wo r und m : rationale oder irrationale Zahlen bedeuten und 
m > r voraudgefeht. wird. Sucht man nun den beſondern Werth von (5) für n n = 00, fo 
fege man m = rz + r, dann wird, Ioegen 62, . \ , | 
rn En. 
daher, wenn man nz w= 00 fe 18 10. ), (=) = 0 
Behalten r und m die gegebene Bedeutung, fo wird femer: 
(= (—-) = (+) EZ Zn 2 Zee 
aber (7) = o,fiten=o, | | J 
Hieraus folgt: " 


. 
ü 
® " | 
” | 
x 


in Finn ’ ” R > L . 
= 
für=oudm>r - | 
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” | 38, 

Der vielfältige Gebrauch der Binominttoeffyienten macht es nothwendig, noch mehrere ihre | 
Eigenfigaften fennen zu lernen, weshalb hier verſchiedene Vergleichungen derſelben folgen, Es wird 
hiebei vorausgeſetzt, daß m, x, n, r, t nur poſitive ganze Zahlen, a, b, h, aber auch Broͤche be | 

\ deuten fönnen; fo wie m > r, und n>t voraußgejegt iſt. 
Nach $..20, und 26. wird | 
(a + m), = _ +2 rei: —— * —— 
ern im. a—n+m+i. —— — r 1 | 
ka + = . ... n— mtr .a—-n+pr+1 - nt + 
w | aikatmetn-ienek His (et merlmeni m 
der $. 6. und. 20, „angenommenen Bezeichnung; deher— wenn die Glieder welche ſich auſheben, weg- 
gelaſſen werden: 








(a + m), _ (a + m)m—r mar]! 
(“+ rm — (e —n + m)mrt Anraiiiꝰ Aber 
Im—r]! _ 14.2... mer-t.m-r—t+[l.. Mr 
mr] ES Bere =ron. 
folglih Ä | on 
, a, tr (tm), — (elrmm, (mer), 
\ “+ nn). 2 “ 


Es ift ferner, wenn m>r, | 
(a + = — str: — .. szutmtctt, nm ht s .. ezahrti: 









+ en mhr—i a—-m+r—t T- — 
“ * —1. .®e 1. + er» —— 
IR BERGEN S.2CL 1.2 BEER SEO wer met Ä 
(a+r) nn Im-r +1! | Ä | 
daher (+n 55* (a+m)„, [(a—r] E27 u s aber - 


£ _r+t 1.2... mrn—-rt+1 wor 
en En rt Tr 


(a+r), “—a+-m+t),.. nr Fa 
I 2 erS See r 7 — . 


Weil m > rund > — x ift, fo kann man au r flatt m und — x flatt r in n fegen ; 

dies giebt: 
' | (a+r); (+ ir (kt 

v um (= kur * (nt ru —* 

Weil m rund > — r ift, fo fann man auch x fatt m und — ſaatt rin In ſeten; 

dies giebt: 


on u ar, —— (ar), _ frtkr ige ar 
. . —— (+ Ikfr - Ze 


⸗ 





’ 
ı 


ſiatt r in (II) feßen ; dies giebt: 


+, 


und fre = 4, 


9) om (@ — Nu 


Der binomiſche Lehrſatz. 
Weil m >r alſo — * — m iſt 6 15), fo fann man auch ⸗ fatt mund —m 


a (217) und ar) werde ko gefekt, fo findet man 


or, CH (a +r,. _ (“+ r), rz 
a 


= Be 
In dem leblen Ausdrud weder = 
Fu) ——- (a * a m + ar De . 


\ (Fın) — —* 
Ant . 

Hierin oO gefeßt, giebt 

| (IX) a, (“—-n+ v; 


ng. 





2 
” 


Ay — aortl 
— n 


6 


x) = . (a — Iner 


r 


“ug erhäft wan für rn r e ‚statt m in (IX) 


(“—n)y 
XI „u 
( —F Rt de 


Hierin a+ n ftatt a — giebt 


(XII) (a + A) nt * — 
(a + Rn) (+9, +n,° 


‚In en werde — *1 —eſett ſo iſt 
my Sa —— 


—X 





“+1 
= yEA wer auch 
@, 


(a —1) 1 


a 
m —. 
n 


Hierin r ftatt n und a + n flatt a J giebt auch 


(a + n), - #2 





u +9 + 22 
an .\, 


@n-rr a8 —* 1 — 40 
— — — — —. 


— 


tgeſetzt, fo erhält man 


In ax ) weden—r Reit t — ſo iſt, weil Amer = nr ($. 21.) 


. 


43 


Ed 


44 


Wird ferner : == 0 





Zweites Kapitel, 
in (FI) wd (HI) gefeßt, fo findet mn, u 


_ta+n), und 


(a —* Em 
KPT— - nn —1 * Tr), 
— _ (a—n), 


(xPı) m = Ir 


6, 


MKP)r—ntrgefeht, giebt . —— on 
irrt _ atn+ Map 











(XVII) tn Hierin r=z on 
ron, — (o P — Nor 
(ru) 
In (XP) und (XPI) a=a+n gefekt, giebt 
" a+n+n,. _(tiH+ N, 
ET ud 
| tar. a, . 
| ER) Term, Turn, == u 
In den ſechs zunaͤchſt vorſtehenden Ausdruͤcken r = 1 gefeht, sieht: 
(a + —— 1 
(xx) — = an 0 
(XXI) God Ih = 228 
iywr (+n+1, _(ltntDn 0 
le nr — 
(a +n2— 1), +.— Yan 
RX ) — — 
(a + n + 9), a + n + 1 
RN an rm 
(“Fr — 1), _.a . - 
(XXVI) —— — 
Ferner iR nach 5. 32. (IT) — 


wo das obere Zeichen fuͤr ein getades das untere für ein u ungerbeh r gilt, Hienach w wird 
— a, = — 4 
—- ,=+(r 
Be e)=—-l(e+ u “ 
- B amtierte un 


.. ». f. w. - - 


Dee binomifche Lehrſatz. | 
In an werde mern O— 1 gefest, fo iſt nach (XXVII) 


man _ rm, 


(XXIX) —— VEen +: 


In (Ir ) werde = o un m = n— 1 gefeht, Died giebt, wegen (XXVII) 


(a+ r) — (la Mona — . 
(KRX) =), Hann wfür- _r 
_ Tr) Pr (a — 1) -. 
(XXXT) - — a), + (+ no —— 


| Sett man nen ran und dam nt r, ſo wird 
tat _, @+tetNn 


(— a), + (+ Nr 
In (XXXI) werde r = r — n gefeht. Diei giebt ) 
(a+n— — “— — 
(XXXIII) — * + Gran FrD, J 
göt0 in (XXI) um vera wird 
i a, > — Da- 
(— a), + (a * 1 — Ya, 
xxxv en zer, 
und für r = 2 in (XXX) wird Be 
. (a — 2, Fr et f 


(XXXIF) 





und 





(XXXIP)) 


wo vurcbängig die obern zeigen für ein gerade, die untern für ein uni n geften. J 


Anftatt « a werde — T in (TE, geſetzt fo’ air man 
Vinm (5. =+(n-— f- N) 
| zT 2. anltt a in (X) imb (XIII): geſeht, gie." 








ir w Fa - ’ = * ‚und n “ " | | ’ 

ner .. ' na J N | 5 

Gr), + on Zu re | 
œxxmx u 


D. u 


⸗ 


BP Zee Zgweites Kapitel, 


7 = anfatt a in —— ) und (XXXIU ) geſetzt, giebt, 


. (XL) Ge +: E-3r), _ =+ rd E und | 
mW Te“ 
| En — 7—. —* 


| x CE), _y CHA 
u gm GG). "@-5-), = 


oder oin und — 2 in (XLI) geſetzt, giebt 





Dan ſetze J ſatt = in RX) Dom ixxry und (XX77) fo wird 


2 —* 


au) e: ) = m mb 





). 
& — 


"(xır1) * > ). th Te 
urn, &* 39) = en 
Br er Bekakı nn 
In xvu ) werde 5 4 1 Rat a si, fo erhält man 
errım) (- 5 1), =, + - {r + 5). 
— z fast en in (XXIX) und xkar ) gefeßt, "giebt j 


4 

















Der binomifche £ehrfag. 


‚Hain (q + rb) ſtatt @ gefest, giebt 


(+75 +), _ +2+6@G+nB 


(LI) +2t04 
(-5—-r), ern 


Setzt man in (XXVI) am — >- —n mr few wird 


. (EI) —_ — >. ) — a 13 
n ax werde — a flatt,a gefeßt, fo erhalt man | 
| (LIII) »=rn—a— 1). 
Fuür a= mm nin (XY) wird wegen 21. (I) 
LI) mtr =mtrm - 





‚47 


oder i in (XP) r=m—rumr—n + r, hienaͤchſt dr am m —n sefest, get 


.„... (EP) nn mE ne 
fo E \ Mur u Mi Mm == My, _ 
tem tl RT Hmemtn 
(m + 2m = (m + 2%), (m + Yin = (m u u) 


u. ſ. w. u. ſ. w. 


Sem ⸗7 wird | — 


” Gr) = Ar) Zur 
ale an (rip 
DE Arme = (er) - 
uf w. | nt 
In vorftehenden Ausdruct — ſtatt r gefeht, giebt 
DIN) mm | 
. B. (m— Tiny == (m — N, oder m — u = =m — 12. 

m —r flatt m in (LIPT) gefeht, giebt —— 
on . (DVI) m; = mar (wi . 24) 

° mr =(m + rmr . ’ 


d- 


Nach $. 33. if 
. VIII) (- ma — (m + n — Dame und nach rn 
| ‘ - OCmb=tmtn—D . 
daher, wenn man m = n fest, 
(LIX) nr, = + On — 1, = + 22 — Dam. 
we durchgaͤngig die · obern Zeichen für ein gerade und die untern für ein ungeraded 2 gelten. 


Weil (a + m)n4r | 
arm..a+ril 4. „atm-a—rt+l.atm—n—r..a—n+il n+r+i nm 
—— m4l. n+r .. n+r+i1 27 nm Satmzazr 

a+n.. +, a...a—n+i a—n: etmchorti it 
= TTTTT "m+i1..n+m' — "tr si, 
ſo findet man Kia | oo 
(+ M)n ®n Kat Mur — k+m). %, a—-N,_m N 
+ ar = Grm, ẽ— + — — Gen, 
oder auch , 
_ (LX) (a + M)ntr — —E (m mar — (“+ nn (a — —R 
— *— — kf£m—n— nor (+ m). —  (a+ IM) (zn + — 
wo der erſte Ausdruck fuͤr m > r und der ‚weite fire r > m gilt, ae 
.dDienach oder nach (97) (IX) und (XIII) findet man 
- | | 1 
0 e+a=:- an . u 
— . Yarı =-I7.% re N 





+m=iz en 
wodurch man Teicht nachftehende Ausdruͤcke erhält: 





J (227) Ort + An m 7 2 Un — (a + Üntı 
" - a—2n — 1 a—2n—1 
hmm a+1 (ea + Mar F. - 
 Ra—n+? un La 
axın ++ - „rt nel, t am 





arm. 
(IX Fun to, = eine 2 = = any 26 





+. - eng = 








‘(a + Um - — 0, = = 777 An = - a +1 nn — — * | 


_ 2 
axım) antı bhandan = —_ tn „= —— (at Mas in - - 


_ tg —db 
aneitenn 
| j .. (LXP) 





@n+ı On — "an but == 





Der binomiſche Lehrfat. = B "0.49 \ 


.(LXV) (a+1)24 d + 26 + ap = = rer a, =, — (a £ —WM _ 


Dede = > IT . f + Mars dn 














EXVI: Ant In _ a+b—2n rn m  chb— In (+ Map 
ER Z,.t+ Piss 
—X en — .—_ 3 a, — 2 — (44 — 





un 5 aid art Du 
+1, , m at) 6+N—nta+b+2) 9, 

(LXFI) C+9, * —— b, 
“rn, _ — n(b—a) @, Da (pa r: 


ern, 5° Wr — — nr 1 ern... 








L («+1), } 2 ” & (+1 
LXVIII TEE Mn _ atb+2 % _ar+b+2 (a tDdan 
Ü 75 —— + b„ at HD =OTIT GrnD,, DH 


‚+ Den 0b % a—b (a+Ds4, 


LXI Am art et ri 
‘ (EXIX) 5 + Fa re » Gau aa-n), 


_ A. Zr—ati _ 2n—a+i | | 
(a—n) Ay ‚o+1 Anı “ 


nn 7 
EEE.  — 


„ Gt),  GrDa+D,.., 


G+h u T ard.T orm — | 


. Ä 1 1. atn+2 _ a+n+? 
- (LXXT) (a+ Yarı + 4 (+ Da, — (+1) — 





n 


BED 5 GHDe  ardernn 


Es ift 1. 3.3.4.5 ....n. n+1....2n—2. 21 1.2 
=(.3.5....22—1).(2.4.6.,./.2n) 
=(1.3.5....27—-1).1.2.3.,.. n)2, alfo 


. Ser menkler nen 
3....n)(1.3.5..,..2n— folglich 





(LXXI) In zum n+1.2+2.n+3. 2n—i , In 
— 7.03. 2n—1' 


‘ 


_ _ Nun ift (Zn)n mu m: ni: 222 ee u 


Eytelweins Analyfis.- I..Band. .- , | G | 0 


zn on - . 
I 21. 


N 


| bad“ erhatt man and 


| erhält man 


Zeme—inn 


| 0 Zweites Kapitel, 

2 5.. et, oder auch 
75..202-1 
7 





2 


a 8 
Ernte Font Br 


y a. ah. a—2h....a—nht+h 
Weil id. 2d. 34 eo... nd 1 . 2 (EWR) BR‘ 





LE PEITBELTR v.. 
T 


(-nhyrh 
d .... a j 









(LXXIM) = 


. 2d 3 ‚ vc0o98 ' BB 


daher wird auch ; 


0.8 it, f 


& 
eathetzh.. „atnh—h wat gt m _ „arten “F ja 
—— —H 2 


"8 2 1 o... N zu . 


.a+h. h. h. h—h 
.{LXXIP) PIRETNESIRE TRETEN rrtebtuete -(s +n- 1), 
hierin z=d=1;h=2, geſetzt, fo wird 
1.3.5....2n—1 j _ 
— — 


oder auch, wenn man hienaͤchſt n — 1,n — 2, n— Ic... flatt n fegt 
1.3.5. 7 ..... 21 - 1 M 
1. 3. 5.7..... 21 3 = -QMä 
1. 3. 5. 7.... 2- 5= Gꝛ — t — dar 
1.3.6. 7.20 -7= (ad 342 
oo. u wm. 
In vorſtehenden Auſsdruck a + A flatt a gefest, giebt: 


(LXXP) ahh. + ts. met m = (+ + F 
0: id. 2d nd ri 


34 
„der auch 
on Ahhetherth. orona „tt ⸗ 
TAx ar ltr. 


Beil Cy nrntrmt.ndäntt. a n-timd.nuen 


.ur-t. r ..r+f. r+2. +3. “bee 


und weit ferner nr. nr =." r: 


n+r—1.n—rti= 22— (r—1): 
rn + 2% ın—- 2 =. 28 
n+1,2—1 en 1% 


n—r+1. nr 


2r „Art 


Dur binomiſche Lehrſatz. — 51 


ſo erhaͤlt man, wenn die auf jeder Seite des Gleichheltsreichens unter einander ſtehenden Werthe 
in einander multiplizirt werden, 


’ REBEL IR DER TER RE OR HERR — y? 
(LXXFT) Han =: 1.2.3.4. :6. . nun. rt 





. 39, x | 
Die Reiben, deren Glieder aus Binomiaftoeffiienten oder aus einer Berbindung derfelben 
befichen,, dienen haufig zur Erleichterung der onafytifchen Unterfuchungen, weshalb Bier. einige dies 
ſer Reihen folgen. Hiebei wird durchgängig voraußgefest, daß a, 5, Rh. a, A, = alle mögliche 
ganze oder gebrochene, poſitive oder‘ meaatie Bahlen, dagegen n, m, r ner * voflfive ganze Zahlen 
bedeuten. . 
Es ift nad) .$. 25, | 
0 A+e)=14e, +6, x’ -pa, x? +o,atta, x’ +... 
(A—ıt=1—a,x4+0,0”—a,x’ to, —a,x°’f.. 
und .die Reiben brechen ab, wenn « eine pofitive ganze Zahl wird. Für diefen Fall erhält man 
| U4ar=itmctm or +m, 24... tm hir 
. . Ad=-sajt=1l—m,at-m, 2 - m, +... Em, @"+1.x” 
wo die obern Beichen für ein geraded, die untern für ein ungeraded m gelten. . 
_ Sir x = 1 win = 
= ir, +, +, +, Fu ++. 
=i+m, tm, +m, pm +... +m,+m, + 
0 =1—a,+0,—0.,+0,—a0,+09,—= 0,4... 
o= mahma me hm ..tm,+m,ti 
Aus (I) wird ferner - 


(I) re 14 a,22+a,x° + O ° +0 tt are... 


— tma’ tm ms as h,.. ‚m, —— 
Hierin = 4 geſetzt, giebt | 
e=1l+s.t+tate +e, #00 +0e.+-.. 
tt tmtme htm hm +1 
Nach ) wird 
au) Grm GT na,cta,2 Ha,2' +0,20" 40,0’ Hat" Te . 
Hierin # = 1 gefeht giebt | 
na, +o,+e, +2, +0, + 26 + a Fa 
In (I) «.— 1 ftatt @’gefeßt, giebt 
Ad+a= 1+(o— 1),0+(c—1), ta), th... ar . oder weil 

nam (5. 38, XIII), fo wird — 
| Ä 82 


N 


u; | gZweites Kapitel. 


- (#1 oxlea +1) t+ "1a, 0} 220,00 4380, artnet | 


Gttei+tacrtr, a +laach. oder mit < x . ptiiet; giebt 
(IF) ax(i ana, 420,202 +30, 2: treat+5 2,08 +60, a6 ++ 
Hierin x =. 1, dann 2 = — 1 gefegt giebt: 


21.0, +20, +38,+40, +50, 460 +... 
0 =—1, HERZEREHTZ, .. 


"Diefer te Ausdruck gilt für alle Werthe von a, nur nicht für a1, weil alsdaun —— 


und nicht = u wird. - 
m.2nmi. m. 2m, +3m, +. + m 2. + (mm, -+m.1 Zr 

o =1.m,. 2m, 3m, —...+(m=-2)m, t(m—1)m, pm.1 
In (IY) a — 1 ſtatt e- + gef, fo echäft man auf gleiche Weiſe u . 


) «(1,21 +2) —=1.20,0°+2.3a, 0° +3. 40, x*-+4. arten ‚ö 
«NT =1. 22,+2.30,+3.40, 44. 50,45. er 
o =1.20,—2.3a, 43.40, —4. 5a,+5. 6, — 


4 


Aus den angefuͤhrten Gruͤnden muß bei der Anwendung diefed Ausdrucks a = 1 und am? 
ausgeſchloſſen bleiben. . j | a 


Eben fo findet man 
«(a — 1)(a2).x° — —E x5+.. 
u f w. 
In (IV) werde & — 1 ſtatt @ gefegt und die entflandene Reihe von ur }. abgezogen, ſo 
erhält man wegen |. 38. LXII. wenn durchgaͤngig mit muftipligiet, wird . 


Hierin x = t und dann = = — 1 gefest, giebt .. 
x(a-+1)2 "1: o, +220,-43° 2, #4? +5? « ta u... 
" .o lt, —20, 430; 2a, Pre, 6, +..... 
Nun war nah (19) @==1 auögefchloffen, daher muß bei der Anwendung dieſcs Ausdrucs 4*1 
und & 2ausgeſchloffen bleiben. 
In (FT) wieder & — 1 ſtatt @ gefest, findet man auf gleiche Weiſe 
— 
=1’0,0x+2:0,0” +3: 0,2’ +4 0,2 5°, 2° +6,04... 
(HI) Teer, Fra, +3, tie 53h... 
oe =l!a,—- U, +3, Pa +5, —...... 
wo e 1, a z= 2 uni a == 3 aubgefihloffen bleiben. 
Eden fo findet man 
(+6 +12" = 14a, 4240, + Ita, to, +00... 
o =1l!a,—2a,+3a,—4o, +5°a0,—..... 
er für @ die beſondern Warthe 1, 2, 3 ausgeſchloſſen bleiben. 





— — 


Der binomiſche Lehrſaz. 55 


\ 


‚Geht man auf diefe Art weiter, fo erhält man allgemein 
(FI) o=10,— 70,43 eo, —Aa, +, — 67 +7" Ey —... 
o= Im, —- "m, t9’m,—tm,+...3(m—1)m; Km 1 
oder auch 
o=m—m (m -A’+m,(m—- D’—m,(m—3’+...+m, gr-Em, {ir 
wo die obern Seichen für ein gerades, die untern für ein ungeraded m gelten, und für « ſowohl 
ald für m die befondern Werthe 1,2, 3,. . . r ausgeſchloſſen bleiben, alfs <> und m>r iſt. 
Wegen m = r ſehe man |. 522. 


Hienach findet .man ferner, wenn m >n md n > r if, 


IX) o=m—n ‚m—1P tn, (m—y—n,(m—S)+ En, (m—-n+N’ +1. mn)" 


wo die obern Zeichen für ein gerades, die untern für ein ungeraded rn gelten. 


Bon der Richtigkeit diefes Ausdrucks uͤberzeugt man fi, wenn die in Klammern befindli- . 


hen Ausdrüde nad) dem binomiſchen Lehrfage entwickelt und N den Potenzen von m geordnet 
werden. Died giebt 


+1 |m - 

—n; In21|r,. mm —n.i?|r,mtn.1'|r, m35—...+2.1 Ir 
+n| —n?2 j + n,22| — n,2° tn,? 
N: uns — .n,3° +7, +n,3 
tn + mn! TE nn* ' 5 nun? mn 


Nun ift nach (F) und (FI) die Summe der über einander ſtehenden Glieder jeder Spalte 


= 0, daher auch der vorſtehende Ausdruck IX) 0. 
Den Ausdrud (A) m mit a ımd (19°) mit r multipligiet, dann beide Ausdruͤcke addirt, gibt | 
(X) (otaxtahz) (140) =at (a+7) a, (0424) @,20°+ (at 3n)2, 2 +(atih)a,att.. 


Hierin x, = 1, dann x = — 1 gefegt, giebt 
 @aten)2"=a+(atne,+(a+2n)a, +(a +3r)a, +(etino, + 
O -=a—l(a+h)a,+(a+2r)a,—(a+3h)or +a@rtna,— — ..... 
Dieſer Ausdruck gilt für alle Werthe von a, nur nicht fuͤr — 41. 


(2a+ mh) Prmr—at(ath)m,+(a+?2rm,+(a+3ıH)m,+.. + (atma—hmy+(atmh)i.- 
2 o =a=(ath)m,+ +(@a+2r)m,—(at3h)m,+. ..F(atmh— —h)m,t(atmh).t 2 


Sn (X) werde — a Matt os gefest, fo findet man wegen. (— a), = + (e+r — ba 


(. 38. XXVII.) 


) — = a—(athjae,xc+(a —XR 1) ,0°-(a+3R)(c+2) x? Hertnlerde 


oder — x ftett ac gefeßt, giebt 
ea + (att)a,2 + (e423) (+ n.ar4 (a43%) (FI,Er + ot) (eat 
Hierin æ = m + L gefeßt,. fo wird wegen (m + rn) = (m + nm ($: 38. LIV) 


oder 
‘ 


’ 2°75 — (+3 —e — x — 4 


54 | Zweites Rap. 0 

(XII) EURE FEN HENNEF RFEBEREEEERNHEEEEF vier .. 

en matt) mt matt mt met Hat Mn Duett. - 
Ser S 1 und ⸗ ⸗ — 1 wird | 


a— mh 


* — ————— 


en =atletn mt Na tla+ 20 mt 2m tat EN mt But... 


Nah (I) wird Aa 214 +2 +etn.e 4 en. ih. 


EEE mad LG LIE ICE — tat nr = 





= (+7). + net (+ + +2? + (tr) a* + ... [2] 
In (FI) % 38. weet=mrumnmer + n gefest, fo erhält man 
(tr = = al = = en Oder. auch 
En Ge en 9 
Hierin nad) einander o, 1,2, 3,.. . flatt n gefeßt, die ortunbenen Werthe mit den gleich" 


geltenden in [7] vertauſcht, und dann durch Pen 1.2 +2.0+3.... «+ r dividirt, giebt: . 


n 


Garn —1—latr) ——— „lat ri 87 


“«+1l.a+2.0+3. .arr.= 

Sm tn rettet 
Nach einander hierin 1, 2, 3,.. . . flatt r gefebt, giebt . 

Gy. 

a HH 


rt 1 (a+ 3, x — (a +3), x? a, x? ax aa x5 
oo ze aatzratsrs ara 
u. 
— 
*— ar ar &. Rg j 
U tt +73 +7 DHSHELSEH... 
gr _„.—3 


sFfnrar2 — — . . .. 
———— 





III) 




















a+i. a+2.u+3 — T.2.3 
u. f. w. 














Der ouoniſhe eheſag. 646 


— on can mon — 
HIHI Hirn 
Ehe 13 sat sa — tan 
ars = sat 5037 eteratatee: 
Ter5= Sams Tann a5 rt 30H ..— 
u. * w. 


Rab (I) wird 
(+29 =1+ —E— 4 0,222 + — +. Te 
Hierin’ wach |. 38. (LXXI ) die 2” sntfpreenden Derthe geſetzt, giebt 


(XP) A420) =1+7a,04] ee 45 5 7 ee er tan 
und wenn æ == 1, dann a == = 1 geſetzt wird: 


4.5.6 5.6.7. 7.8.9. 10 Ä 
“eitgetisatisse a α 5 te... 
Yet tian- a ER 
Durch ein ganz qalche Verfahren sit man: 
ar) (1 +3) 2144 0,0 + 3 400° Hilden +1 le + 9 





3 — 1 1.3.5 | t.3.5,7 7.9 
6 — 14 ga +5 40t25 5.60% 44227 et 6.2.8.9. 10: „rt ... 
u t 1, .13:3, 1.35_ ‚1.3.57 _1.3.5.7.9 


treten — 


Wirde von der zweiten Reihe In (XIII) die darauf folgende dritte abgejogen, fo. findet man 


(+ dx a Elmar 3 Bi a0 5 02%? a,x* 0x5 ‚a no 
— or ins 25-220 2020 2 2220 2220 Zee 


und wenn man von der zweiten Reihe in (XIIF) Bic.daranf folgende dritte — * ‚ doppelt ges 
| nommen, abzieht, und dann die folgende vierte Reihe, doppelt genommen, addirt, fo findet man 
- (dla +3) nr tr PH 
TG — 
Oo  2 ee ze Bere 
In den für (a -F x)” (1. 30.) gefundenen Ausdruck wede = — 1— Mat une =1, 
= a gefegt, fo erhält man 


| runs =i1+ 0: Zen =) Hera) +(e+3,(Z 4 











56 Zweites Kapitd, 
mad §. 29, wird ferne IT 
(XIX) 4 — = 2 Erden wre _ arm, (erde _ 








Br Ka + = | Br art? art6 - „a*tt arts. 
n 4. | | 
a 1), kl, 0-1 %- an; inande 
Nach — 3% ur J wird —— men Hierin nach einander 


r + 1; r +2; 7 +3/....flatt r gefeßt, giebt 








Gl, _ ed — a —9—1 er . . 
A Pr — “ Pr 7 
,y⏑ zß—i eng‘ J 
—R #% 7 “- Pr: 
| N. (—1),r, _a—p—1 "arte | . 
nt u PP Fo Prey - 


Dr “on 
j Prn Breker & Prtn - J 
Die über einander ſtehenden Glieder addirt, und diejenigen welche ſch aufheben weggelaſſen, 


dann mit - — z multipligiet, wird 





(Da —E——— 
@; — are Pr4n .— — ) | 
a Dr  YrDa _ +1 * * rn” 
( Prn Taßr+ı,) — tr + nie ots tr +... Ban | 
Durgängig rn ftattr geſebt, und die Breißengficbe in \ umgefeßeter Ordnung eſchri—— 


ben, giebt 
& (e—ji), wo. Iran Gm] GC, Gm 
m u—g—1 er u Promi )= tete +5 + tt, 
In (TJ) werde — ar — 1 flat —5 ſo findet man, een 
Sehr dien =t@tn,,, 6.38 XXVAI). u 
—4 ——— J Dr rt _ (+3), ‚set 
um) —— Pin = - Bra + Pate Prag. rt. An . 
Durchgangig mit + 1 multipliziet, dann r — n flatt vr und « — n ftatt @ gefeßt, giebt 
a—r+1 (a+1), —E -æ “, (1) ds (a — —————— „(da 
un ar Pr. + Pn-ı Ze)=; 55. Pi Pre v3 tut ‘ 
In “ Rwerde — f+r—1 ſtau ß geſetzt, fo findet man auf eine ähnliche win 
(= 1), + (a—1),4,) 
Na 5 Win. HE — 
ce ß« (ae J), n 
--l5 7* me] = =; 7 —5 * — * 











en. 
a + B+n), — 
(#1) 





b 0} 


& 


| Der binomiſche Perf, | 5 
ER ZRH RER " Da ' | 4 En = 

vn) Fr er — De er -Finte ns —— Ft: — —— To 
- car) werde — 2 +-r — ſtatt ⸗ geſetzt, ſo findet man wie vorhin 











41 —õä Un} xX * 441) ra 4 (a+2),44 , (a+3),.4z tn | 
win H ne - ten. t — 1 
o-r+1. («+1); (on), Ta— —— da, la— A) 
Kali et 0, er tet [ee 


"In (9) (FI) (FIT) und (PIE) werde A = r geſetzt, fo eihält, man 


(IX) (NY + Dr = 0 — Bnis + an — ans + .· at 
(ar), t(@ , — —- 3 r Gans. 4 @ren 
X (tr) = Her) HotD HShe onsE Hohn 
rien) = —D Ye IH I Herr. Han) 
Sir r =1in (IX) finde man, wenn hienaͤchſt an — 1 flatt geſetzt wird 
D el. tt, — , +, —u.,+. ... + 0 2, 


wenn daher dad legte Glied &, poſitiv iſt, ſo wird. die ganze "Summe. pofltip, und negativ, wenn”. 
dad lebte Glied negativ iſt. 


In (IH ) ar) (VII y und * ) werde a = 7 geſetzt, ſo findet man 


| u I 1,1 141 ul. 
RD; +2 Fllen + ur) = * * — * + * — a iz 8 
AH 1 „SEN 124 „AI _ 
FR FRI tor =.775 rt 74 tn” mat +7, 
1 . ' . . £ 
x ; —— — — 2 | | mn. 


_i 1 

=, team. rt Ft tt 
— 1 
u R = 1. Ger), -7)= ta a Ste Haste ++ nz: 
Nah 5 BB, (LXTE)ÜR (aM ee Hierin nach einander w--1; &-+2; ... 
flott ‘= gefeßt und eben fo wie bei (7) verfahren, erhält man 
CIII) (e+tnt1)4 8 = ort (e+1),t +2 + (a+3),+ (ar) (+3), +. + ern). 
en are en 

Set man Bierin «e = m und n = m fo wird wegen $. 21. (II) 

et Br a He De IH tn 
Sierin 1,2, 4, 0... ſtatt are md bie. Glieder in ‚umgelee Ordruas o 
ſcheieben, giebt: 
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mt 142 +3 + +5 +. tm Hm +m 
m +1), =3ı +3: +. +5: +6+. .fFa—2, rm-1, tm J 
— et dm. 
Im + da rd rd +,r%.+.: eh le hm 
ut Dan = (m Duis h im Ds + m das omas 
(m + Ym-ı = (m — Ya + (m — ) + Mr 
(m + 1)m = (m — 1m + Me 
(m + 1)m}ı = Mm - 
oder auch nach $. 38, (UF) „ 
kmh De un (m Ds + (arm 
(m + 1 = (m — Yu + (m — ine + m 
(m +1 = (m — 1ymı +” Mn 
(m+1) = mm: 
Ferner iſt nach |. 38. (LXX) —- er _ ı. =. Verfährt man hiemit auf 


eine ähnliche Weiſe wie oben, fo findet man 
Kr) (5 - an) Tor, GE), +5, talntoigt He 


* —E —*X —— *t.· 4 " 
In $. 38. ſeße man = 1 flott a und r + 1 ſtatt r, fo wird 
ac + =ht+D)e tr + —la N (e + nr), [2] 

Gerner werde in (XI) @ + 1 ſtatt = und r + 1 flatt 7 geſetzt, dann durchgängig mit 
rF+ multiplizirt; hierauf (XZZT) mit « + 1 multiplisiet und diefee Ausdruck von dem vorher 
gefundenen abgezogen, fo findet man wegen [1] — 

- +DKe+r +2 I N) Kant Dry — Art] 
= o+1a +, +24 +3@ ++... nat 

Diefen Ausdruck mit A, dann (XEIF) wit a multiplijiet und beide Ausbräde Aefennen 
addirt, fo wird 

(XV) @—ah—h) Ketten aD 
= ar Harrer dr Detdy rear. - -Fliatratn, 

Hierin © = r gefeht, giebt: . 
ar) taten) se C+DertnetDE —E 
—— 

„dir verſchiedene Werthe von a, h; r, findet man " 


L 2 
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ER 4,224, 

| 2 GD5. = 3. 3, 4. 4, . 8, 6. 6, ... 0, 
u. u j 


ſ. w. WBt zu 
Weil nach $. 38. (LXT) an = (@ + 1m — am ift, fo findet man auch, wenn hier 


im + 1 fatt @ gefegt, und bie vorfiehende Gleichung mit entgegengeſebten Zeichen hiezu addirt | 


wird, ‚wegen . 38. (LXIT) 
(+ 2n 24 Dat m 
Wate nun für ingend einen Werth ven r, ' 
pr (are rim — — 4 r,(ahr— Dun — ..tr0 [I] 
fo laͤßt ſich auch beweifen, daß dieſer Satz für r + 1 gilt. Denn man fege in der vorftes 


henden Gleichung = + 1 fatt a, fo wird. 


et Tine = = (o+r+Tn — rn (tr) $nlatr— Om... + r(@-+1)m. 
: ‚Run che man in der Gleichung II] die Beithen um, und verbinde ſolche mit der vor⸗ 


| feßenden Gleichung dergeſtalt, daß man bie Gleichung nach den in Klammern befindlichen Gliedern 


ordnet, fo erhält man wegen $. 38. (LX) 


er Zlatr +1 — (er +Dıa tr —E Den Fllen. 


+ 


Nrun gilt der Satz [fer id r—2, alfo au fr rm 3, 4, 5,..... 
und für jede pofitive ganze Zahl r, daher ift allgemein 
(XP TI). mat ran at Datrlatr-2mrsatr 3m +.. ne 
wo dad obere Zeichen für ein gerades, dad untere für ein ungerades r gilt. 
Rah 4. 30. A) iſt 
gm =.+, +, +, +, +ou+..: . [IN 


Hierin a — 1 flott: gefegt, die entftandene Reihe von ber vorfefenden abgeogen, fo 
wird nach $. 38. (EXT), wenn hienaͤchſt mit a multipliziet wird, 


ar" =a, +Ia, Föe, + 7a, +90, + 11o,, +. 
Hievon die Reihe [IT] abgezogen und dacch 2 dividirt, giebt 


(4 - , 324 +2e, + 3a, +ka, + 5a,; +7e,, +5a,, + +... cum | 


Hierin «a —.1 flatt & gefeht, die entitandene Reihe von der vorfichenden abgesogen, fo wird nach 


$. 38. (LXFT), wenn hienaͤchſt mit = multipligiet wird, | 
a(a—1)2"* = 30, + 2.50, + 3.70, +4,90, + 5.1aı + ...: Ä 
Die Reihe [III] mit 3 maultipligiet und von vorſtehender abgezogen, giebt, wenn m hienaͤchſt | 
durch 2.2 dieidirt wird 
{a —3), 2° +30 +60, + Mar Hl hen. oder 
=> % + 3,0, + 4,0, 4 520,3 + 6,0,; + .... 
Hieraus findet man durch ein ganz aͤhnliches Werfahren: 
| 92 
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ME. = a, + 4 2 En ud 10a;, + 20a, + au; +. oder 
—— — + aha + 


tet, &r + 6,0,, + 70, +8 BER are u . 


u. f. w. daher überhaupt, weil fi) auf eine ähnliche Art wie dei (UI) beweiſen rap, ‚muß dieſer | 


‚Sat für r + 1 gelten muß, wenn er für r gift, 
(XP) rl, 2 zart ra J dit J + 
Nach $. 22. (IT) if | | 
C0) nt tt hama. Pi 
wo- m eine pofitive ganze Zahl, « und ⸗ aber jede mosliche Baht Beute denen. Ä 
Hierin A geſetzt, giebt 
(11) (20)m = amt an Fmatstengey . + a 0m Alm 
Hierin e == m gefeht, giebt. nach d. 38, (LYIE) und. (LXXIE ) -- | 
1. 3. 5.7.. mi 


(IIF) (Amin =; 2# 1 mim, +m,m, t+m,m, +... +mm, tmmıt1. 1. 
An (F) ee 5 — 4 ſtatt A gefeßt und die entftandene Reihe von‘ (2) abgezogen, fo 
. wird wegen nr — (6 — 4)» = wi ($. 38, LXV). 


(a+ m BD. = nee, $. ia, Be Fon-z Br: +4, "m Ten. 





Diefen Ausdruck mit Ph, dann. (HH mit a mut, und beide. Kubi fan 


addiert, giebt: 
ae (a4 Em = ann Haft) am tet? ße ..tlatmil. Em 
—* & wit ß und Amit vertauſcht, dan durchgängig durch Am bividiet, fo findet man, 








kam Pm-n Mn 
ungen m ( 38. IX) - 0 
[.) a ur T.o 
cm = mund = N a dr ler 
Durchgängig + m — ſtatt 4 geſett, sub ©. 
‚on, u — mad tmeh (etrPtrmhn 
——— — F 


L.a, 


Seat) Et Hat 20) u Hot) Gi te Hatni-n —S ea) ga — 
Hierin —1 und a* 0 geſetzt, giebt | 





(+ 9m Dan _ a mı& , M;0s Ft! , 
en en Br tot 042,174), — 2.4 — — Haren, 
aber wem man A 4 ins) Ätte . 


ur ——— ——————— — &,$...(afmi)l.en 


f 











u; 


\ u ($. 38, XXPIL und LIT) 


a.a—ham dh ea. hate? 
14m? vom tm: ae ne — 


Der binomiſche Behr, - = 61 
Sehamr= 4 gefeßt, giebt | 1 | 
(HI) — 142m, ut ——— Am em hm 1)1.o, 


- und wenn 48 Lin (FT) geſetzt wid u 


(IN) (a+m)n = Irma, +m.o,tm,« ‚rm tm, ut. .. — mn nn + ron n 


309°) werde — a flatt a und — ß ftatt 4 geſetzt, fo erhält man toegen 
(= 0), t(a+n—1), 


aletB—m+D+mal + | 
Su) user 7 7 Tr ee un WW 


—R pP +@+2n —— +37) m&+2, met2, +... 


+ @tma—n) ————— dan Be 

Hierin $ = m geſetzt, sicht - nn 
em mmezat(ath), — E ——— + (abmietn-N 

Sir a = 1 und Ah == eo wird. nah (X) 


(x) C+Dn et. =1-+ zu mel, met. BG en te 


— Fu 


und Ki ai geſetzt, giebt: | " 


 B+1: + & _m, 
ar) Ar tr ++ +2 Het m ar med 
GH Um —_ +1 













vwegen = 38, Xu) u 
Nach { 38. (LXXIL) und ax) it | 
7), ma. a— Th. urala—nhhh 
7 1—75 
tr), | ( +’. > 
"Ru ſete nam; und = + in FD, % win 
| CF +m-1) - . ” 
un) SZ — a 
| j arr), | nn 


+ 1. ee an hth 
Ih... „byuh—h 
In. (9°) werde — 4 flatt 9 aran, | fo eat man wegen. - 8 + n— fm +, ‚ 





($- B. N 
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“la I+m-1rmah Con - 
nn W 
= a aa = _ (a 3m) (an) m = .... 
..... Flatmı—n) ————— 





Hierin a = 1 und h == 0 geſetzt giebt i 
7 1 2 mn BG Mia 5 Mae — 1.0 
(XP) =1 — wu ‚Ba Bu + Pramı *7 Am" 
In m uns (XV) werde — a = Ratt a« und — A ftatt A geſetzt, fo findet man, wegen 
$, 38, (XXVII) 


4 -u+mD+mak (= Mm 
9 Be B=-ı+m—1 G+m—1), 


= a (an) Hat le ara +. 


n,(a+m— — 1. pm m 
os... + (a--mr—ıh) mr (a-+-mh) ge 
ar): + m gi m(chl),_miatD, . ehe Ann, | Metm—lm 
— @+rm—1), * Bi +1): +2, Du — (+rm—]), 
In (XVI) werde ⸗ — 311 geſetzt, ſo erhaͤlt man 
CVIID o=a-(a+n)m,+(a}2h)m,—(a}3h)m, +(a+4r)m,—. „Flatmhhm+ +{atmh).1. 
In (XVII) 8 = 1 gefest, giebt - 

(XIX ) + _1),= 1—m,0,+ m, (@a+1),—m,{a+2), + +m8(lctm at 1. (a+m1)n 

oder in rn )oa=. ie geſetzt, ‚giebt 





— T — — 1 
(XX) a =1- + —— * EP (tm... Ft Grn-D, 
(d— - dm (— a) — 6— —1 
weil + GFn-i)- " aß —1 nad $. 38, {XXXF/) Pr ——— 


'(a+m, arm m = F+mH 
giebt. ' 
Wird durchgaͤngig in (XF LI) T ftatt und T ftatt # gefeßt, fo findet man wegen $. 38, 
(LXXLI) | 


— 


| 
Tre 
.arh .a+h. .. ER . 


In (71 ) werde J=r 4 1 geſetzt, fo erhält man, wegen 
Gi rn=(ht+tn),= ehuebri mtl + ” 


(AXT) 
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G. 8. m) ) wenn durchgaͤngig dar 1.2.3.... r dividirt wid — 


zen 


— ma AR — l.a, 
tech —.. te, tr tere 
Hierin nad) einander 1 2,3, 0... flatt r gefegt, giebt zu 











ernten 4 al ld ne a LTR ne En 
Ge 
ER en 
wathe fo mit (XVII), fo wird‘ 


—— 


— Be eg —— „er: a an + 1.(+m—1),, 








= 3A..Ft2 r+2 7— ee u — n+i.m+2..m-+r 
— . — 
+ en —— met md _ ech: — * 
Aeæ — 5), .etm—i \ 
+ 5, m; (a-+ 1), m. (m ) 
.Tar2 * a 7 oa oe non mat2ı,,  „ulte de — 
u w. 


Bi in (XYIE) — T ſtatt « und z + 1 ftatt 4 gefeht, fo erhält man, wegen 





— nl 
—eS * x (6. 88. LAPIL )» wenn durchgängig durch a dioiditt wird, und weil 


— ——— 
var) CH, ) mtr Ratte nn et 


Sr am 1 und - 2 wird 


— MM | 1 
| Bar =i-3+37-7 et 
u fm — mi =2 
- - 22 m m , — 1 
1— = 7-7 * ... æ X — — 


In M werde — a—1 utt. @ und — ß ſtatt 8 geſetzt, fo iſt wegen his. Rn 
wenn hienicht durchgaͤngig mit + 1 multiple wird — 
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(XXP) (a+ 84mm 
=etm+ tn tern + Hohn det; +... 
te+2D:P+m Int +1, tm Bat. En ' 
Hierin a — m flatt a und A — a ſtatt 4 gelebt, giebt: . r 
KT, Amann Bat dB) 
+ em+2,6-etm-3)n--He—m+1),(ß-etm-Dn-ı +1. —— 
In (I) werde — r ſtatt 05 geſotzt und durchgaͤngig mit 4. multiplizirt, fo findet man, _ 
wegen Ar (B— rn = (r+n)nßrtn = (rt n)r Ann ($. 38. XII und LIV) Ä 
REF) Bet nern hl + Dean Arch + Danach | 
t ———— Arte 
Hierin — A flatt 9 geſetzt, To wird wegen (— Am tr m — Om‘ { 38, 
XXYII), wenn hienaͤchſt mit + 1 muftiplijirt, und 2 + 1 ſiatt 6 zeſeht wird. 
CXXVIII) (d+r),(@— A—r— 1m = . 
= Tr &m Kr F+D- er PH tar ba (BAr+ Ye — ..4 
 Flertm Dre, Hr tm Damatle tm Ahr hndeen 
und wenn Hierin - — 4 ftatt @ gefeßt wird, fo findet man, gen ° 
2 — I m=+(2+ß+r m — 1). ($. 38.- LPT) 
(RR) Bir, Arten tert FHD) (rt dt :- 
.+(r4m+1), Ar tm—Yrtm-' + (r+m), (#+r} * 
Hierin P—1 flott 2, bann nad einander 1,2,3 .. ſatt rund m—1,m—2, m—3,..... 
ſatt m geſetzt, giebt 
ARM a1. +2 DE+ 342, Aα te tm (Bm 0m 
HD Hm) HN main On 
— Sala 2075 2 AV 20 ZA EN 22 2 J 


v 


131 8, 3 .-. 3 2 27 ı 9 v3 + » 0 ® + + « . % 0 24 ¶ s % 6 


und wenn man nach vinander m — 2, m — 1, m ftatt r und 2,1, 0 flatt m fest: 
(#t+m—3)n-(P+m),. = (m—2)m—ı (+m— I) ma +m—1)mß Im—2) ma — 
c6B 2m (dtm); —=(m mei (Arm—2)m-ı + Mm-ı (Srm—1)m 
. Bra— 1m (#+m), = mm (d+m—Lm 
In (KXVU ) werde —4 figtt a gelegt und hienaͤchſt durchoangig mit + 4 multipfiie, 
fo erhält man Ä 
(AXX ) AP Da mrf—rt 1) "Br4at (HD HE + —E 
+ (r+m—1): Prmeı ä rm), Bam 
- gSierin nach einander 1,2, I... ſtatt r und m, m— 2, ms, seen ſiatt m ge 
fest, giebt 
+P: f—2)n-ı = 1 4 2 Art 3 A— 2 Pat 5 — 6 ten E + m Ans 
+2, dm 2 9. — 3:9, +3: A, — 5 AH ..... tm. fm; 
+Pr ee *38 A Pat ds Ps 6, + Yaßı —n rm Am; ; " 
u. ſ. w 
und 








ſetzt, giebt 


den KReſt ·bezeichnet. 
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und wenn man nad) einander 2, 1, O flatt m, und m — 2, m— 1, m ſtatt r fegt 


En Du Puı m Dub tm Pi 
— Am-ı ( — 7), (mn An — mmı Bm; 
tn B-m—1,= mm Bm: 


Es iſt Nm ($, 33.) daher, wenn — 1 ſtatt a in (17°) gelebt wird, 
— tete E hlatmä) Am ode 
(xxxn „ee—Dtmet gg, 
— AHA HH MAT tlehm fe Ä 
Für — A1 mid: 
— Anne 


Für à o und à 21 wird· 


FD — — HE. Emm 
und für a==1 und k=10 erhält man bie Summe der auf einander folgenden Sinomialforffi 
sienten mit abwechfelnden Beichen, oder 
+p— 1m=1— B. 4. - 8. +, Bat Be— Beten F Bam EPs 
In (XXXT) werde a=mi; h=o0, ma +1 und — m 1 gefest, fo findet 
man unter der Vorausfegung, daß für ein gerades m die obern Beichen gelten: 
Fon Fa +1 ++ dt. +a+1,—c+D, +1 


‚oder durchgängig mit F 1 multipliziet, giebt: 


mn ti=tetlan ehren „Fat. +a+?),. 


Wird der Faktor («-4-1) von den auf einander folgenden Binomialfoefiylenten getrennt, fo 
erhält man | 
« ‚+1 


rn en ten +. 7ö 


—— 
Mit a }- a in 1 dividirt und die Diviſion bis zum nten Gliede des Qu 


otienten fortge- 


4 a? a’ a* mr 
ments atnn +. F° a" — a. *5 


wo die obern Zeichen fuͤr ein gemdes, die untern fuͤr ein ungeradet m gelten, und + Fur re 


In vorſtehenden Ausdrud sad e einander 8, 26, 3, .... A ſtatt a gefest, , sit: 
Edtelweins Analyfis. I. Band. En 


N 
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| Aa _ı1 a . ‚a® — — am. a” _ 
ta” J— ».r Zi [einge 
1 1 | ar ' ma m 
rt 


238°° et 


— — — 
2” 2" "(a4 2P) 


. .. ...— ee... .... 2. 2 8 8 ee 1.8 
0 - 











4 L 1_ am-ı . a 
Fa re 
Die.auf einander folgenden Reiben mit m, 1"; —m,27; m, IM, 0. F Mm m” mulfi⸗ 
plizirt, Zu | 




















“ — = mE, 0. mi ” 
+ mi —_ mt _mi”"a m, 1”. °a _..ZzUıu8_ + m,a 
—— +27 PR — + m "np" (+ 
m,2 ___ m, a m;2”"? a m, 2 2 m, a" _ ma” 
2p+a ß + B' — +. — + 7m (a+ 28 
— mm" mm m mm” du m a" m. & 
BETEIEn ß p? + p° +..+ g” ß — 
Die unter einander ſtehenden Glieder addirt, giebt J 
Ss Bu m; qm Ma 2 ms zn — Mm m” - 


a+Bß — Ts ne . ++ tms 


r 


rn [m; 1m — m, gr m gm —.. . + + mi me} 
=» Im; 197° — m, m 3m — ,..,F mm] 


PS 0 0. — 0 0 » + “ “. + ® “ * “ “ > . “ 





7* [nz — Ma * Mmz. — 22 FM _ J 





I - Mm; 4 ms — m 
a+ß +28 a+3Pp J 7755 


aue vorſtehende in Klammern enthaltene Reihen, mit Ausnahme der beiden lebten⸗ ſind 
=o 6. 39 FIT); die vorlegte ft = 1, ($. 39, E } und die * Ipie —1__ 





| * 
(Sr ), daher findet man | J 5 1“ ). 
— am-r + am 1 rt 
=+-- + SE — — — — kolgch 
u; N Bu Gr ”), 
cxxnm Zan-ı in 5 1 ’ om 2m ma mM_ | m. m” 





er Et rer at. 
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Hierin e=m +1 um f= =1 gefekt, giebt | 


"amf+l,, 7 am *5 — *22* Fe +i 


welches der von Heren Prof. Sifcher gefundene —* if. (Sheorie- der FREUE 


1. Zeil, Halle, 1792, $. 157. &. 152.) 


8 


Bei den vorſtehenden und allen vorhergehenden Austräden dieſes $. ift zu benerfen ’ daß 
die obern Zeichen für ein gerades, und die untern für ein ungerades m gelten, 


Noch einige allgemeine Ausdrüde für Reihen mit Binomialkoeffizienten, findet man $. 46. 


75. 377. und 522. 


Hr. Buzengeiger bat in. einer beſondern Abhandlung mehrere. merfwücdige Eigenfihaften 


der Binomialfoeffisienten zufammengeftellt.. M. f. 
Sindenburg Archiv der Mathematif, 2, Band, Leipzig 1798, VI. def ©. 161 bis 173. 


§. 42. 


Sind 4 A: A, “oo. An ganz willkuͤhrlich gegebene Selen; und feßt man die alges _ 


braifche Summe derſelben = "4 de AA FA HF At FA, 


. fo fann man auf eine ähnliche Weiſe und zur beſſern Ueberſicht u die Summen der einzelnen 


auf einander folgenden Glieder durch 
4 * 
At A, = "4; 
4+ A:ı+ 7 = 'd, 


} 
oo 0 2 ee $, 0 or 0 


1+4+4+4; Feet Am = Am bezeichnen. 
Sieht man dieſe einzelne Summen wieder als Glieder einer Reihe an, deren Summe man 
ſucht, und fest 4 34, + 4, + 4A, +::..:.4 Am 24 [I] fo fann 
ma nauf diefe Weiſe fortfahren, und wieder die einzelnen auf einander folgenden Summen, ald Glies 


der neuer Reihen anfehen. Hienach erhält man, weil jede folgende Reihe ein Glied weniger als 


die vorhergehende hat, 
AVTA. +4 +4 PA. .... 4 Ana m Ama am 
44 4 + * Hi u Ver 
4 md, +24, * | 
4 4 1 A; nA, 
n A= — jet A. 
Sudt man . diefe Summen, nicht wie bier, durch die vorhergehenden Summen, fondern 


| mittelft der gegebenen Glieder Ad, 4. .... An auszuträden, fo fege man in LIT] die 


Werthe aus [I], fo wird - 
(2) 2 An, == u nd * (n—1)4,; + n24, +. .» + dr + 1 An 
-\ —33 2 


⸗ 


ei 
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Sind wird ⸗ A14; 4, 24 4 14,; A = 34 + 24, + 4, u. 
fe w. Dieſe Werthe in IIII] geſetzt, geben 
14 
42414. J 
+34 -+ 24: + 1A, i | 
. + (n—1)4 + (n—-2)4, + (n—3)4A, +... 245 + 1A 
oder $, 38. (XIII) 
GVUI) A. * n,4 + (n—1),4;, + (n—2),4, +... +3 A + dd 
Auf eine ähnliche Weiſe diefe Werthe eben fo in [II] gefegt, geben 
An [2.+3.+ ... +(n—1),] 4—[2. 3.4 ... tn=.14:t ... HRH Ati 
oder $. 40. (XIII). 
UND, En AR DAt+n- At tt A 
Auf gleiche Weiſe findet man 
(19) un n, At (r — 12,4: + m rate * +5,45 + % Ans 
u. w. 
Waͤren z. B. die Zahlen 3, 2, 4, 1, 5, 6, 7, 9 gegeben, fo wird hier | 
Aw 3; A, = 2, .... A, = 9 alſo a 7, und man findet die auf einander folgenden 
Summen aus den gegebenen Bahlen durch folgende Rechnung, nach welcher ed nur darauf anfommt 
um irgend eine Zahl zu erhalten, die unmittelbar darüber ſtehende zur nächft vorhergehenden su addiren. 
324 15 6 7%9 


359 0 5 18 37° 
3.807 7 2 68 9 
3 11 2% 55 97 160 
3 14 42 ı 97 1% 
3 17 59 156 
3207. 
323 


- ss ” 


“ 


Hätte man die auf’ einander folgenden Summen nach vorſtehenden Ausdruͤcken berechnen 
wollen, ſo erhielte man auch 
.—. 143. 542. 04 1. Talea, 
7..3+6.2+54+4.14+3.5 + 2,.6 = 160 a 4, 
7,.3+6,.2+5,.4+4.14 3.50 14 = 24, 
7.3+6.2+5.4 +4 1= 56 = 4, 


Ur 7.3+6.2+5,4=9=°4, 


IE 2EB- 4; 
1,3314 


„ea " . \ 








nl Der dinomifhe Eh. 0.689 
Sind’ einige der gegebenen Bahlen negaliv, fo bleibt dad biöherige Verfahren ungeändert, 
nur daß man die algebralfche Summen der auf einander folgenden Glieder in Rechnung bringen muß. . 
Wären z. B. die Bablen 2, — 3, +4, +6, — 7 gegeben, alfo . Ä 
4=,.4,=-3, 4,=44,=6,4,=-— 7, fo entſteht folgende Kechnung 
| +2 —3 44 46 —7 
+2 —1 +3 .+9I +2 
+2 +1 +4 +13 | 


+2 +3 +7 
+2 +5 
+2 ” 
aſo wie, — —DBD——— 
Nach $. 25. iſt 


647 — rm und 
. @k- et = or + 204 —— — .... daher 
Wat ara Dan dt a EB ne. ] 


Wenn daher n eine ganze pofitive * iſt, ſo muß die Relbe abbrechen und man ie 
einen endlichen Ausdruck. 
Bien if 
(+ x) + (a- —_ 1)? = 26 4342*) 





⸗ 


und fürn = 4 
(a+ 2° + — ae = 2(ai + 6atar + ar) | 

Man ſetze z=by—1. Nun iſt (- 1) — I; v NW 13.... alſo 
æ* — bi; ut bi; — 5%; ... werden daher dieſe Werthe mit =, =®, 0%... 
in der vorftehenden Gleichung vertauſcht, ſo erhaͤlt man | 0 
(IL) (at Y-A)’+o- y—iP 20” 1-72 + ana _ en nt u 

Es ift daher die Summe der beiden unmögfichen_ Xusdröden, cine —5 Groͤße gleich, 
und wenn rn eine ganze poſitive Zahl iſt, fo muß die Reihe abbrechen, Seht man nad) einander 
ftatt n die Zahlen 13 23 33 .... fo wird: 

Satby-1) Fa—bY—D mla 


(+ by— 1): + (a — dy-— 1? = 2a® (1 — -) 
(+bYy-Y’ Fa — by = 2a (1-35 


(a+bY- +(— J 240⸗ (1m +: 
uf m \ | | 
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, Vie n = 3 erhät mm . | 
— u et Ba a + ae | 
5.8 5 , 5.8.11.14 5° 5.8.11.14.17.20 28° ' 
=Walltrn "Isar 45.6.3 a „ 4.5.6.7.8.39° a® +... ] 
| Beifpiel, um den Ausdruck F- + Y>\” 4 (5% — ) rational gu machen, ſete man 
denſelben = IC + v5 + d — vr. 
Setzt man nun nah (A) a —=1 und x == y5, fo erhält man 
uhr + a7 = 2 [1 +772.5+ Zur ve Pr Ir +. ] daher. 
5 1 5 n. a n.n—in—2n—3 ,, n.. un _ 
& +) he. 57.534... 
Dieſe Reihe bricht ab, wenn m eine ganze pofitive Bafı ift. 





\ | u ee 
Nach $, 4, findet man ferner 
Deren I JRR —— ai 1.1 
wo die Meihe ebenfalls abbricht, wenn a eine ganze. pofitive Zahl iſt. 
' Set man zzeby—1 fo wid mm —dy—1; ruby; tm y Y-1;.. 
daher wenn diefe Werthe in die Bleichung ¶ ) setest werden, To erhält man 


num) RB n—1.n—2 b’ 1. 
[ET — 


‘oder, wenn auf beiden Sc ten durch Y— 1 dividirt wird und weil - in 2.1 m 


— 1 
(“ +by-Ir — (—by—1 
(A) ln = ee _ ran 
| n 5 n.n—1.n—2 b? n.n—1.n—2.n—3.n—4 5° ’ 
2a 1.2.3 Flle Eee we 0 we ver u RE 


Es Tind daher die beiden unmoͤglichen Außdräde einer möglichen Größe gleich, und die Reihe 
vricht offenbar ab, wenn n eine ganze pojitive Zahl ift. | 


Zorn = 3 ſindet man | 
Way) -Va+sy-Ny—1= BAe! 2 _ 125 = tisose a, 
“ 5 3* 58.1125  5.8.11.14.17 b’ 
Wa - se tasea - 73070 teen 


$, 46, | 
. Sest man d ſtatt = in (I) J. 44., fo wird 9O 


Ab —1.n—2.n-3 d*. | 
(abi Ha — br = =2e[1+4775 Br ———— ... 1 








Der binomiſche kehtſah. mn 
Dieſen Werth von (I) $, 4. abgezogen giebt . | | 
) (a+bYV--Ir. + (a—5V—1)” \ 
= Here ee + nit...) 
Berner erhält man nad) (I) $, 45. Fe 
(+5 — (dr = 207: 24 ——— Ste. J | 


Ä Wird dieſer Ausdruck von (II) S. 45. abgezogen, ſo erhaͤlt man 
(I) Kay 1" . 


F 











— n „jur—i.n—2 5° nf...n—6 57 —..n—10 bit 
J —4a 7 ed ER. A + 4 
Ey a7, n " j 


um für den Fall, do b > a werde, eine Reihe zu finden, € bei i wie die Glieder ſtatt 3 _ — 
den Faltor erhalten, bemerfe man daG 


weites (475) iz Bert ME ur 


—by-1+tam (6 -35) (- rY-1=ltay- J iſt. 
Hienach wird 
(a + bY— Ir = =(b— ar 1 (y— 1)" und 
@— by-W=(+ aYy— 1-1). 
endet man dies auf den befondern Tal an, daß n = 1 fo ift 
u v1 = = Yy-1aYy—ı; aber — ——1 alf v1 = v-Tum 
. —e 18 (Yr = — Y-1, daher 
- 24 0 — ay-1).y—1 und 
Ya — — )=—- 560 + ay—1). v1; folglich - 
Ha+by—1) + Va—d/- )= N6- av -Y6+er- Vi und, 
— = femarn _ Y@— av) + Yo+ay—1 oe 
re sr BYa+sr-alr-i= = Yeb+ay—1) + v6 av— 1). 
Nun ift nad |. 4 * 
Vo=ay—1) — Voten nv-ie 25 Bi F-Bärt-. } 
und “> \. 4 nn 
Vet av- 1) Fr Year = 2% Is +45-—-... P. folglich 


¶) —D—— en Te ae J. 


7 


. % ⸗ 
[u - ® PA 


+ 
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— 


. (U) a —y-1 — Vatbr— D] v1 , HERE | 
" 8 1 a’ a* ‚8.11.14 a® .8.11.14.17.20. a® 
= rl +5 - mn Treat) 
4. 8. 


Nah $. 48. iſt, wenn 5 ſtatt @ geſetzt wird 


zn (5) tn (9 zn, 9 +... 


‚ oder ed wird, wenn man æ = Yv@ a? + 5) ſebt, 





54 35 b +3; 3 db? b> 
dieſe Werthe flatt a*, 4, 0%, . . . . in vorftehende Reihe geſetzt, und die zu gleichen Potenyen 
von db gehörigen Glieder unter. einander geſchrieben, giebt 


(+ =)" -(7 Bu ) Tu „a 5 a 

— ——— n oma " mr t ur b „+ Nu te 
t; ın, „In, An, . 
N, In, 6n, 10n,: 
Na Ang On;,: , 2On,, 
Ro ns: 15n,, 3ön:, 
Mey 6n,; 21 Ns 56n 


, a 

. - . .” - . 
‘ [ } ’ ® — 
® 


Anſtatt der uͤber einander ſtehenden Binomialkoeffizienten, nach $. 39. (III) und 6. 40. 
C(XVIT) ihre Werthe gefetzt und abgekürzt, fo ergiebt | 


(&) (3 +2) -@77) - 
zn a Yet, art a, Tina... 


we=YGa® +5) if. 
In diefen Ausdräden werde — d ſtatt d gefeht, fo erhält man 


“s 


a, &+)- 6-9 on 
= di Det ai, ad nd), ar — ... 


wo x = (Ga — b) H 
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- Hierin werde = — oe, alfo & ab gefekt, fo entſteht der unbeſtimmte Ausdruck =, 
Die Bedeutung diefed Ausdruc zu finden, feße man ($. 25.) . 


(+ *) =(3) rn (5) = tn (7) "= z’h.... und 
En PC rare are 


erg enertere 
no. 2+2\)_ — F | v 
ET, nn errrt: 
“und hierin = = geſetzt, giebt = =n (7) oder, wenn in (Al) z==0 und Za® ſtatt d 
gelegt wird, | 


(2) — a — (n—2 Tr +-(n— 3), —- er =... folglich 
(UN = 2m 224 +9,25 - NT +... 
oder, a’ 1 flatt geſetzt, 
(19) n+-1 = — 2” — (n — 1) 27° 4 (n — 2). 27 — (n — 3), 26 + 4 
Sn (T) werde a = 1 und 5 = 2 gefest, fo wird = = J und man findet 


rt e1ta- 92 + Ra. + NH. 
wo dad "obere Beichen für ein gerades, dad untere für ein ungeraded n gilt, 
Diele Reiben muͤſſen abbrechen, wenn z eine poſitive ganze Zahl iſt. 


. 409. 
Es lahen ſich auch noch hier die Bedingungen auſſtelen, unter welchen Ausdruͤcke wie 

| Y(a + vb) 

in zwei Theile y Yy beregt werden fünnen, wo æ und y noch näher zu Beftimmenden Werthe 

bedeuten. .- - 
Yu: Yla + vy= = yz + yy wid a 4 Yb = (x +y.+ Ayxy, und weil n6 
nur die rationalen Theile mit rationalen, und die irrationalen mit irrationalen vergleichen laſſen, To 
fege man am und Yyb = ?2yaoy DE giebt — day, Waey=a— x, das 





br db = Axla — x), und hieraus = — an 3b = 0. Aus diefer Bleihung vom zweiten  - 


Grade erhält man die beiden Wurzeln x == ja + $Y(a? — 5), daher, wegen ya — a, 
yzı4a 5 iy(a? —b) Hieraus folgt Ye = + Vl3a + 3Y(a* — d)} und 
Yy = + Ylaa + iY(a* — 5)], daher 
YKıtyYy)=r vie + + iYüa® — BJ] + VEa F IVG — d)]. 
Nimmt man die obern oder die untern Beichen vor Iy/la— b) fo erhält man in beiden Fällen 
Diatı=*+ YEa + Ya — 5] + Yii« — ve —b)]. 
Eyt elweins Analufis. I. Band. 9 
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Hieraus folgt daß in allen den Fällen wo a? — 5 ein vollftändiged Quadrat -ift, der _ 
gegebene Ausdruck Yla + vb) in zwei Theile mit einfachen Wurzelzeichen zerlegt werden fann. - 
Wäre Y(a— 9b) gegeben, fo ift zu bemerken, daß dem vorhergehenden gemiäß yb = Ifay 
war; dies giebt - —- yb= — 2yayıloa— Yy=x+y— 2yxy, daher 
Ya—vb) = Ya +y—ıYay=tryYxF Yr, weil =+y- ıyıy 2 in° ift. 
Hienach erhält man | 
(H) Ya—yb) = + Ylia-+iY(a’—b)] + Vika—iYl bj]. —— 
Uebrigens koͤnnen bei den vorſtehenden Ausdruͤcken die Werthe a und b poſitiv oder nega⸗ 
tiv ſeyn, wenn nur a* — b ein vollftändiged Quadrat iſt. 
1. Beiſpiel. yı2 + 2,35) zu zerlegen wird y(12 + 2,35) = ya2 + Y130), 
alſo a = 12, 5 = 10, daher a — b 4, iyla — ) ã4 1, folglich nah (I) 
vı2+2y35) = + y6+1) HE Vy6—-N)= Hr yY7 + V5. | 
2, Beifpitel. Yil — 6/2) zu zerlegen, wird 
a=l;b=72;a —b= 49; ia — yo 
Ä gig nach (II) | 
| wu- = MEI FE 32. uns 
3, Beifpiel. YA6+30y—1) zu zerlegen, wird. ! 
Y16-+-30y— 1) = Y(16-F Y— 900) alfo a = 16; 5 = — 900; 
ab 1156 22. 172; Zyla® —b) = 4.2.17 = 17 folglich nach (I) 
very =t VEHN EIE-M=+5tY IH 5 +3Y-1, 
K.50 
"Dan fann eben. fo die Bedisgungen füchen, unter welchen ſich der Ausdrudk 


Yia + Ye 


im zwei Theile zerlegen läßt. Denn man ſetze Yka vl =(x- yy) Ye, wo x and y 
noch näher zu Beitimmunde Werthe find, und a.eine Größe bedeutet, welche den Umfländen ges. 
maͤß anzunehmen iſt, fo wird 
e+ie=@+ — +3ey -rVy)a 
Sept un mun: 
a = (2 £I3xy)@ und Y6 = — Betr. 
fo ſindet man Bf 


\ 


= a®(a® 6x + 92° >) mb 0 . 
5 = a2(9x°y + 62°y? + 7°), daher u | 
Gm Sy Hi Pulp), ale 
= — *— 7 
Man fege zur Abluͤczung: 
Bu Bea del, 











. 
t . 
‚ R U f 
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fo muß 4 ;edesmal rational ſeyn, wenn man a, wie'ed erlaubt if, fo annimmt, daß (a? — be’ 
ein Kubud wird, welches in jedem Falle angeht. f 
Hienach wid ar y=P oa ya? —P. Diefen Werth in a= (x? FI3xry)e 


gehſetzt, giebt folgende Bedingungsgleihung 


402° — Jaßx = a. 
Iſt man nun im Stande für = einen. Werth anzugeben welcher fo beſchaffen iſt, haß die. 
Glieder auf der lipfen Seite des Gleichheitözeihene = a werden, fo iſt dadurch x befannt, wos 


raus many ar — 2 alſo Y"r = Y(a® — 2), und daraus (x + Yy) Va findet, 


Um oher den Ausdruck Yla + vs zu zerlegen, feße man . 
P=4t Ya da) - 
und gebe a einen folhen Werth, daß (a? — da ein Kubus wird. 
Kann man alddınn m der Bedingungsgleichung 4ax? — Jafx = a für x - einen 


ſolchen Werth angeben, welcher dieſer Gleichung genuͤgt, ſo ift a befannt und man findet nu 


An Y(a + vb) = [x + Y(@’ — A} Ya. . 
Wird das Beichen vor Yb negativ, fo erhält man . 


an (a — Yb) = [x — Via — A] Ya. 
1. Beifpiel. 62 4 30y3] zu zerlegen, bemerke man, daß ovs y2700 ift, das 


her wird a — 52, 3 2700; 2 — = 4 und Y(a: — b) = ya. Um "eine Kubikzahl 


zu erhalten, ſetze man «a = * ſo wird 
2 Me -b))=4 Y2=1, 
alfo die Detingengtglädung Ba: — 6x = 52. Sierin 2 ftatt x geſetzt, giebt 64 12 = 52, 
daher ift x = 2 folglich nad) (I) 
- — = BAHR " " 
2, Beifpiel. 7 — 5y2] zu jerlegen, wird bier a = 7 b=50; e-ıs-i, 


! 
’ 


| Yla® —b) = y-i=-— 1, daher tal, alſo = — - 1. Dies giebt als Beoingungd« 


gleihung 4x? + 3a = 7, wo offenbar = = 1 ift, folglich wird nad) (IT) 
7-5 =1-/u+N=1-n, 
3. BZeifpiel. v2+11 y—1] zu zerlegen, wird hier au, — 14, a b=125; 


“Y(o? -b)= N1B=5, daher Bier & = 1 alfo A==5. Dies giebt die Bedingungägleihung 
42° —_— 15x = * Hierin 2 ftatt x geſetzt, giebt 322 — 302 alſo iſt & 2folglich nach m . 


yi2 + 1y- 24 A-9=2 tr. 





I 


Drittes Kapitel. 


Von den unbeſtimmten Koeffizienten der Reiben. 


> 





§. 51. " on 
Wenn mehrere auf einander folgende Groͤßen nad) iegend einem Geſetze fortſchreiten, fo bil⸗ 
den ſolche eine Reihe (Series), deren Glieder (Termini serierum) diefe. Größen find. Beſteht 
die Reihe aus einer beftimmten Anzahl von Gliedern, fo heißt fie endlich (Series finita; Poly- 
nomium); wenn aber die Glieder ohne Ende fortlaufen, ſo ift foldhe eine unendliche Reihe (Se- 
ries infinita; Infinitinomium). Die, allgemeinfte Geftalt einer nad) der veränderlihen Größe = 
. geordneten Reihe iſt: Ä oo . 
| AP Bat ih OT De ZZ 
wo p und q ganze oder gebrochene, pofitive oder negative Bahlen bedeuten, aud) mehrere Glieder 
diefer Reihe fehlen können. Eine ſolche Reihe heißt eine fleigende (Series: ascendens), wenn die 
auf einander folgenden Erponenten der veränderlihen Größe se wachfen, oder g poſitiv ift; fal⸗ 
lend (Series descendens), wenn diefe Erponenten abnehmen oder q negativ wird. So iſt 
AJP B Cæ +De + Er +.:: 





rine fteigende, und | 
m4dr+B+lat+DettEatt.... | 
feine fallende Reihe. \ 
Bedeutet nı irgend eine ganze Zahl, fo kann man. die endlichen Reihen durch | 
AH AT ET Lt Hat, 
und die unendlichen durch oo. 
non a + HA HAT Hi. 
oder auch durch 
DEE a A. rer 
. bezeichnen. 
| " ß. 52. 
In einer jeden Reihe: 
= A + Bath OD... 
welche nach der veränderlichen Größe = ‚geordnet ift, und-wo p md g jede "ganze oder großem, 
pofitive oder negativ ‚Baht bezeichnen koͤnnen, ift jeder Koeffizient für ſich = 0, alſo 
0, B=o,C=o, u. ſ. w. 
Beweis. Man disidire die gegebene Reihe duch =? fo erhält man 
At Bα & He. 





na 
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| Iſt nun die Reihe fteigend, alſo q eine pofltive ganze oder gebrochene Zahl, fa fege man, 
weil a eine veraͤnderliche Größe iſt, und die vorſtehende Reihe für jeden Werth von x wahr 
ſeyn muß,-c = 0, fo wird o — A und daher 
o= Bx’ + Cx” + Da# p. ... | 
Wird nun durch a? dividirt, ſo erhaͤlt man, wenn alsdann = x == geſetzt wird, o= B; 
eben ſo o .0; u. ſ. w. 
Wäre hingegen die Reihe fand, alfo 2 negativ ſo wird 


o=4+2 -+ — +5 „tie. 


aledann Tann man, weil dieſe Gleichung für eben — von ac gelten muß, & == © fegen, 
‚ die giebt (d. 10,) o = A und man findet ‘auf eine Ähnliche Weiſe wie vorhin, _ 
"‘d=o B=o C=o u. ſ. w. - 
Diefer Sag iſt von außgebreitetem Nutzen in der ganzen Analyſis, weil man durch ihn 
-in den Stand geſetzt wird, die unbekannten Koeffizienten in den Reiben zu beſtimmen, und das 
durch die wichtigften Entwidelungen der Funkzionen zu bewerkſtelligen; daher auf denfelben ein 
eigened Verfahren, unter" dem Namen der Kebre von den unbeſtimmten Roeffizienten, ges 
gruͤndet iſt. 
Der vorſtehende Beweis fest voraus, daß, x eine veraͤnderliche Größe ſey, daß alſo a jeden 
moͤglichen Werth annehmen kann und fuͤr jeden derſelben, der zweite Theil der Gleichung oder die 
Summe aller Glieder derſelben == o werden muß. _ 


.. 593. 
Eine der wichtigften Anwendungen von der Lehre der unbeſtimmten goeffhienten, iſt die Ver⸗ 


wandelung der gebrochenen Funkzionen in Reisen. Wäre z. B. der Ausdruck ir: in eine Reihe 


zu verwandeln, welche hier die Entwickelungsrethe heißt, fo kann died zwar mittelf der Diiſton 
heſchehen, und es wuͤrde alsdann der Quotient folgende Form 





A+Bz+Ca + Do + Ext +... ' j ; 
erhalten, wo 4, B, C, .... noch näher zu beftimmende Koeffizienten bezeichnen; fotten hingegen 
die unbekannten Koeffizienten der Entwickelungsreihe mit Huͤlfe des Lehrſatzes |, 52, gefunden wer⸗ 
den, fo ſeße man: 


342 
— ——— 


und bringe. dieſe Gleichung dadurch auf Null, daß ſolche durchgaͤngig mit 5 7 = moltipliprt 
und hienachſt auf beiden Seiten 3 + 2 = abgezogen wird, fo erhält man: 
| 9m 54-+5B z+56Clzt -5D|a ..... 
0-3 #74} +7B rei | 
2 | 








daher nach $. 52. | 
. A-3= m SBHTA-2=nscHTBmm.... 


” 


BB“ | - Dritteg xepitel. 


3. 2-74: — TB. —7C, u 
alfo 4=5;B=i4 ce}; n= 22° —J—— 





— 3.31 -, 7.1 73. 11 72. 11 
1= ger ô =+ ri ufm 
daher erhaͤlt man: n 
3+2% _' 3 11 7.11 71.41 71 5 : 
HR TI TH tree tg 


Eben fo serfäßet man, wenn fich im’ Nenner der gebrochenen Sunfion eine unendliche Reihe 
j befindet, Waͤre 3. B. die gebrochene Bann . 


Atari tz FEW ++ ...o.. 


in eine Reihe zu verwandeln, wo zur Abfürzung der Faftorenfolgen die $. 6. gewählte Bezeichnung 
angenommen ift, fo feße man die gefuchte Reife = At Br + Ca? + Dort Ext +.... 
fo findet man, wenn der Nenner der gegebenen gebrochenen Funfzion mit diefer Reihe multiplisiet wird, 
o=+4+Bcxc+ Cl + De Ex+.,:. 
1 
+54 +52 +76 
1 1 
+54 75 B 
| . | + 
Hieraus folgt: " 


—-1=0 
B-+-A=o 


| | C+B+54=0 
| D te+n2tnd=e 
E+D+7, ‚+84 44=: 


u f. w. 
Wird die Rechnung weit ‚genug fortgefegt, fo eat man: ®. 


. . A=1; B= — 1; (=; — J— F=-- Zr; — H=zlufm. 
daher in \ 


» 


1 
—— +2 ++ rt 





=1-e+ge — PAR ar — th. 


d. 54. 


Aus den gegebenen Beifpielen im vorigen |. überficht man zureichend. wie dergleichen ge⸗ 


brochene Funkzionen in Reiben verwandelt werden koͤnnen, und daß ſich die Koeffizienten dieſer Reis 
ben Teicht finden laſen, wenn nur das Geſetz belannt iſt, nach welchem die Erponenten der veraͤn⸗ 


h 





N —— — — — — — 


4‘ 


- 
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derlihen ‚Größen in der Entwickelungs⸗-Reihe fortfchreiten. . Died näher für die vorfommenden | 


daͤtle auszumitteln, ſey mit Annahme der Bezeichnung $. 7, - 


He ts + 4,2’ + 4A, +. 
B+ B,z + B,:: + B,:° + R,:*+ +. 


irgend eine gebrochene Sanfsion, , Deren Zähler und Nenner abbrechen oder obne Ende, fort (aufen . 
fönnen, fo. folgt feiht, wenn mit dem Nenner in den Zähler dividirt wird, daß eine Reihe von, 


ver Form: G+ 6:2 +6,22 +6,27 +6,24 ...... heraus fommen muß, 
wenn G; G.; G.; ..... noch näher zu Sefimmenbe Koeffisienten bezeichnen, 
Hienach wird . 
A+ A: + 4, 22 -. ... 
— ———— here 
Weil z_jeden Werth erhalten kann, fo ſetze man z = ch; bie giebt - 
4 + A, xh 4 4; oe + . ah \ 
— HL... 6G GE 6. ..... 
Auf beiden Seiten mit x” multiplizirt, und dann durch sc” dividirt, giebt: 


r A r 
a a m rn ——— 
Die vorftehende gebrochene Funkzion tann hienach in eine ſteigende Reihe ($, 51.) ‚vers 
wandelt werden. \ 
A 4 vr + 4, +... + 4, 
B+ B,z2+ BB? +... + B, 2’ 
wandeln, fo ‚fihreibe man die Glieder derfelben in umgekehrter Ordnung 
A: + 4, ‚I°’r+r..: A. 22 +47r4-. 
"Bae + Bat... + Ban? + Bis +B’ i 
| aledann ed man, durch die Divifton des Nenners in den Zähler, folgende faͤllende Reihe 
HP ıH,z — H. Fe En .... 
wo bie Soeffnienten H; H.; H.; ..... noch naͤher zu beſtimmen find: Es iſt daher 


APr+A, Pr. +4 4 , 
*z A, PT .ee 9 + 
B.+ BT H...+B Hz H. r 


Will man bie Funkzion 


Wird nun a mit z vertaufcht, dann durchgängig mit =” multiplizirt und durch ar divi⸗ 


dirt, fo erhält man - 

4,.0"trr+ 4. u a tph—h +... + At PyP. 

B, — Fr ae +... + Ba” "+Ba” 

oder auch | 
de’ + 4% te 


Bm Bat Bart... + B, artah 


* H. toi H, ee +. 


= Hamtooh 4 H,amke- Nr H. — +8 H, er Ko 


Si: pP q wi p — gr all 


in eine fallende Reihe ver⸗ 
[| » x 


o\ 


a 


= Ge +6, ae, amt — Pau 1 2 


=6.m+6, 4 ih G, wa: 
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Axr a. 24 „rtPh j 
Bx”" + B,x"t? + Bart. +, 
— Her" ET 5. α..... 

Aus dem Vorhergehenden folgt, wenn die Zaͤhler und Nenner der gegebenen gebrochenen 
Funkzionen endliche Reihen bilden, ſo koͤnnen dieſe Funkzionen entweder in ſteigende oder fallende 
Reihen entwickelt werden; ſind aber Zaͤhler und Nenner aus unendlichen Reihen zuſammengeſetzt, 
ſo erhaͤlt man nur eine ſteigende Reihe. 

Hienach wird, 


. (7) wenn Zaͤhler und Nenner endliche Reihen bilden: : — — 


A 4A et.. . 4 4, „tr | . 
J Ba” + Bat? 4 Bat... B, x&X 


— Ha mHpgh + H, np) 4 H. —— + H. Ha +. en 


(U ) wenn Zähler und Nenner unendliche Reihen bilden 


Ar + A482 4 A,arth + At r. 


E 


8. 55. | -, 
Zuſas. Sn (I) und (II) way =p=o, Ami, A,=o, A,=0, Az, 
geſetzt, fo erhält man 


m I kom hm 
De ee HG 46 —— 


=Han4H, ι m — ———— — — 
— m 11, Pr 
un 8 nn nt Gt tun 


. 8. "56, 
- Aufgabe. Die gebrochene Funfzion — TEN in eine Aeigente und fallende Reihe 


arbx text 
zu entwickeln. 
Aufloͤſung. Nah $. 54. n ift hier raoyp=el; h=1 und m0;g=2, 


daher erhatt man fuͤr die ſteigende Reihe 


* 
tete 
Diefe Reihe mit dem Nenner der gebrochenen Sunfzion multiplisiet und den an davon abgezo⸗ 
gen, giebt 














24646 & + a6, z® +aG, æs 446, 12 hu. 
— . 6 +0|l| 00° 
— 8 +<6 + cG, +c6; 


alfo- 











ei 
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alſo nah... - 
aG—ad=mo; 26, +6-#=6; Och36, +e6=0; «6 ‚+56, treG= 


daher 


Mit dem Nenner male, und den: Zähler abgezogen, giebt: 


alfo nach $. 52. 
cH—V=0; cH, +5H—a ==0; cH, +b5H, +aH=o; CH +bHs Head. =e; .... 


daher 


G=-,' an 





G 
.C- gerbb , ah 
2 — " as 
Bu \ 2abce+bd* "bs . 
G=- * +3 7; u. ſ. w. folglich 


a+bx | a‘ zer ——— — P 
Hemer x æ here 





Faͤr die fallende Reihe erhält men nach §. 54. (7) 


_ed+bx - 
arbetem 


Zt Hhe*+ H. x5 + HH, +... 
= cH, 
+58, 
+ aH, 


x=-+cH, + cH, 
+5H + 5H, 
— d +.eH 


+ cH, 
+b5H, 
+ aH, 


o=cH 


25+. 
— bh 

















. “ 2 b 3 

 H,=- F —ieiret _ = ‚ufero, folglich 
arbx __ te _abc+abc—bb? 4 

‚arbat+ex" cn c? x a? na 


gen = >1 wird, fo erhalten die fallenden Reiben aus gleigen Grömden den Vorzug. 


⸗ 
N 


5. 57. ’ - 


geſetzt, ſo erhaͤlt man für die ſteigende Reihe: 
. Gpteloeins Aelyſte. 1. Band. 2 


— 


03 .... 


Die fteigenden Reifen find- in denjenigen Fällen mit Nugen anzuwenden, wenn < 1 


wird, weil alddann .abnehmende Werthe für die hoͤhern Potenzen von a entſtehen. Wenn dage⸗ 


1. Zuſaz. In den gefundenen beiden Reihen des verigen ' werde da—tuddle o 


BB Deiid Mupiiek. 


ld en ee an —— —— — EEE AP BE ee Bette Te 4.. 
und fuͤr die * fallende Reihe: 
a 


Setzt man fra a=mbu co=1, fo wid 
et etti und 
ı 04 1 - > 
J a7 tat. . 
Für x = 2 erhält man: | | 
ae EEE Si ZZ 22 2 2222 0 #5 


a ı 1 _ " 
ei ira tt. 


wo nur die-Tegte Reihe den Werth + deſto genauer giebt, je weiter man die Rechnung fortſetzt, 
welches Bei der erſten nicht der Fall iſt. 
Für x == £ findet man 
1, 1 1 1 j 
a=i-itr -utn- mtran. 
2 — 9 — % +23— 729 + 6561 19083 ..... 
wo nur die erfte Reihe brauchbar ift. XBegen. diefer und ähnlicher Reihen fi m. %. 355. und 356. 
» ‘, 58, . 
2. Zuſatz. In der fleigenden Reihe $. 56. werden o == 0 geſetzt, ſo erhält man: 
+e=it — ——— + tn 
Wollte man die fallende Reihe auf gleiche Weiſe behandeln, ſo entſteht kein brauchbares 
Reſultat, daher die vorſtehende gebrochene Funtzion nah 8. 54. (Z) entwidelt werden muß. 
Hicnach wird 


EISA B —BäæB. tt 
und baut: 
=bH x-+5H,+5H, zehbH,jc® +5Hlai th... 5 
—| +aH teHi: AH. 
N — &ü ‘ 


⸗ 


e ...>.,. 


r 
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ve IH Von >H, AH —- d=o &H, + «AH, = 0; bH, ‚+$aeH,= o. 














* 
H, + 4H — 03 .... alſo He; A= 2, HB æ Eizehe, 
D m , —— . . 
— + ze ud, ‚ 
a+bs__W , ab-ad ab—ah ab—ab — 
α.. 
| 5589, 
3. Zu ſatz. Aus den zulegt gefundenen beiden Reihen erhält man fr!=ami. 
FE=S14 0 ya yuan... 
— — 422 bb b— 
: oder . st - ya ts - ten 
| Fuͤr — —1 | 
= 2 a: ee. 
oder =1+:22_ io: + ° Zar ta. 
. Fut a —1und — —1 


el 20 +20 — 20 +22 — 22° +... 


3 2 2 2 
oder = — 1 — * + Per } — 7 4 — 424209 
Fuͤr an 1 un b = 0 


1 1 - b be. 
Anailisr  ® — £ ur ui a EN 





ale 


a 


.. 1 % a> 
oder — =.” satp a = .. 
und hieraus ferner 


— —— 
1 
Dr — — ——-.... 


— 08 
1° 1 1 
5— m + ats + taten. 


wi 





- _ = - 1i-— wc — a3 _— a ....00 ” 
- - > 
eltern. 0 | 


_ ı_ 1.1 1 1 | 
— — ET De u a 
— Hierin 2*1 geiegt ‚ giebt 
— HH hihi HH 
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Marfeadm a; b = — (a — A) und be= — (a — b), fo wird 
ent = 3 +. en ea (abe + aka Fe 


8 


. s—l(a—5)% 

Durch unmittelbare Divifion hätte man ‚bie vorftehenden Ausdrüde auch erhalten koͤnnen, 
wodurch zugleich, wenn die Reihe bei. irgend einem Gliede, etwa dem nten abbricht, auch noch der 
Ueberreſt oder die Ergaͤnzung der Reihe angegeben werden kann. 


Dividirt man z. B. mit a + bx ini, und fest die Diviſ on bis zum nten Gliede fort, 
ſo findet man .. 


1 1 bx ‚5? %? — 32 23 ze x*+ ya mi zur 
Feuer a3: an m. unrc Hr 





a” — anſ(a b*) 

— 5 wur 
wo ra + be) der Reſt oder die Ergänzung ift. 

nn 3. 60. 


Auf gabe. Die gebtochene Funkzion — ‚in eine Reihe gu verwandeln, wenn reine 
poſi tive ganze Zahl iſt. 
Auflöfung. Man fege Ä | 


zs—äs = G + G,x + G,x® + G,x? Lie + Ga” + e..... 





‘ 





fo wud 
 o=—06—aG,|r —aG, Lu a a0. 


te+reiral 4 Ha dm 


earth. 
+ 6 
led ee 46, - 6.; 46, 6.3..... 


a Gun. = G a G,_, = Ga; u Ed En 1; a Guy = GH ..00+ 
Hieraud findet man: 








G P2 
GG. = * 1 
6.. = Sr nd ei affo uh Gen == 0; Go u. ſ w. Es iſt daber 


wr— u. 


nun = ea hr air rt et a, 
| wie man 2 auch leicht abeneuger kann, wenn die gefundene Reihe mit — =. mulcipliꝛirt wird. 





+ 
= 


I N | BA Ä Be 
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4. 61. a 
\ Suf a % Schreibt man die gefundene Reihe in umgefehrter Ordnung, fo arhält m man auch: 
DIS tens, bat az + m 
Hein — 4 fast a geſetzt, giebt Bu 
. Hierin tn n= er, dann rn —=!8r + 1 geſett, sieht ab 





ar 
(IF) * * a a as — az... art gem 


* > ’ 
(ZI), ren re ner “ 
Nah (F) erhält man auch, wenn a, x mit b, y vertauſcht wird 75 . 
y-b 4 0 ’ 


a er De ee Terre 


Nun feße man 5 = ar und y= Rn ‚fo wied 
PR ı—.: : 2 
d -, imma , yo n, brima "5 
u. ſ w. Daher Ehaͤlt man | 
_.a 
an) = = 1 X 2 2 - 


x” & 


nn wirde 








ent erh Yan var) 
' x — Va _ 1 
*2*72* Yx’ + Yayı + Yayı + ya ſ. w. 
6% Ä 
Aufga be. Die gebrochene Suntion _ Ä j 
ax + art 7 dat u... 
PR bx pre Fern +. > in che ie m verwandeln. 
Auflaͤſung. Nach $. 5% (II) iſt die entſprechende Neiße 
Gem GC, armthG, 6 wu Bersenn 
daher erhält man 1.53.  . | 
et +°6; "+ «6. rich able... | 





s 





- 


86 


und hieraus $. 52. 
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G =; | 
b—bGCG. 
G, = a 
k G — Ze, 
3 
2-46 .0,—80,, 
:® 2 7 a 
. G ee e61 =, 

4 — ⸗ — —— —5———— — 


u. X w. wo das Geſetz zur Beſtimmung der Koeffizienten einleuchtet. 


witz iz His ten + +, HEILER... 


® 


68. 


1. zuſas Fir 0 und m o erhält man: 


—— 


wo die Koeffienten G; 6,3 Ga; ..... mit den im vorigen $. gefundenen abereinſtimmen. 


(If) 


BR Wr m. —132 a 8 $ 
ee Veies = 6+G,.a” + 6,0" + +” ter 


Setzt man — ſtatt h, fo wird 


1 3 


a+ba” Lex” +dan”+.. 


wo. die Koeffizienten G; G;; Gz; 23 . 200 0 ®- den obigen gleich find. - ” 
Den erſten Koeffijienten 6 der Entwidelungds Reihe fann man Au radurch aeden, daß 


in der gebrochenen Funlkzion a o0 geſetzt wird, alsdann wird: 


4 


— 2 wie erforderlich iſt. 


mr dehnen dmud=e.... ſo win 


G=- 
' U, ſ. w. 


Aufga be. Die oebeochent Fenhion 


verwandeln. 


m 


F. 64. 


1 + x? 


” 
— 


1 = x?! 


— 77 in eine [> Reihe zu 


ed — 22 4 8; 


(AI) area us 1 ud Ze Sa 
und 


a* 


a’ _anbd — 0° +3aite — b*. 





- 
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Auflöfung. Nach 6. 62. ift Hier 


r=m=0; h = 2; a=1; tel clmdm=...=o; 
a ==1; b=l;c=— 2; do; e=1Ü; fzem..-0 


daher erpält man Ä . ie 
G =1; | . 
G=-1- 6 =-32; : 0. - 
G= 26 — =rt 
= 232, —- =-8. , 
6=—-6 +26, 6, =+ 15; 
6,=—-6 +20, —- 6, =- 29; 
6. 2 — 6. 426. — 6, = + 55; | 
G,=—6, +26, -66=— 10; u. ſ. w. folglih . rt 
en 1 — 22° Hat — 820 + Diet — Da + rt... 
| 65, 2 | 


Aufgabe. Die gebrochene Buntjin 
= —1+34° +14? TeFRr 


in eine Reihe u verwandeln. 
Auflöſung. Nah $. 55. AD iſt hier m 0; hl und 
a= 1; bz=i;o=}%; d Fee alfo 
E64. + + +++... u 
G =1 
6, =—46G 


G, = — 36 — 36: — 46, —1G, 


G =1 339 
u ERS. u | 
G, = 75 57281 
- 4 ,=-- 2110]! ’ \ 
G, — — 37!’ — 3250433 
G i Gro = Tea 
. 2 m 6; = — Im 

Gs=o@ 6. ER TI8, 

* zr15]1 — 3 
G=— ımi 6. A406 579 093 

863 * AC 
6 =- m GB, 248.08 22 159. 

1375 j [18]! 


8 Driüttes Kapitli. 
Daher iſt die gefuce Reife, ober 
-1— 1 1 1.,..3 3 g- - — 

Y pn — 77 — 15%” — 7% VE — 70 o* — 160 x . ... ce... 


| Wird in der gegtbenen gebrochenen Sunfjion, und, in der daraus abgeleiteten Reihe, — ⸗ 
ſtatt x geſetzt, fo erhält man 


1 " . X 
| — 4x + x = Fr: =9-Ge+ ae - G,x! hu... 
oder, auf beiden Seiten durd) x dividitt, 


—— 2-6. +2-2 +02 6, +. | 


. Wegen des vielfältigen Gebrauchs der vorſtchenden Koefftzienten, ſind hier noch die Werthe 
derſelben in Decimalbruͤchen angegeben, = | 
| G =+1° Ä 6: = — 0 0 40564 
6. =—05 | G,. = — 0, 00523 68753 
G,' = — 0, 08333 33333 | G,, = — 0, 00467 74074. 
6 = — 60, 04166 66667 GG, = — 0, 00421 . 49371 
GC, = — 0,0638 8889 | 6. * - 0, 00382 68920. 
6 = 0,0875 000 |. 6: = — 0, 00399 7350." 
“6 == 0,0146 979 | Gy = — 0, 00324: 44930 
6, .= —'0, 01136 » 73942 G,, = — 0, 00296 94551 
G, = — 0, 0935 65366 Gy, = — 0, 00275 53832 
G, = — 0, 00789 235540 | Go == — 0, 00256 74201 
6 =— 0,0078 550 | uf m. | . 
5. 66. 
‚Aufgabe. Die gebrochene Funkzion 
| 1 Bu ur 
yo Per in eine Reihe zu verwandeln, 
1-Fr- — + 3808078" | on 
Aufidfung Nad. 63 iſt hier m = 0, kn = 2 und wenn man = or 
2.3.4 = [911 2.3.4.5.6 = [9]; 2.3.4.5.678= [Blli..... | 
ſetzt (5. 6.), fo wird: 
4213; ben = + gi img e=tge.:.. alſo 











=+1; ' | | oo. 
et J | 
= rt 
Ä s=+tm uhr 


.n a + Ba 











L 
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Man erhält daher | Ä — on . 
e=1; eh, U 
1." ‚= 710]!? 
G= 75. 6 2702765 , 
5 s — TRT ° 
G= 147°’ 6. = 101, ‘ 
6, 61 Zr [14]! 
* G.= 19391512145 
F nn 
4 = ar u f. w. . . , 
Hienach if die —* Reihe: Ä u . - 
6i 
veitzetmetene + m. + ta oꝰ ..... 
8.6. ” 
Artsat⸗ Die gebrochene Sunfjion | 
—— 254 - — + — a 
| n-73+7373— 1a t LK ——— 


in eine Reihe zu verwandeln. 
Auflöfung Se iſt nah 62. r=o, mm=1, A 2; ferner, wenn man 


Bde, 2.3.4 = [4]; 2, 3.2.85 [5]!; 2.2... Rat, a =1; b Sn 

edge man; = ame d=- me 

Ä daher weil stm = -— area fo wird: | 
6*13 | | J | | Ä 

2 353. = u eo; ' 

en. | 

6 + 7 + Bit + Bi | 


u.f.w., wo die Koeffizienten nad) einem leicht zu überfehenden Geſetze beſtiumt werden. Hieraus 
erhält man: .' 





. 
- 








6 13 6. =- San EEE 
ı 2, N _.5 2° j 
G=-7° . . = sim’ | \ 
1 2» 591 210 : . 
G=— 5a = - um’ 
26 7 ai 
G, = — 2 [6° G, — — F [17]? u. f w. 


Sytetweind Knatyfis, 1. Band, | “ | MM. 
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Es ift daher die gefuchte Reihe, oder B 
1 1 2 EBEN * 


21 m Mu BZ 5 u 
x” PM — HOT — 371 — 301 7 st — - 
$. 68, 


Enthalten die einzelnen Stieder der gebrochenen‘ Funkzion Wurzeln oder gebroch ene Er 
nenten von ©, To bringe man ſaͤmmtliche ganze und gebrochene Erponenten ‚von = auf einen. ge= 
meinſchaftlichen Nenner, welcher = m ſeyn mag, und laſſe die anzunehmende made nach den Er 


ponenten 1,2, 3; Suse ſprtſchreiten {$. 63. IE} —, . 


— 


Wäaͤre z. we — trete __ aachen, ſo erhält man ſtatt dieſes Ausdruds 
—E — ————— 





2 +2x —— +2x — FOCE FRE TOR FRE TOR FEFESOR Ä 
13x +53 3 J— 58 - 
- babe | 
0 ABEr cl. + pl + E 44 let... 
—1 341 —3B| —3IC| —3D .... 
N —*1 +5. -+59B +50 +. 
Hieraus findet man R va 
A—1 H=3F—5E 
_ B=o re I =3G —5F 
C=3A K=3H—-56+A4 
D=3B—54+1 L=31 —5H+B 
E=3C0—5B - M=3K—5I-+C 
F=3D-5C N=3L—-5Kä+D 
G=3E-5D+2? ",ufw. . folglich 
1+/x+?2x 


_AltVet?e 4 343 — 42% 9x 32728 Ye 
1-3yu +5Yx—xyo t + + 
Diefe Entwidelung der Koeffigienten hätte man auch nach der allgemeinen Formel 2.62, 
bewerkſtelligen koͤnnen; allein in den Fällen; wo die Erponenten von x nicht regelmäßig auf ein- 
ander folgen, wird dadurch wenig Erleichterung der Rechnung bewirkt. 
- 5 \. 69, 0. 8 
Wäre der mweitheilige Bähler oder Nenner einer Funkzion auf irgend eine. Poteng erhoben, 
ſo laͤßt ſich die Entwickelung einer ſolchen Funkzion in eine Reihe, mittelſt des binomiſchen Lehr⸗ 
ſatzes, leicht bewerkſtelligen, wenn man dahei die Lehre von den unbeſtimmten Koeffizienten anwendet. 


e 
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1. Beiſpiel. Di Sunfyion Juze, in eine Reiße u bacwandein, feße man 


4—3 ” 
DE 2 EEE . vr; 


fo wird | a Ze 
d-3)=4+ Bla H+.!C: BAUR D Fon Bar... Rue 
+24) +2B| +20) +2D an. 
Aa Bl He +... 











Es iſt aber. $..31, .» 





3.6.9.42" 


Mes)arm dr. 9 “4. m in. 


daher erhält man. .. 
„oe=4+ B +’ ec x + "D| 2 . E Pr 


+. “F. X Ley N 
-1+24 +2B|. #20| +2D| +28 +..4f1°- 
+1 H A Hör + c + D ti... 
M 1 +3: + 2% 2a +... 
und hieraus nn + + Be 


* 


‚SBubabık 


— 2 4—-1=—3 , j : 
—2B— A—1l1=+4° — U 
— 20 —B-j=_.2 
Senat 


NUN 


Zu 
n 
m} 
I 
[= 
2 «Is 
I 
I 
e 


ſ. w. folglich I en 


ya—3 
nee te Berti. 


2, Beifpiel. Die Funkzion in eine Reihe zu verwandeln, ſebe man 


1x = 12: 
— — — — — 22 — 1 —— 
vateaı) = —S —— 
Run iſt S. 31. | | | Bu 


A+ 277 1* = 1 darf Ir - Art 4 ————— .... daher 
AU) Un dat dat m 426 + 52° — ,....) ode 
1 — 
an matt det d Bat — Int Abt pt 4 at ur — — d4 


44 


ren” 
rer Ze + G240, io x + Fit art el 
| Ä Mm 2 


E Beifpiel, Die Funkzion te in: eine Heiß zu verwandeln, ſetze man | 


20 


Br Dit Bit 
| Ran ift 5.25 { | 
er = —E — — ur... dem nn + ... .. 


— — ii I—ra=x + (rti)2atn* — 094° + tr mes} = Dr W Er 
— 


Beide Reihen mit einander multiplipiet, geben - - 


B+ co)" = br} mb +m,br2c:® PIE ...4 ma eu n +... 





A+ am) — rmab"!c — nn, ab Om 
PEN perl Art 


„® ® 0 ¶ v + 0 0 0 


+ (rn Dar db” 

Dieſen Ausdruck mit [7] verglichen, fo erhält man 
nr TR Da a, tn handen, 
wo das obere Beiden für ein gerades, und das untere für ein ungeraded n gilt, 
Hein nach tinander O, 1,2, 3,.... ftatt ns gefekt, giebt 

Gum. 
 G,=m bc — rab" 

G, = m,b"*c? — rm,ab"”1c -- (r-L- 1), a? Dr 

GG, em bio — rm. abr*0* ++," — rm 

u. ſ. w. 
§. 70. 





Eben ſo verfärt man, wenn der Bähler oder Nenner der gegebenen Zunfzion eine drei 


oder mehrtheilige Groͤße iſt und auf irgend eine Potenz erhoben werden fol. Denn man kann, 


mit Hülfe des binomifchen Lchrfaged, jeded Polynom auf irgend eine Potenz erheben. Sept - | 


man ba + cx® ſtatt = $. 26., fo erhält man das Trinom a + bx + ex, und es iſt 
für jede Zahl rn 

(+bx+ ce) = == a® n,a”(bx + 0x2) Fr, (bir + ca) >... 

= ar n,artbx + n,aclartx* + nn in, a®c® F. ren 





+ n,b2 In, b + n, 3ab?2c 
tn, b 
Seht man ferner c=+. de ſtatt c, fo erhält man (a + bx + 0x: - de®)r, und 
wenn d 4 ex ftatt d geſetzt wird, (a + bx ex" + dx? ext) uf. w. Dieſes 
WVerfahren iſt aber ſehr langweilig, weshalb daſſelbe hier nicht ‚weiter ausgefuͤhrt und auf das 
u acht;ehnte Kapitel verwieſen wird. Dagegen uͤberzeugt man ſich leicht, daß ſich jedes Polynom 


in eine nach den Potenzen von a ‚geordneten Reihe aufloͤſen laͤßt, oder daß iſt allgenein = 


" (a +bx + c ch, "mA Be + Ca’ + Dat + ..... 
wo n jede mögliche Bahl feyn kann. Es läßt ſich daher auch jede algebtaiſche kuulzion von x 
in eine nach den Potenzen von > geordnete Babe auflöfen, oder es ift | 


fu 44 Br“ + Cx ar Fi... 


a 


4 


Bon den uneflmten Koeffizienten der cahen. 98‘ 
j §. 71. - 
nn een ae... und cd fer ſer⸗ 
‚ner befannt, Dh: . 
| Su Bar + BB.. Bott + Ber + By 4 Bitch 
ift, fo folgt Heraus x a 
B=0;B, =0;B, = 0;.... Bas = 0, und 
- B, = 4; Bu= A,; Bu = A; .. 
Denn man fege beide Reihen einander gleich, fo wird 
o=Br4B, rm... + Bj” + Bualart +.... 
+4 + 4 ” 
woraus nad) |. 52, die obige Vergleichung folgt. . 
Waͤre hienach 
S=4Aw + 4xt+4, ri At, — 
| S=Be $-Bs#H B. - Bes + Bot +... ‚ 
(0 folgt Hieraus 
A=BA=B;A,=B; A =B,; u. ſ. w. 
4. 72. x 
206 iſt eine‘ merkwuͤrdige Cigenfift der Potengen der Reigen bier anzufügen. 
Es fen | 
0) (+0 tor ans. At Bu CH Da +... 
gegeben, fo ift auch, weil x jeden Werth erhalten Fann, wenn man a ſtatt = feht: - 
I tee . A Br CA Dit ice 
und wenn man beide Seiten der Gleichung mit x” multipliziert 
(IN) (a + bat got dat. mu 4 Berti, Cart 2 Det h.. 
Wenn daher die Reihe (D) gegeben iſt, fo Tann man daraus die Reihe (IT) ohne Gm 
änderung der gegebenen Koeffizienten ableiten, 


Gebt man . | 
ya bortt Lo Lad 


zen ed m Det h | 


73. 
Bäre die Reihe u 
ya ä 4 ont dw... [0 
gegeben, und man foll daraus den Werth von x, durch eine nach den Potenzen von y fortfshreie 
tende Reihe finden, fo fege man 
u Ay + Bett + CH Dr... . [2 

wo 4, B,C, . . . . unbeflimnate Roeffigienten, und =, # noch näher zu beftimmende Werthe für 
die unbelonnten Erponmmten bejeichnen. Aus der Neihe EI} wird nach $. 72, wenn A, Aa... 
B, Bu nun. nu fe m. onhehlumn Rerthyenten fh, oo 


- fo wird hienach 





oo. ye =.4A, um. + 4, „mt ob Ayamtah u n 
ye*⸗ = B, ' gam-+-Pın 4 B, „aun4-Bm-+}-h + B, gemtAmtah + ' 
= = (, „amt 2Ppm- + 6. zum tapmth + c, zum Hop ah + 


.s”e..+ 


er. 


. © eo. + ® 0 W 0 + 0 J % * + 2o60 3 0 


Diefe Werthe in a ] geſeht, giebt | 
= 44, zum 1 AA, „um+-h +44; zemhah  L,,,, 
+ BB, aumtfm L BB, zemtimth. ,.., 
ex . 4 cc, „um+2apn +. er | 
Bu | W +.... ode 
o= 44, zen LAS, zemtk +44, „emtak + 4A, „amt Ih DE ... 


a, 


- - BB amttn 4BB, zemtämth 1 BB, ammtimhah | 


+ Ce, aemntm 1 CC, amnthatrb.L,,., 
. | + DD. tm + ,... 
\ " +.... 


Weil a, 8 noch. näßer zu , beftimmende Größen find, fo ſehe man die über einander ftehene | 


| den Koeffizienten einander glei), fo wird am == 1 und Am=h oder a =. * und = 2, 
Diefe Wertbe in die Gleichung [Ir] ser 9 giebt | 


1+h 
= "+ By® +oyr 45 URBERH | 
oder wenn bie Reihe 
(I) — he Hart dent —— 
gegeben iſt, ſo erhaͤlt man daraus 
ı  ., De = yr (A-+By7 + Or” + Dyr HER +.) 
und hieraus nach $. 72 


(un. = (AH BR + CH" Eh Dyr LEyr FERIEN \ 
wo A; B; C;.::.4;B; C; .» . noch näher zu beſtimmende Koeffizienten bezeichnen. 





Will man mittelft der gegebenen SKoeffiienten a, d,c,d .. . die Koeffiienten 4,B,C... | 


der Reihe (II ) beftimmen, fo fann dies entweder dadurd) gefchehen, daß man aus der Reihe (7) . 
i —* 

die Werthe ym; ;.... beſtimmt, diefe in (ZI): fest, die alddann entſtehende Gleichung, 
welche nur die eine Veraͤnderliche a enthaͤlt, auf o Bringt, und nach $. 52. die Koeffizienten 
A, B, C... beftimmt, oder man fann auch mit‘ Hülfe der Reihe (IT) die Werte a; amtR; . 
fuchen, und ſolche in (7) fegen, fo wird die entftehende Gleichung nur die Veraͤnderliche > enthale. 
ten, ans welcher ſich dann die unbekannten Koeffizienten beſtimmen Taffen, 

Wegen der Beftimmung diefer Koeffizienten f. m. $. 849. u. f. . 

Das Verfahren aus der Reihe CF) eine beliebige Potenz vom = zu mwigein, nennt: man 
die Umkehrung der Reiben, (serierum Reversioz; Retours des suites). . 


Bon den unbeſtimmten Koeffizienten der Arien 3 


y 74. 
Zuſa tz. Durchgaͤngig y* ftatt > geſetzt, fo erhaͤlt man aus 
Dy= Bi a Eh a 2 En ER 


vah sah on 
ar em" (AH By" + 0y® Brite we 
din) = y" (44 By® — + Dy® REIT tr) 
75 | 


Die Lehre von den unbeftimmten- Koeffizienten läßt fich auch auf Die Entwickelung. einiger 
wichtigen Eigenſchaften der Binomialforffisienten anwenden. 


Nach $. 25. ift | | 
A α +, Fam. tan ... ae 
d1-swel- u. tt, - a, xa: BB. at... 


wo die obern Beiden für- ein geraded, die untern für ein ungerades r gelten. Beide Reihen mit 
einander multiplizirt giebt Be 








1+a, s+1.a, +1. a, —R %,,,$1 u | +1, —8 xetrL,,. 
= a —a,a,| —-a,a,|. — 4.43 — al —a, Ge ” 
4431 + a,a, —X +0 Ag. +a;, Ar 
— a31 | . ” 0,0 Deren .. 
rat. + ar-.ı Gr + ar Ara 
‘ . tT&" & | +a app 
+ Artı Araı + Er: ar 
.eor 00% oe e del. 
| / — Ay Qı . + Ar QM 
Ferner ift: Tai mann 


dA- ey - an + ax... Fa" Fein. 
Aber (1 +) (1 — = (1 — x)“ . Vergleiht man daher die ſuſarumengehorigen 
Glieder dieſer Ausdruͤcke nach $.52., fo wird 
(I) ta,= La Garn tagt. — Gar rt rar rar +arpı Ar 110 Aa a, + al. 
4/97 o=1. Aarpı arg} Aalen) — Aylerme +.uot Ar Arıı + Artı Ar rare + Al Agrpıl, | 
In (I) we 2r flatt a und in (II) 2r + 1 nun a Belek, fo erhält man wegen 
Mn my (\, 38, LVII. ) und wegen (LV) 
(IH) +(2r), 
=14-2r12r)ı Order) Braten —* —E — — —— er rt. 1. 
(Y/) o' | 
=11—(2r41).(2r —X +. 1. 
| Weil nun 2r jede gerade und Ir + 1 jede ungerade Zahl bezeichnen kann, fo folgt hier⸗, 
aus, daß die Summe von den Quadraten der Binemialfoefienten. mit abwechfelnden Beichen, für 
„einen. ungeraden Erponenteh = Qifl. - 


[7 


5 Viertes Kapitel. 2 
Auch erhaͤlt man §. 4, (III) | | 
— 4 Ti Ta 4 Tora + tr, + ... .+r, rı + te -(2r)e(2; =. . „—arıen, ti. 1. 

. wenn r eine gerade ganje Zahl iſt. 

Vereinigt man in (T) die gleichen Glieder, fo wird 


J 


+«.=2. a0 — 2a, ana + ap... + 2 ara Ara + a,ar 
oder + arar auf beiden Seiten addirt und durch. 2 dividirt, giebt 
tet r__ 
+ 


— — * 1.0 — aan + ara Giga + ..+ Granı Arpı T + * 


Durchgaͤngig mit au bividirt, giebt wegen et, ($: 38. IX.) 


“ tu, | (?r) a (2r r),_., Aı (?r),a, 
an a * — ** [et 
und für a=?2r * 


(Ir) + m. —E— — — — — —E— 





| | Viertes Kapitel, " 
. Von den hoͤhern Gleihungen. 





76, 


Bedeutet bier n jede poſitive ganze Zahl und das Funkzionenzeichen, ſo heißt eine ale 
braifche ganze Funkzion 
Ex = ar Aa 4 Bi + Cote... + Po 0 [7] 
eine geordnete Gleichung, wenn in derſelben die Potenzen der undelannten Größe =, wie bier, 
vom hoͤchſten bis zum niedrigſten Erponenten auf einander folgen. 


Die hoͤchſte Potenz von a beftimmt den Brad der Gleihung, So ift die vorftchende, 
‚eine Steigung vom nten Grade. Eine ſolche Sleihung ift vollſtaͤndig, wenn fie außer der t höhe 
ſten, auch alle niedrigere Potenzen von a enthält. 

Gleichungen welche den zweiten Grad überfteigen, heißen Höhere Gleichungen, und wenn 
ſolche nur Die erfte Potenz von a enthalten, einfache Gleichungen, Die Auflöfung der Gleichun⸗ 
gen des zweiten Grades, wird. ald-Sefannt vorausgeſetzt. 

Ein 


4 


‚Bon den höheren Gleichungen. .7%.7. 97 


Ein folder Werth von x, für. welchen die. algebraiſche Summe aller Glieder einer Gleis 


dung == o, alfo 
+ A + Bath... + Ra + 0m 00m Fame wird, heißt eine 
Wurzel der Gleichung. 
Wäre a eine Wurzel diefer Gleihung, alfo = == a, fo ift " 
"Aa + Bat... +Pa+0 = ao Fa=o 
- und = — a zu 0 heißt eine Wurzelgleiyung von [7]. 
- &o wird z. B. in der Gleihung ‚vom dritten Grade 
ai — 22? 13x - 0 = oo, 
wenn man = = 3 fegt | 
27 — 18 — 39 - 0 = 0, 
daher if 3 eine Wurjzel diefer Gleichung, und = — 3 = 0 bie urjelgleichung. 
In der Gleichung vom vierten Grade 
+22? 422 3x -2=0 
mzat man für = = — 4 + 43 . 
az —;—i/y-3; telmwer—=—j+ 47-3; daher findet man 
fatt der vorftehenden Gleichung 0 

(34-9424 2-09 4 HD +20 
folglich ce — 4 + EY— 3 eine Wurzel, und c +3 —3Y—I= 0 die Wurzelgleichung. 
Seht man. in der Gleihung [I] irgend einen belichigen Werth « flätt =, für welchen 
man Fa = R findet, und ed wird R nigt = o, fo ift auch a Feine Wurzel der Gleichung 
Fx = o. Die Größe R, welche pofitio oder negativ feyn Tann, Heißt der Reſt oder der Werth 
der Gleichung Fx = 0 flı x = e, 

Sind die Wurzeln der Gleichungen gange, gebrochene oder  irrationafe, pofitioe Oder nega⸗ 
tive Größen, To heißen fie reelle Wurzeln, fonft imaginäre, wenn ſolche unmoͤgliche Größen ente 
halten. Auch. werden die reellen Wurzeln noch in comenſurabele und incomenſurabele, oder ratio⸗ 
nale und irrationale * eingefeit 


- $, 1. 
Von der Gleichung 
Fam Art Bat... +Pe+0=o 
fey a eine Wurzel, fo muß diefe Gleichung duch x — a ob Reſt theilbar ſeyn. 
Denn weil a eine Wurzel iſt, fo erhält man - 
Fam art damit Basti... HPa+O=o 
- Diefe Gleichung von der vorftehenden abgezogen, giebt \ 
Fz—Fa = (æ — ar) + A (a1 — ar-ı) + B(art— ar) + ... + (2 a) P =0. " 
Nach g. 61, ift aber > 
Eytelweins Analyſis. I, Band, . N 
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or tomaten... 4. 
Te most ent... For en 
ar | | | 
a BIER ⸗ 
eng 
x 8 


‚Wird daher der oben ſtehende Ausdruck vurch x — a dividirt, ſetzt man die bier gefun- 


denen Werthe in denfelben, und ordnet die Glieder nach den Potenzen von a, fo wird. 
. md TEL le ES +....tam 





f a + a® rt + am 4 
=+$aB + a”3B 


+6 + a”C 


+ P 
ode wenn man die auf einander folgenden Koeffizienten durch ABC... .. P, bezeichnet und 


den vorſtehenden Bedingungen gemaͤß Fa = 0 ſetzt, fo erhält man auch 
Fx 


Zu Aut Seht etc Atari Eh 
und e3 iſt alsdeun 
| d=a +4 | | 
B=aetu4A+B — Ä 8 
C=a+e4+aoeB+C 





® “ ® . “ ® L Zu | [ } @ ‘ ® 


P= aa ’d+asB--artC t.... + P. 


Hieraus folgt, daß, wenn «a eine Wurzel von Far iſt, fo muß Fx durch x — a ohne 


Bf theilbar feyn, und man fann hienach die Koeffizienten £# BC... bes Quotienten beftinmen. 
‚ Umgefeßrt wenn ſich die Gleichung Fx = o durch = — a ohne Reſt theilen laßt, ſo iſt 

za eine Wurzel, diefer Gleichung. Denn es fey 

" \ Fer et for... + P,fo wid 


FPr=@—- p. ..4 


Fuͤr æ S a wird æ — Oo, alſo Pæ — o, wie erfordert wird ($. 76.) wenn a eine j 


Wurjel der Gleichung PFo 0 iſt. J 7 
Zufay. Dem Vorfergehenden gemäß ift Fo oder | " 
en + Bern. .+0=(- — oe) (a +4at.. ..+P) 
Wäre nun ferner b eine Wurzel dee Gleichung | 
α. J 0, 


8 

















Bon ben höhem Steigung. $. 78 — 80. - 


fo findet ı man eben fo Ä 
em L4c.+t. .+PF=@—b)(am 4 fon... j + 0") 
Wäre ferner o eine Wurzel der Gleichung 
a4 ars Bars ,, ‚+ 0" =o, 
fo findet man auf gleiche Weiſe | 
+ N ar 4...+ ee. . N”) 
oder wegen des vorfichenden Werthe 
=» + Am +... +0=(—o)(2—b) @- Je —— se +N”). 
Verfaͤhrt man eben fo mit der Gleichung 
ta... + N" mo | 
und geht auf diefe Art weiter, fo wird jede folgegde Gleichung um einen Brad niedriger ald die 
vorhergehende, bis man juletzt zu einem Husdeud vom zweiten Grade fommt. Sind die Wuryeln 
deſſelben p und q, ſo erhält man 
+42 +Bar4... +0=@-0)(@-Ya-dea-d.... pP) (e-g=o, 
und eb find alddann die n Werthe a, d, c, d, .. .p,q Wurzeln der vorftchenden Gleichung, weil. 
für jeden dieſer Werthe die Gleihung = 0 wird. Hienach Fa = o; Fb=o; F=o; 
u.f. w. Kann man daher von Fx und von den Gleihungen die nad) und nach aus Fx “ents 
- fanden find, die Wurzeln angeben, fo folgt Hieraus, daß eine Gleihung vom nten Grade n Wurs ' 
jeln Haben muß. O5 eine foldye Gleichung noch mehrere von .den norhergehenden verſchiedene Wur⸗ 
zeln Haben kann, wird im folgenden $. unterſucht werden, 

Ferner folgt aud dem Vorbergehenden, daß, wenn man im Stande iff eine. Gleichung in 
zwei oder mehrere Faktoren zu zerlegen und die Wurzeln biefer Faftoren anzugeben, indem man je⸗ 
den derſelben == 0 fett, alsdann die Wurzeln dieſer daltoren, zugleich Wurzeln der gegebenen. Gleis 
. Yung find. 

8. 79. 
Eine Gleichung Fx == o vom nten Grade fann nicht mehr ald rn Wurgeln Haben. 
"Denn man begeichne dien Wurzeln diefer Gleichung durch a, d, c ... ps g, fo it $. 78. 
\ Fx=(2— u) (eb) (æ — c) .... (æ — p) — 9). 

Bezeichnet nun r. eine von a,d,c ... p, q verſchiedene Größe, welche ebenfallb Waurzel von 
Fx feon fol, fo muß nach $. 77.2 — r in Fax ohne Reit aufgeben. Hiezu wird erfordert, 
dag = — r in einen der Faktoren æ — a, z—b, 2 — 0 ..... ohne Reſt aufgche; welches | 
nur dann möglich ift, wenn r=a oder r=b uf. w. wird. Hieraus folgt daf r feinen von 


den n Wurzeln verfchiedenen Werth erhalten kann, deß alſo eine Ortung vom nten Grade nit. 


mehr as n Wurzeln enthält, \ 
% 80. u 

gebe Gleichung läßt fi fich in eine andere verwandeln, deren Wurzeln das Bi oder ein Ä 

beſtimmter Theil von den Wurzeln der gegebenen Gleichung find, 


Soll die Gleichung 
u a a a DE 2 222 a 
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in eine andere verwandelt werden, deren Hurzeln yz=k.: find, fo wird x = I alfo- 
+ ... +0=0 me . 


My +“ +Beya+ hy... Hormon 
Wied | x ſtatt x, alo y = ⁊. daher x == x geſetzt, fo findet man auch 


(ar) y* +4rttarttertt....+£=o 
PR erhält man. zugleich ein Mittel die Koeffizienten einer gegebenen Gleichung zu ver⸗ 
kleinern, wenn ſich dieſelben durch die auf einander folgenden Potenzen einer Baht dividiren taffen. 
Beifpiel; Die Koeffizienten der gegebenen Gleichung 
ut 15rt + 36x? + 1082 + 567 = eo 
laſſen fich durch die auf einander folgenden Potenzen der Zahl 3 dividiren, daher erhaͤlt man auch 
— Fr’ ty 0 oder 
| vs ri rıy mo 
woy= 3. iſt. | 
‘. 81. 


1. Zuſatz. Sind alle Koeffisienten ganze Zahlen, und der Korffizient des erſten Gliedes 
größer ale 4, > fann man die gegebene Gleichung 


= + Bet + 02 + Des 4 ....+0=o0 


| EU EU —— 
verwandeln, * Koeffizienten ebenfalls ganze Zahlen ſind. 
Denn man verwandle die gegebene Gleichung in " . 


RE I Ati Beta Kae Ka | 


M cine andere. 


| ſete y == da, alſo x =4 ‚fo wird 


ya yet pet tßeo 

oder mit A" mullipliziet, giebt . | 

„+ By + Ay + LES H+... +0 

BPeifpiel. Die gegebene Gleichung | | 
| 22. — 3 —Ach5=e, " nt 
im eine andere zu verwandeln, deren erſtet Koeffigient 1 ift, wird 
y„’— 35y2 - 85 + 0=0 
wo y * 2x ift. | 
| . 82. 

2. 3uf aß. Beſtehen die Koefflzienten einer Gleichung aus gebrochenen Bahlen, und man 
will diefe Gleichung in. eine andere verwandeln, deren Koeffiienten ganze Bahlen find, fo darf man 


nur eine Zahl x ſuchen in deren auf einander folgenden Potenzen, die auf einander folgenden ° 








4 


- Bon den hohern Gleichungen. .81—8, 101 


ninnen der gegebenen Gieicheng- auſgehen, fo erhält zian nach $. 80. (T) die oe ſuchte Gleichung 
ohne gebrochene Koeffizienten. . 


Wäre z. B.. die Steichung | | 
+20 +47 Bar or j=0 

gegeben, und ed ift x eine folche Zahl, 4 welche | 
Ak, Be Ck’ Dk* 
3 775775 7 game Baßlen werden, to ſete man =. = F, alödann wird $. 80: 9 

oo r+tr + rem. 

Beifptel. Die Brüde der Gleichung Ä 

æ* — 30° ja ir — imo ” 


wegyufihaffen, bemerkt man leicht, .. bie Nenner 3, 6,4, 2 in die Yotenyen 6 62,6%,6 - 


aufgeben, daher erhält man file = = \ 


5.216 7. 
r-Fr+% — r-Tr- zo eder 


y.— 4y + 30592 — 12y — 1536 = 0. 
2. Beifptel. Die Bruͤche der Gleichung 


1 2 
4*57 


weghuſchaffen, kann man auch x* +02. -—z A za + 02 — = = o führeiben, und bemerft 
alödann leicht, Pi die Nenner 1, 2,1,16 in bie Potenen 2, 9* 2 aufarden, eher echält 


man für = = Z nad §. 80. (T) 
| | — nr yo za 0 oder 


' ya My — 75 — ©. ' 
Bon der gegebenen Gleichung iſt = = + eine Wurpel, daßer muß yzIe=8 eine 
Wurzel der gefundenen Gleichung ſehn. 
Durch ein ähnliches Berfahren ft man auch im Stande irrationale Rorffiienten weswfchaffen. . 
3. Beifpiel Aus der Slihung =? — ix + Y3 = 0 dad Wurjeleicen. woeggue 
f&affen, ſetze man x = yy3, fo wird Er 
- Sr? art Y3 = 0 oder 3y2 — 2y imo 
und nad) $. 81. | 
| zit — 22 Io. , 
Dieſes Beiſpiel it nach Neuton (Aritimetica universalis. Edit. H.Londini, 1722. p 26.). 
9. 83. 
FJede Gleichung laͤßt ſich i in eine andere von eben demſelben Grade verwandeln, deren Wur⸗ 
zeln um irgend eine Größe 7 von den Wurzeln der ‚gegebenen Gleichung verſchieden find, 


Die gegebene Gleichung fei 
Furt det Bath... Ha Omen 


e 





ET WWWiririertes 2 >) ’ 
I. &otien® nun die Wurzeln ver verwandelten Gleichung „= x = h jeyns ſo wird 
bienah = = y + Ah und wenn man dieſen Werth in die vorſtehende Gleichung ſetzt, To entſteht | 
. offenbar ein Ausdruck = fy in welhen y= x — Rift Hienach findet man 
| (th + Ay By +... ..+Po+n+ O=o. 


‚oder wenn man die Binomien nad $. 25. auflbfet und nach den Potenzen von y' orbnet 





y„+nrıhly® + nn,» |yt+ 'n, fh y”5+....+ » 
| + A + (r—1)Ar + (n— 1), 4 h® + dam 
Ä + BB +(n—2) Br + Ba __ 
+ € En. 2 7 u) 
o + 0' 
Man fann daher die gegebene Gleihung Fx = o in eine andere 


ır=yr+4d4r+Byrt+...+Pyr+0=o 


verwandeln, deren Wurzeln um den Theil r Fleiner find, ald die Wurzeln der Gleichung Fx=o; 


ober es ift bier ymı— h Nach diefer Gleichung iſt 
I=A+nh 
B=B-+(nr—-1) Ah+n,R? 
C=C+knr—Y)Br + (fn—1, Akt Inh 
D=D+-R—BCh »(r—2, Br > (n—1), Akt + mh 
(d=0 Ph + On + N +..+ 44mm 
‚Kennt man daher eine Wurzel a der Gleihung Fx = o, fo wird x = a, und es ift 
dadurch zugleich 'eine Wurzel y = a — h der Glelhung fy befannt. Umgefehrt, wenn: man 
eine Wurzel « von fy == o fennt, fo ift auch die Wurzel x. == a «+ bekannt. 
I. Sıry=xchhwda=y— 5, alfo bleibt die vorſtehende entwidelung un⸗ 
| geändert, nur daß durchgängig — h flott A gefeßt werben muß... 
§. 84, . l - 
1. Zufa 8. Schreibt man die Glieder der Gleichung fy == 0 in, umgelchtter Ordnung - 
+ Py+07:+Ny +... Ffir $yY=0o, ode, weln eine pofitive 
ganze Zahl ift (. 26.), 
hr +, nm +7 pt — 0 
| +44 (a1) An + her An 
n—2.n—3 y 
+ Bm + (n—2) Brit) 4 75T Bn 


1. 
+ Chr  (n—3) RA 209 
.. . . 17 1.0» | 
Pr + 1.Pn° 
+ 0» oo 
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fo bemerkt mag leicht, daß das Glied O gefunden wird, wenn man in der gegebenen Gleichung 
= + Am + Bo . ... PPOS 
zmith vertauſcht; dies giebt | 

G=m Am BEO@L+....FPr + o. 


. — 


Hieraus kann man den folgenden Koeffizienten P ableiten, wenn man jedes Glied der Reihe 
O mit dem Erponenten von A multiplizirt, und den Epponenten der Potenz von’ A um. eine Eins 


beit vermindert, Hienach wird 
P nHhM-Si 4 (n—1) Ah EL (n—2) Bars 4. ...4 20Rr! + 1.PRr. 


"Hieraus den folgenden Koeffizient O’ abpileiten, verführt man eben fo, nur daß jedes Glied 


noch durch 2 dividirt wird. Dies giebt 
0= nn. m a) + a) Anm + n—2.,n—3 Br, , ‚+ 2 om. 


Ueberhaupt erhält man jeden —— der verwandelten Reihe O+Py+...+y’=o 
aus dem unmittelbar vorhergehenden, wenn man: jedes feiner Blieber mit dem Erponenten von 
r multipliziet, durch die Ansapl der Roefftzienten dividirt, welche dem gefuchten woran 
geben, und den Erponenten ber Potenz von k um eine Eindeit vermindert. 

Durch diefe einfache Regel erhält man ein leichtes Mittel, die gegebene Gleihung 
, Fam} det 4 Bat ti... 42400 Ä 
in eine andere 
| Y=0H+Pr+0r +Ny: Hei PA 
zu verroandeln, wenn = == y -+ h oder ae=y—h feyn fol, und man ‚hat nur zu bemrerfen, 
daß für x = + h alddann O0’ = Fr, und für x —75 — 4 alsdann Q' = FM wird. 


1, Beiſpiel. Die Gleichung 
Fz = + +82 — 52? -- 32 —7=o 
in eine andere zu verwandeln, deren Burke y = — 8, alſo ⸗ — iſt. 
Hier wid. = 3; A=8; B=—5; C=3wmD= [1 alfo. 
. D+Cy+ By +4r+ypmo 
die geluchte u und man findet 
= (3) + 8.9 — 59: + 3(9) — 7 = 234 ZZ 
= A +30 2.00 + 8 - on 
Fe’ 949 -F-ı . 
23.4 2.3.8 _ | . 


frmyı EWyY + = 0. 
Für Fx = oift z == 1 eine Wurgel, daher muß — 
eine Wuryel der verwandelten Sleichang ſeyn. . 


\ 











’ 


— 


⸗ 
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uebrigenb kann man bie Steigung Jy=o, wegen ze 2 3, auch auf ftnende 
Weiſe ausdrüden: - 
(x — 3) + 20 (= — 3) + 11 (23) + 7@-3 254 = J 


2%, Beiſpiel. Die Gleichung 


Fx=x: — 6⸗2 — 5:70. 
in eine andere zu verwandeln, deren Wurzel / = x + 2 of — -2 iſt. 


Hier wid rm —2; J=—6; Bu —5; c=17, alſo +ByFA4yryY’= 
"und man findet | 
= 6-5 dt+7=— 5 
B=3(-23)2 —2. sy —5— il | 


de - a1, do | 
+2 — 12(- 4-2)? + 31 (+2) — 10 * — 0.- 
Zu . 86. 
2, zuf atz. ori man durch eine einfache Rechnung gegebene Gleichungen in ondere ver⸗ 


| ‚wandeln, deren Wurzeln 2 — 1;2— 23 — 83; .... find, fo kann died nad $. 42, ges 


Deal indem man. bie dortigen Werthe An; Am; Ami ea mit den vorſthenden 
0; P ; 05 .o.. vergleicht, und hier Ak == 1 febt. - | 


Waͤre daher die Gleichung 4x 22x -—5c +6 = o gegeben, und man ſucht die 
verwandelte Gleichung für die Wurzel x — 1, fo entſteht nach $. 82. folgende Rechnung 


+4 2-5 +6 ! 
+4+6+1+7 
+4 +10 +11 
+4 +14 | 
+4# 
und eb wird hienach die verroandelte Steigung: 
| (21): + 14 —1)? + 10 —1) A 7=o 


Durch ein aͤhnliches Verfahren laͤßt ſich nun aus den Koeffizienten 4, 44, 1, 7 die ver⸗ 
wandelte Gleichung für — 2, daraus für 2 — 3 u. ſ. w. finden, und man kann hienach die 
angefangene Rechnung, fo weit man will, fortſetzen. Waͤre z. B. die Gleichung | 

or L 823 — 522 +32 7 =o0 I 
gegeben, und man ſucht Verwandlungen fuͤr x — 1; == 12; 2 — 3 .... fo mich 
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+4 +8:—-35+ 3 7 
1 +9+4+7+ 0 

.+1+0 +14 + 2 

- +1 +1 +3 
+1 +12 +3 +21 + 05 Roeffiienten für —1 
+1 +13 + 3 + 59 + 5 er 
+1 +14 +32 +11 
+1 +15 + #7 
+1 +16 + 697 +111 + 59; Koeffyienten für æ —2 
+1 +17 +3 +195 +24 
1 +18 +12 + 297 

+1 +19 + 121 | 
+1 +2 -264; Böeffienten fie #3 


ſ. m. 


Hienach erhält man aud der Gleichung 
| 2 + Bat hie To Ä 
gl +2@-1 y oo 
(e— 24. + 16 (23 + 7 — 2: + 11-2) +59 = o 
(x 3)*. + 22 — 3? + 113? + 2723) + = eo 
u ſ. w. 

Es läßt fih leicht uͤberſehen, daß man aus den Koeffizienten einer jeden dieſer Seifen, die 
Korffigientn ber unmittelbar darüber ftehenden Reihe durch ein umgefehrtes Rechnungsverfahren 
finden kann, weil man nur alsdann die Differenz ſtatt der Summe der Glieder nehmen darf, 
Sieht man baher die Glieder 1, 20, 121, 297 und 254 als gegeben an, fo findet man daraus: 

1+ 20 + 121 + 297 + 34 
1 +19 + 10 + 195 + 59 
1+184+ 84 111 
'1+17+4:6 
= 1 + 16 | 

> 1+16+ 67 + 111 + 59, wie erfordert wird. 

Sucht man daher aus einer gegebenen Gleichung die verwandelten Gleichungen für 
z+1,c+2, x + 3,0... fo verführt man gang auf die vorige Weile, nur daß man 
. bier jedes vorhergehende Glied vom folgenden ſubtrahirt, anftatt ſolches ‚a addiren. 

Waͤre B. die Geichung 
æi -Ga- 67260 
gegeben, und man ſucht die Verwandlungen für “+ +2 +3, on... „fo entſteht fols 
gende Rechnung: _ 
Evtelweint Analoſis. I. Bu nn J ° Ä | 
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1— I +10 + 5; Koeffiienten first 
1— 10 +%-15 
1-1 +9 . 
1-1? +31 — 15; Koeffizienten für +2 
1-3 74 —9 
| 1—14 +58 or 
1—15 +58 — 59; — 
| | u. ſ. w. 
HDienach erhaͤlt man aus der Gleichung 
— ba — 5x + 7 mo 
(+1)? — 100 + 5=o 
(+2) — 12 (2 +2)? + Ilka +2) — 15 = 0 | 
FH — 15 (0-3)? + 58(=-+-3) — 59 = 0 W 
u. ſ. w. 
Wie dieſe Subtraction vermieden, und in Addition verwandelt werden kann, c m. 8. 92. 
Fehlen in der zu verwandelnden Gleichung einzelne Glieder, ſo muͤſſen ihre Stellen durch Nullen 
erſetzt werden, wenn man, den vorſtehenden Rechnungen gemäß, danach die verwandelten eigen 
gen finden will. . 
Wäre bie Gleichung 
2’ = 7247= 0 gegeben, und man ſocht bi Verwandlung für —1: zul... 
fo wird | 
20 10 — 7 + 7 | 
\ 11 —6+1 
Ä 1+2 — 4 | 
\ 1+3 — + 15 Koeffigienten fir at | 


I 
x 


» 


4146 + + 15 Roeffgienten fie == 2. 
- | 1+7 £122-+1 
| Ä 1i+8 +2 
1+9 +20 + 195 Sufieen für = 3 oe, 
u f w. 
x Das vorftehende einfache Verfahren gar Wercchnung der aoeffhienten fuͤr die Gleichungen 
merher; = #85. welgeh nit Raten beim, Waffen der ZBumeln einen 








9 
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Gleichung angewandt werden fann, ift von Hr. Budan aber ohne Beweis in aathicherde Schrift 
vorgetragen worden: 
Nouvelle Methode ‚powr la Resolution des Equations numedriques, par F. D. Budan, ö- . 
Paris 1807. 4. \ ‘ 
6. 86. | 
3. Zuſatz. Dur daß , 85, befchriebene einfache Verſohten, iſt man im Stande, leicht 
von jeder Gleichung 
| > + A2 Ba h....pO=o [2] 
die Koeffizienten der verwandelten Gleichungen für — æ —2, & — 2,.... anzugeben und 
jeden folgenden aus dem vorhergehenden zu beſtimmen. Verlangt man aber, unabhängig von die⸗ 
fen, die Koeffiienten für z—m, 2—2m, 2 — Im, .... wo m jede ganze oder gebrochene 
Bahl bedeuten Fann, fo feße man in der gegebenen Gleihung [I], x = my, fo wird nach 
S. Rt. ur) 
v+3yım+s art. 4m 
und man fann nad) $. 85. aus den Rorffulenten 1, £ —* Z, u... 2. die Koeffizienten 
1,4, B,....0 für die Gleichun 
v-7 +4 + Ber— + ...r+ Q’: = o 
und hieraus, durch Anwendung defielben Verfahrens, 
vv-? + v-3+BE Dt +... ro 
v-M FL - NT BEG- Nr... +” mo 
Hierin * — gefeßt, giebt y—1= —; yet, y-3-:=°? 
und man findet, wenn hienaͤchſt durchgängig mit * multiplizirt wird, 
(em mA (@— m) > m!B (<— m) +..+m(0 =o 
" (@— 2m) + m4 («—2m)"" + mB' (<—2m’*+...+ m" = 0 
(x — 3 m)" + mA (c-—-3m) + m* B" (= — 3m) +... .r m"0"=o 
oieraue flgt, daß wenn die Gleichung j 
| or» As L Bart -...+$0=0 
gegeben if, und man will die Koeffizienten für æ — m, æ — 2m, x — Im,.... . finden, fo 
ſuche man aus den Koefſhienten 


+4 ar sr...+ß re 
nach $, 85, die naͤchſtfolgenden Koeffizienten | 

14 +B +06 P.. . . 40. Hieraus ferner 

I+L2+E +0 +....+0 

0. AA" BB" FC" +... 0" 


+ ® + 4% “ o * % ® + 0 0 ® ® eo 
J4 


„000. 
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Kiße atom de Gikte | nn 
i-mAd mE + mil +....+m0O 
I+mA + m2B ml" £..,.+mO0!. 
et ert 
ſo hält ı man dadurch die Koeffizienten für = — m, 2 — 2m, zmdm er. 
Beiſpiel. Aus ver ‚gegebenen Gleichung 
At +32 — 620 
die verwwandelten. Gleichungen für — 100, =—200, æ — 300,.... zu finden, wird bie 
m == 100, Setzt man daher 1 — 4 +3 — 6 und bividist dung die auf einander folgenden 
Potenzen von 100, fo wird 
1— 0,0% + 0,0003 — 0,000006 
1 + 0,96 + 0,9603 + 1,960294 
14 196 + 2,9203 
1+ 296 + 2,9203 +: 1,960294; für æ — 100 
+ 306 + 6,8803 + 7.840594 
| 144,96 + 11,803 
0. 44 5,96 4 11,8403 + 7,40508; für æ 200 
1 + 6,96 + 18,8003 -- 26,640894 
14 7,96 +4 26,7603 
1-+ 8,96 + 26,7603 4 26,64080%; für æ 300 
1 + 9,96 + 36,7208 + 6336119 \ 
14 10,96 + 47,7803 
4 + 11,96 + 47,7803 4 63,361194; für & — 400 


| u. ſ. mw 
Die gefondenen Koeffhienten mit den auf einander folgenden Boten von 100 mut giebt 
1 + 2% 29203 + 1960294 
434 596 + 118403 £. 7840594 
4-+ 896 4 267603 -4- 26640894 | 
2 + 1196 4 477803 4- 63361198 | | 
u. f. w., ober ed wird | BE 
| (x — 100)° 4 296 (= — £00)” + 29203 (4 — 100) — 1960294 = e 
(æ —- 200)” + 406 (4 — 200)° -£ 118403 (= — 200) # 7840594 = o 
eu a αααν2- 
u 6 m 


g, 87. 
6. Zufag. Get man. die Koefftienten für 2 — m gefunden, und nnd die goeff 


\ 


- 
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zienten far e — m — 3 à — m —-2r; zum .... ſo Bleibt DaB Verfah⸗ 


een dem des worbergeßenden $. gleich, weil man nur — m = =’ feßen, und daraus 
‚Ton a—?r x — Ir, 0... ſuchen darf, 


1. Beiſpiel. Aus der gegebenen Gleichung 
(2 — 300o) + 896 (= — 300)* + 267603 (x — 300) - 2664089 — 0 


die Gleichungen für = — 310, = — 3%, z= — 30,... . zu finden, wird hin = 10. 


Et man daher - 
| 1 -E 896 + 267603 + 26640894 
und dividirt durch die auf einander folgenden Potenzen von 10, fo wird. 


1 -+ 89,6: 2676,03 -- 26640,894. 

1 + %,6 + 2766,63 -+. 29407,524 

& + 91,6 +4 2858,23 | 
14 964 2858,33 + 29807,524 
8.4956 + 2951,85 4 32399,358 

1 + 9,6 + 3046,43 

1 + 95,6 + 3046,43 4 32359,358 - 

1— %,6 4 3143,03 + 35602,39 0, 

- 2+ 97,65 4 3240,68 . | Ze 

1 + 98,6 4. 3240,65 + 36502,38€ 


u ſ. w. 
Die gefundenen Seeffnienten wiede⸗ mit dem. auf einander folgenden Potenzen von n mul- 
tipliitt, giebt 
r + 926; + 285823 +-.29407524 Ä on 
1.4 9%6 + 304643 + 32359354 0 ur 


af. w., ober ed wird 

ke 0° + Me — HO)° 4 2528 (r — 310) + 2907524 = 0 

(æ — 320)” + 956.(0 — 320)° + 304643 (© — 320). 32359954 = 0 

(m — 203° + 986 (= — 800)° Jr 20ER — 20) 4 3anmnatt = u 

“ft m 

2. Beifpiel. Aus der gegebeen Glidung 

(= — 209% + 96 (0 — 02 MER — 30) + DIE = 0. 
Die Gleihangen für a hen, wi Wir 
mA, ee >. Ä — 


#4 906 ir 324063 4, 30602308 N u 


„N 
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(14-056 + 304643 + 32859354 
1 + 957 + 305600 + 32664968 
1 ++ 958 4 306558 ’ 
4 + 959 + 306558 4 32664954 
-1 + 9%0 + 307518 + 32972472 
"14.91 + 308479 2 
1 + 962 + 308479 + 3297472 
u r w., oder es wird. 
(x — 3)? + 959 (x — 321)° + 306558 (x — 321) + 32664954 = 0 
(æ — 322): + 962 (4æ — 322° + 308479 (2 — 32) + 32972472 = 0 


u ſ. w. 
- , } . 88. 
5. Zuſatz. Setzt man in den zuletzt gefundenen Ausdruͤcken durchgangig * ſtatt m, ſo 
folgt, daß wenn die Gleichung d 


ä pP. ... 2080 
gegeben iſt, und inan will die“ Koeffizienten für ac — 4, LE — =; z — 2; .... finden, fo 
uche man aus den Koeffizienten. I 
14ABSSCC.... 0 
na $. 85. die nächft folgenden Koeffizienten 
A+4+BE+C +....+0 
| 1i+L+B +CÜ+....+0' 
N | + A + B" + ce + one + m 


.. 6 ® % 0 0 + ‘ ® ® 0 0 0 ‘ 


bil alsdann hieraus die Glieder u 
| 1+£ + +&4....+2 


+44 r....+f 
dd” B" C” - 20 . 
1+- +5 +. +...+5& 
“ ® % [2 “ - [) % q 2 2 * s | - 
fo erhält man dadurch bie Korffigienten für 2 — —; = —- =; x — m Dorn 


Beiſpiel. Aus der. gegebenen Gleichung 
es He Nie Bu 
welche aus der Gleichung =? — 7x2 —7 == entftanden iſt, die Gleichungen für x — 3 — 100; 


erde: odet æ 0; — 3,02; æ — 803; ee 


- 


Von den höhern Steigungen. 1 88. 89, 
finden, wird bier m == 100. Setzt man daher 1 -1- 9 + o — 1 und multipliniet mit den‘ 


auf einander folgenden Potenzen von 100, fo wird 


Die gefundenen goefftienten wieder durch die auf einander folgenden Potenzen von 100 dis 
9 + 9,03 + 20,1803° — 0,7909 


vidtt, giebt 


. - .* 


uf w., oder ed wird: 


(x — 3,01)? + 9,03 (& — 3,01)? + 20,1903 (x — 3,01) - _ 6,790009 =o 
.@ 3091 + 908(@ — 30° + 20,612 (x — 3,02) — 0,596992 = 0 


u ſ. w. 


Aufgabe. Jede gegebene Gleichung in eine andere von. demſelben Grade zu verwandeln, 














1 + 912 4. 207248 — 185536 





- 41 + 913 + 208161 + 226235 





u f. w. 


1 ++ 9,06 -+ 20,3612 — 0,596392 
4 + 9,09 4 20,5427 — 0,391873 
4 4 9,12 + 20,7248 — 0,185536 


1 + 9,15 + 20,907 4 0,022625 


5. 89%. 


in welcher irgend. ein Glied fehlt." 
Aufldöfung. Wäre die gegebene Gleichung 


+ As + Bat + Cat h....h0= 
f fann man ſolche, nach $. 83., in folgende verwandeln, deren Wutrzel y = x + % ill, 
P+Ayr +Byr+CrtiH+...+0=0 








104 Viertes Kapitel. | 


vVebrigenb kann man die Seigung Jy=o, mon ya — 3, auch auf fine 
Reife außdrüden: 
(x — 3)* + (3 + 1211(2—3)? + 297 (23) 4,254 =0 


2% Beifpiel. Die Gleihung 
Fe= ar — 62 524750 
in eine andere zu verwandeln, deren Wurkly—= x + 2a z=y — 2 if. 


Sir wid A———2; A=—6; Bm — 5; c=17, alſo C+H-By+47?° dyr=o, 
"und man findet 
C=(-2-6(-9%,-5-3+7=—- 1 

B=3(-2 26-9 -5= 3 | 

dur — 2 — 12, daher 


+2 — 12(@ +2 + 3 (©-+2) 15-0 - 


⸗ $, 85, 
2, ʒ uſatz. win man durch eine einfache Rechnung gegebene Gleichurgen in andere ver⸗ 


wandeln, deren Wurzeln 2 — 1; — 2:2 —3;... . find, fo kann died nad) $. 42, ger 


fehehen, indem man bie dortigen Werthe An: Ama; Ani ı ee mit den vorftehenben 
0; P; Ogee.. vergleift, und hier rk = 1 febt. . 


Waͤre daher die Gleichung 4x! + 22° — 5x + 6 =o gegeben, und man fucht die _ 


verwandelte Gleichung für die Wurzel = — 1, fo entfteht nad $. 42. folgende Rechnung 
+4 +2—-5 +6 
+4 +6+1+7 
+4 +10 +11 
+4 + 14 | 
+4 
und es wird hienach die verwandelte Gleichung 
421) + 14(2—1)? + 11(x —1) + 71=o. 


Durch em aͤhnliches Verfahren laͤßt ſich nun aus den Koeffizienten 4, 14, 11; 7 Die ver⸗ 
- wandelte Gleichung für = — 2, daraus für ce — 3 u. ſ. w. finden, und man fann- hienach die 
angefangene Rechnung, fo weit man will, fortſetzen. Wäre z. B. die Gleichung 
+ +80 522 $3r— 7—n ' 
u, und man finht Die Verwandlungen für = — 1; 2; æ — 8; .... fo mir 
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+ 21 + 05 Roeffisienten für a—1 
33 + 59 + 59 oo. 
+ 


67 4 111 + 59; Koeffiienten für &—2 
& +19 + 234 | 


+4 HH FH HH tt HH 
+ 
> 

PIHHtH HH Hr 
& 


124.4 297. + 254; Rbefflienten für 3 
u. e mw 
Sind erhält man aus der Gleichung - | 
a2 + Bat But b 30 = 7 mo 
Gl +RE-N + Ba—D+ A@-ND+ 0=o 
(x - 2) 4 16(-— 2 67 — 22 2» 111-9) +9 = 0 
(x — 3)* + (2 — 3)? + 112 — 3? + 297 (2 —3) + Dt = 0 
u ſ. w. 

Es laͤßt fi leicht uͤberſehen, daß man aus den Koeffizienten einer jeden dieſer Reihen, die 
Koeffizienten der unmittelbar daruͤber ſtehenden Reihe durch ein umgefehries Rechnungsverfahren 
finden fann, weil man nur alddann die Differenz flstt der Summe der Glieder nehmen darf. 
Sieht man daher bie Slieder 1, 20, 121, 297 und 254 als gegeben an, fo findet man daraus⸗ 

1 + 2%0 + 121 + 297 + 34 

1+19 + 102 #195 + 59 

1+18+ 8 + 111 
141+1+:6 

| 14 16 

> | 1+16+ 67 + 111 + 59, wie erfordert wird, 

Sucht man daher aud einer gegebenen Steigung die verwandelten Gleichungen für 
= +1,c+2,x2+3,.... fo verfährt man ganz auf die vorige Weile, nur J man 
hier jedes vorhergehende Glied vem folgenden ſubtrahirt, anftatt ſolches ‚0 addiren. 


Waͤre 1. B. die Gleichung 
.. 3—ba?—-5r 7 =o 


geben, und man ſucht die Verwandlungen J u *483, .... ſo entficht fol 


gende Rechnung: 
Eytelweme Analyſis. I. Ba | J ° 





. . 
—h — En m —— — —— — * —E 
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II 7 +2 45 0 
1-5 40 


1-9 +10 +5; abelftienten fir xp 
1-10 +9 —15 | 
1-1 +41 . 
1-12 +31 — 15; Koeffizienten für +2: 
1-13 +4 — 9 
1—14 +58 or 
41-415 +58 — 59; Bern fir + 3 
| u. ſ. w. 
Siena erhält man aus der Gleichung 
at 6a — 5x + 70 
49⸗ — 64*) —1004 520 
(+2), — 6 +9? + Ic +9) — 15 = 0 | 
+3 — 15(0+3)* + 55(8+3) — 59 = 0 oo. 
.uf w. — 
Wie dieſe Subtraction vermieden, und in Addition verwandelt werden kann, m. 6. 92. 
Fehlen in der zu verwandelnden Gleichung einzelne Glieder, ſo muͤſſen ihre Stellen durch Nullen 
etſetzt werden, wenn mar, den vorſtehenden Rechnungen gemäß, danach die verwandelten Braun 
gen finden will. . 
Wäre die Gleichung 
7 —724+7= 0 gegeben, und wan ſucht die Verwandlung für 12-2 .... 
9 wird 


1+-9 + 20 4 13; Korn für — 3 nr 
u. mw | 
Das vorſtehende einfache Verfahren zur VWerechnung der aoeffhienten fuͤr die Gleichungen 
ver; *7 2; = FB; ne Weigel ik Ruten beim, Aufſuchen dee Wurzeln einer 





“ 


Be Bon den höhern Gleichungen. $. 86, | | 109 
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Gleichung angewandt werden kann/ ift von Hr. Budan aber ohne Beweis in naßfehende Srift 


vorgetragen worden: 


Nouvelle Methode .pour la ' Resolution des Equations numdriques, par F. D. Budan, à 


Paris 107.4 \ \ 
9. 86. 

3. Zuſatz. Zurch das . 85. beſchriebene einfache Verfahten, iſt man im Stande, leicht 
von jeder Gleichung 
aar +44 Ba4....%0=0 [I] 
die Koeffizienten der verwandelten Gleichungen für — , x — 2, & — 3,.... anzugeben und 
jeden folgenden aus dem vorhergehenden zu beſtimmen. Verlangt man aber, unabhängig von dies 
fen, die Koeffizienten für z—m, 2 —2m, x — Im, .... wo m jede ganze oder gebrochene 
Bahl bedeuten Tann, fo feße man in der gegebenen Gleihung [1], = = my; fo wird nach 

$. 80, (II) 
+: mtr rm 


und man fann nach $. 85. aus den Koeffizienten 1, =>. 5 .... 2. die Koeffizienten 
1,4, B,....0 für die Gleichunng 
(v1? + A (r- + Bern + + 0’: == 0 
und hieraus, duch Anwendung deffelben Verfahrens, 
4-7 +464-3=°+Ey- 774.00 
1-7 +32. mo 


2m 


Hierin y = — gefeht, giebt y 18 yÄatzry 3er... 
und man findet, wenn hienaͤchſt durchgaͤngig mit m” multiplizirt wird, 
(mr mA (em +»mB (c<- m +...m0 =o 
"(2 — 2m) mA’ (x«— 2m) + m:B" (<—2mP >... FmO0’=o 
(x — Im)? + mA" (2 Im) + m® B" (x — 3m) +...tm 0"”=o 
Sins folgt, daß wenn bie Gleichung | 
ar > Aa > Bart ...90=o ' 
gegeben it, und man will die Koeffizienten für æ — m, æ — Am, z—Im,.... . finden, ſo 
ſuche man aus den Koeſfhienten 


(+ art... +2 on 
nach $. 85. die- näcftfofgenden Koeffiienten | 
IA PB + +....+ 0. Hieraus ferne 
IL +BE+0Ü +... 
ALM LEE H+....+ 


0 ® s 4 ® ® + % ® 0 0 ® ® © 
® 


, 


bilde olddamn die See: \ | Ä 
Fe i+mAd mE mil -....+m0O 
I$+mA + m2B’ - ml" 2..,..+m0” 

Im mlth tm” 

ſo hält man dadurch die Koeffizienten für — m, x— 2m, einen.» ' 

Beifpiel. Aus ve ‚gegebenen Gleichung | a 
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— 42° +32 —6=o 
die verwandelte Gleichungen eh æ — 100, 2-20, 2—300,.... ja finden, wird bier 
m == 100, Setzt man daher 1—4+3— 6 und kinidirt. durch Die auf einander folgenden 
Potenzen von 100, ſo wird 
1 — 0,04 + 0,0003 — 0,000006 
1 + 0,96 + 0,9603 + 1,960294 
14 1,960 + 2,9203 
2,96 + 2,9203 4 1,960398 ; für x — 100 
| 3,96 + 6,8803 4 7,840594 | 
-4,96 4 11,8203 \ | | , 
6,96 4 11,803 + 7.840504; für æ — 200 | Ä — 
| j + 6,96 + 18,8003 + 26,640894 
14 7,96 + 26,7603 | | 
i + 8,96 + 26,7603 +4 26,640894; für æ 300 
1 + 9,96 +4 36,7208 + 63361194 . 
1 + 10,96 + 47,7803 
1 + 11,96 4 47,7803 -4- 63,361194; für æ — 400 
| u. ſ. w. 
Die gefandtsen Roeffhienten mit den auf einander folgenden Ppotemen von 100 mut giebt 
14 296 + 29203 + 1960294 
14 8&-F 118403 2. 7840594 
14 896 4 267603 -I- 2664089 
24 1196 4 477803 4 6BEL1R 
. f. w., oder. eb wich J oo. 
(# — 100)’ 4 296 (= — £00)7 + 29203 (a — 100) — 1960294 = eo. 
(a — 200)7 4 806 ( — 200)° £ 118203 (2 — 200) f 784059 = o 
kr — 30)" + 89 (a — O0 + 267603 (2 — 300) +2 26610894 = e 
u 6 m u g 
F 87. | 
. Zufeg- Set man die Loeffienteꝛ für z— sefunen, md range die Koeffi⸗ 


J 


- 


“ 
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zienten für 2 — m — r; æ — m — Zr; zum 3.... ſo bleibt DaB Verfah— 
ren dem: deö vorhergehenden $. ‚gleich, weil man nur = — m == x’ fegen, und daraus 


— 2r d—Irne....f ſuchen darf, 


1. Beiſpiel. Aus der gegebenen Gleichung 
(© — 300)° 4 896 (= — S00)* 4 267603 (æ — 300) 4. 26640894 = o 
die Gleichungen für = — 310, = — 320, = — 80, ... 0 finden, wird hier = 10. v 
Er man daher - | oo. 
1 + 896 4 267603 4. 26640898 | 
und dividirt durch die auf einander folgenden Potenzen von 10, ſo wird. 


14 89,6.-4 2676,03 -} 2660,89. = 
1 + %,6 + 2766,63 -4-. 29407,52% UU 
J 3 + 91,6 + 2858,33 , 
= t + 92,6. -4 2858,23 4 29407,524 f E 
8 + 9,6 + 2951,83 4 32359,35% Zu ro. 
t + 9,6 + 3046,43 | - 
1 4 95,6 + 3046,43 - 32359,352 » | 
. 1 + %,6 + 3143,03 + 35602,3% 00 
- 2 + 97,6 4 3240,68 . | | 
1 + 98,6 4. 3240,63 + 36502,38€ 
u. ſ. w. 


Die gefundenen Korffgienten wieder mit dem auf: einander folgenden Potengen von 10 muls 

tpliiet, giebt 
f + 026: + 285923 -£- 20407524 
1.4 9%6 + 304643 + 32359356 | . 
14 986 4 30008 4- SSsQ2ssE 

nf. w., oder ed wird j ” J 

ke 0 + Me — 0° + 228 (r — 210) + 2075 = 0 

(æ — 320)” + 956.(0 — '320)° + 304643 (0 — 320). 323598554 = 0 on 

(a — 391 + 985 (0 — 330)° 324089 (0 — 330) f 3850238: = 0 - 

“ft m | 
2. Beifpiel. Aus der gegebenen Steigung 
(= — 3209 + 96 (m — 200) -p α — 320) + 20H = 0. 


! Di Blägungn fe = — a, m 22 US. m Ann, mi ir 
ru A alle een für wie 5. 56 .: ur 
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1 4 956 4 304643 -}- 32859354 
1 + 957 -+ 305600 + 32664954 
1 + 958 4 306558 ’ 
1.+ 959 + 306658 4 32664954 
1 + 960 + 307518 + 32972472 oo. 
1+9%1 + 30479 : 3 
1 + 962 + 308479 4 32972472 IJ 
u. ſ. w., oder es wird. 
(x — 34)? + 959 (x — 321)* + 306558 (x — 321) + 32664954 = 0 
(© — 322)? + 962(@ — 329° + 308479 (2 — 322) + 32972472 = 0 


u ſ. w 
- | . } . 88. 
5. Zuſatz. Setzt man in den zuletzt gefundenen Ausdruͤcken durchgängig 1 4 ftatt m, fo 
folgt, daß wenn die Gleichung V 
+42 + Bat... 2020 j 


gegeben ift, und man will die‘ Koeffizienten für = — 4; X =; æ — 2; .... finden, ſo 


fuche man aus den Koeffizienten 
1+-m4-+-mB-mCH+....$+mO 
nach $. 85. die naͤchſt folgenden Koeffizienten 
/A1+4+B +€C +....+0 
1+4+BE+CÜ+....+0 
x 4 + I. du + B" + ce" H or. + 0” 


bilde alsdann hieraus die Stine 
ı+£ +2 +&+....+2 


Hatatmte te 
1+Z tut ur... 


⸗ 
.,% + . . + “ % ® “ “ ® % . + - 


fo erhält man dadurch Die Koeffizienten für æ — 4; x 2, x — 2; ..... 


Beiſpie!. Aus der gegebenen Gleichung 
3 +I@- imo i 
welche aus der Gleihung =? — 7x — 7 =o entftanden iſt, die Gleihungen für = — 3 — . 


india... . odet æ — 3013 æ — 802; æ — 8,03; er. 


f 
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finden, wird hier m = 100. Setzt man daher 140 4 4— — 1 um multipliziet mit den 
auf ei einander folgenden Potenzen von 100, ſo wird 

1 %0 4 200000 — 1000000 
1 + 901 + 200901 — 799099 
14 902 + 20108. 
1-4 903 4 201803 — 799099 
1 + 904 + 202707 — 596392 
1 + %5 + 203612 
1 4 906 + 203612 — 596392 
t + 907 -+ 204519 — 391873 


\ 


1 + 909 + 205427 — 391873 

1 + 910 + 206337 — 185536 

4 + 91 + 20748 

4 4 912 4+ 20748 — 185536 
"41 + 913 + 208161 + 22625 

1 + 914 + 209075 

1 + 915’4 209075 + 22625 . 

u f. w. 

Die gefundenen Koeffizienten wieder durch die auf einander folgenden Potenzen von 100 dis 


mot, giebt 2 + 903 4 20,1805° — 0,7909 
or 1 -+ 9,06 4 20,3612 — 0,596392 | 
1 + 9,09 + 20,5427 — 039187 3° 
1 + 9,12 4 20,7248 — 0,185536 
1 + 9,15 + 20,9075 + 0,022625 
uf w., oder ed wird: 
(x — 3,01)? + 9,03 (4æ — 3,01)? + 20,1803 (© — 3,01) — (700000 — = 0 
« — 3,02)? + 9,06(= — 3,09 + 20,3612 (x — 3,02) _ 0,596992 = =o 
u ſ. w. 


5. 89. 
Auf gabe. Jede gegebene Gleichung in eine andere von demſelben Grade zu berwandein, 
in welcher irgend ein Glied fehlt. 
Aufloͤſung. Wäre die gegebene Gleichung u 
= +48 + Bat + Cash + 0=9 
f fann man foldhe, nad) $. 83., in folgende verwandeln, deren Wurzel y = x + r ift, 
' PrAmtEm tert. 0m 


ne Ä Biciertes Kapitel, 
Son nun 5. B. das zweite Glied vereinen, fo fege man n 8, (IM) 
Id=A— xıh = o, alſo ho — 14, folglich 
y=:x:+- —E la 


Siena findet man 


vB +O +... +0=0 | 
we‘ bie Koeffizienten B, C’, .... nad $. 83 . beftinmt werden konnen. 


1. Beiſpiel. Aus der Gleichung 
+ — 82? — 52?» 3r -—- 7 260 


daß. zweite Glied wegzuſchaffen/ wird ha nk, Au, alſo ey —-3 8=y _ q, - 


daher (72 + Er — DT — 545 — ZI Tome - 








- r—-8|y + y —-2ly+1 

pr Zap hi 
| _ s| +2| — Dı=o ot 

+3] — 6 

Ir 


Von der nhhene —* in xz=1 eine Bunt, daher muß yax +2 2 m 3 


eine Wurzel der gefundenen Gleichung ſeyn. 
2, Beifpsel. Aus der Gleichung 
+20 — 42 5 60 | ., 
dad zweite Glied wegzuſchaffen, wird Hier n—=4 Aza2, alſo uy—j.2=y— 5, daher 
G-M +20 D-44354 —H—-6= 0, oe 
y—2/r +ily’ si rt | 
+21. —3I| +3 
— 44 +4 





| = 0 oder 


Bon der gegebenen Gleichung ift = = 2 eime Wurzel, daher uf yzz+ı= 
eine Wurzel der Beh Sleichung Fam | 


. 90. . ww . 

In der gegebenen Gieicung 
— 

werde x ea + _ seſcht, die otenzen nach r 25, entwidelt und nad; 2 — geordnet, fo er⸗ 

Hält man, 


+ 


[77 


— 
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de tadem — e E SRE EP FEERDENER 
+Bem4@-DBo °...., +2, - 
tl ey. + 

Sc Ip u . 
400° un = 
und es ſey, mit y* multipliziet, die verwandelte Gleichung | 7 


Ay” HEY.  HPy + Om, 
daher erhält man hienach 
= 40 + Bo + Com 4 Des... Par 0 1 
B An G-1) Bat Ln—2 Cars... +20 4 
EC zun,dam + (n—1),B Bat > Rn— 2,0... 3, N-+ 0 
D=n,d d4e3 - (n—1), Bart, t. #4, MN 
0 = nd th Ba +6 | 
P=nAc+B | : Ä 
0 = AM. | 
Für n = 3 wird J on " 
4x! Ba? -C=--D=se 
d4y+By++Cy+D=o 
4: | 


Fr n = 4 wird 
A +Be+Ce + Det B=o Ä 
Ar +By+Cy” +Dy+- E=o | a 
A1= Act + Bat + Ca? - Da-+-E 
B = 44a: + 3Bo: 20a + D 
C.=64a -3Bea + C = ' 
D =44a +2 . i 
E=A ur | 
u. ſ. w. | ee 
1, Beiſpiel. In der gegebenen Gleichung 


ar 22 — mo. Ä 
ſoll mar 22 + Segen, Fuͤr diefe Gleichung iſt PER B=o, C=—2 D=—5 
und a == 2, aahen wi d=1. » +22 -5=—1 | | 


—— 23. 1. 2=6wD=1, dahe die verwandelt Glei⸗ 
Eytelweins Anatyfis. I. Band. 9 


! 
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hung, — y!-r 10y* +6yr +1 o, ode mit — 1 muftipligiet, | 
| .y— 10 —6y— imo. 
2. Beifpiel, In der Gleichung e — 10x — 65 — 1 o foll x = 10 +; 4 


peſtet werden; Dieb sie A—4Ä, B=—-1,C0=- 6, D=—1i1wa= 10, baber 


A = 1.10% — 10.10° — 6.10 — 1 = — 61 . 
B = 3.1.10? — 2.10.10 — 6 = % 
.. €. = 3.1.10 — 10 = %, md De 1, bolbch 
- 615 +++ ode 
61y2 — 945 - X%yr—i=o | 
2 Beifpiel, In der Gleichung 61 — Mat — On 1 oflüneirl 


gefegt werden; Die giedt- hier £ = 61, B=— 4, C== — 20, D=—1 und o=1, —* 
— 61 — 94 - 20 1.* — 64 
B. 3. 61 — 2.94 -— 20 — 26 J 
C 3. 61 — 9% = 89, un D = 61, folglich on 
— 54,7: — 2y? + 89y + 61 == 0, oder 
5452 + By — 894 — 6l—o. 
8. 9, 

Sind a, d,c....g die Wurzeln einer Gleihung Fx = 0, fo fann- man folde in 
eine andere von eben demfelben Grade verwandeln, deren Wurzeln eben. bieſelhen ſind, aber ent⸗ 
sraengelente Beichen Baben, wenn man = — y feßt. 

) Wäre die hoͤchſte Potenz von sc gerade, alfo u 

Ex zu x® + Axt 4 Bert 1... + Px + O=o, alfo 
-)e-9)R—-d...ae-9= 
» wid frz —=— y 
, ISy=yr— Arm + BP —...—Pyt0=e 
' ‚=(-r-J)(-r-b)-r1r—-)...-7-g9 
*604) (Vy FMDGC. Hr)... (rt 
weil die Anzahl der Wurzeln gerade iſt. 
Kennt man daher die Wurjeln der Gleichung Fx==o, fo fennt man auch die Wurzeln der 


Gleichung fy= 0, weil diefe den Wurzeln der Gleichung Fx = o gleich, aber entgegengefeßt find. 


Wären alle Wurzeln der Gleichung Fr == o pofitiv, fo- möflen die Boris der Grigung 
Sy = ſaͤmmtlich negativ feyn und umgelehrt. | 
“(ar ) Wäre die höchfle Potenz von s ungerade, alfo 
F Axt + Bay... .pPx+Q=6ı Zun 
re )@- Bed... Won: 0 


| fin fin =—y 


Ir= — pt + 1m — Bat... —Pt0=o 
=(-Y--r- dern) 


VBon den hoͤhern Ofeißungen, 1.9 9. uis 


or weil die Anzahl der Wurzeln ungerade ift, 
— — Vvr)yHY)...vtrm 
und durchgaͤngig mit — 1 multiplijirt W 
eh — Ayr # Bye — ....+Py—D=o 
—6 4) (D) (V tr)... (I 9. — 

Hieraus folgt, daß, wenn man die Beichen des jweiten, vierten , fehäten,. u ſ. w. Gliedes 
einer geordneten vollſtaͤndigen Gleichung in die entgegengeſetzten verwandelt, fo bleiben zwar die 
Wurzeln der verwandelten Gleichung diefelden, nur werden dadurch die poſitiven in negative, und 
die negativen in pofitive verwandelt, x | 

1. Beifpiel. Eine Wurzel der Gleichung 
n net Dt 9 4 me in, . 

(daher muß die Sleichuns 
| .N—-r—dr $9y+10=o 

die Wurzel y = — 4 jeden, | En | 
2. Beifpiel. Eine Wurzel der Gleihung 
. ae PET Pe Pre we 

bafer muß die Sleichung | . 
yı +22 - By — 0m o u oo 
die Wurgel y = — 3 haben. 
92, 

Zuſatz, Will man daher in vorfommenden Faͤllen nicht mit negativen, fondern nut ‚mit 
pofitiven Wurzeln vechnen, ſo darf man nur die Beichen vor ben geraden @liedern der gegebenen’ 
Gleichung umkehren/ fo find die poſitiven Warxin der verwandelten Gleichung, negative Wurhein 

der gegebenen. 

Dies auf die Auffindung der aoeffhienten fre+1,c+3,c+ 3,... anzuwen⸗ 
den, un die nach $. 85. erforderliche Subtraftion zu vermeiden, bemerfe man, 8, wenn die 
Gleichung 

4 Am Ben} ...4 0 mo 
"gegeben ift, fo wird die verwandelte Gleichung 
y"— Ay + By -..+0=0, Ze 
deren pofitive Wurzeln den negativen der gegebenen Gleichung gleich find. Sucht man nun. die 
Koeffizienten fr y — 1, y— 3, y — 3 nach $, 85., fo erhält man —* 
- -AG - 17 +By—- tr... 0 
[— + B. O4— 
u, ſ. m, oder au wegen — x, . 
- (5-1 + Le — ie + B(- . — 1 +.:..+0= 
:--s—-9P + en x dam Br a) u, BEE —* o 


u. ſ. m 
| > 5 92 


⸗ 





x 
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Nun iſt, -n mag gerade oder ungerade ſeyn, wenn man die Bein vor den graben Sl: 
dern umfebtt, 

(4 1 4a + De Be 4 Um —...1+0 =o 

Br — ERDE rt... t0=o 

uf w. 
Hieraus folgt, daß, wenn man aus der gegebenen Gleichung 
en + As. 4 Bar 2 ....+0=o u 
die Bleichungen für «+ 1,0 +2, x PB, ..... fuht, fo kehre man die Beichen der geraden. . 
ı Glieder der gegebenen Gleihung um, dies giebt . 
| ” 1-44 B-C4D-....30 .° 
werden dann, ' nach $.85,, durch Addition die hieraus entſpringenden Koeffizienten eur, 
 1+4+B+C+....+0 





— 





1FABIRPCEMPA... P 
u. ſ. w., % erhäft man hieraus durch Umfehrung der Beichen der ‚geraden Glieder die Sohlen: 
ZZ 1—4+B—C +...0 für +1 
1—4'+B—('+.:..+30'füray+ 2 - 
u. ſ. w. 
Beifpiel, Aus der Gleihung | | FE 

x? -6x22.—56+7= 0 » ‘ 
tie Koeffizienten für_« +1,x +3,04 3... ;u finden, erhält man vor Umfeheung der \ 
Zeichen vor den geraden Glieder Ä Ba 


55u0la 


+Ht++ +++ 4 


i4 + 58 
| 7 15 +58 -+ 59 
af w. 

Hieraus echält man durch nochmaliges Umkehten die Koeffizienten 

1— 9+10 + 5 fürc +1 

1 — 12 + 31 — 15 für x +2 u 

115 +58 59 für +3 on 
u w. | , — 


— 
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. | 4. 9, 
Dadurch, daß man in der Gleihung . 
ee POS BE 0=o 


die Wurzel x =5 feet, wom —=1t oder jede willkuͤhrliche Bapıl bedeuten fann , erhaͤlt man 


Am 
+ = +4... +2 40=0 oder 


() 07 + Pmy"" +. Om? ”"2+...+ Anytmmo 
wy=-— — ift. . 
Durd O disidirt.und m = O defekt, giebt . r 
. EM F=rtPrmH 00 + OR. AO 
wo 7=!2 iſt. 


u 


Fuͤr — — — 1 wird 
Um Or Be tor + +arHime 
d. ß, wenn in der Gleichung Fx = o ber Werth. sa— > gefegt wird,. fo .entfteht eine Glei⸗ 


chung von demſelben Grade, deren Koeffigienten: einerlei mit den der gegebenen Grichuns fi find, nur 


daß. fie in umgekehrter Ordnung auf einander folgen. 


Wäre x = a bie größte unter allen reellen Wurzeln der Gleichung Fo = o ‚fo muß. 


y 2 offenbar die Fleinfte unter den Wurzeln der Bleihung fy = ſeyn. 
Beilpiel. Von der Gleichung xt — 1022 + 302 500 + 4 =o ſind 1, 
2, 3, 4 di ie entfpuihenben, Wurzeln... Gegt man y = =, fa wich | 
| 7 Or: 4 840 y* © — 87007 + 1008 = 0: 


_ 


Hier find, wegen —— * die vier Wurzeln 2 — == 24; 3 = 12,2 z= :8 und == PR fe. 
daß hie y = 2. == 6 wie kleinſte, —* in der voran Steigung x = 4 de großt 


Wuryel il, | 
| 1% 
Von einer gleichmns 
or A B .. Ps -+ 0* 0, 


deren erſtes Glied die Einheit zum Koeffizienten hat und deren übrige Koeffizienten ganze Bahlen 


find, kann Feine Wurzel ein rationaler Bruch feyn. 
Es ſey 7 dieſer Bruch, wo 4 weder in @ noch in eine Potenz vi von a aufgeht, fo, atat 
man 5 min et win, 3 — 
u + 4 otritomn - 
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Pr 


vder mit e- muftpfiget: 0 | — 
| 4 ke Beh... + Pape + Op. 


Nur das erfie Glied dieſer Gleichung iſt ein echter oder unechter Bruch, die uͤbrigen ſind 
ganze Zahlen, daher koͤnnen ſaͤmmtliche Glieder nie = 0 werden, ‚sie erforderlich ift, wenn die 


Boraudfegung, daß 7 == x eine Wurzel der Gleichung ſeyn foll, ſtatthaft wäre. 


[4 


$. 9. N 

Sindet n man in einer Gleichung u 

| Fx=ar + da + Ba. ++ 0= 
wenn == geſetzt wird, für die algebraiſche Summe ‚aller Glieder oder für ben Werth der 
Gleihung eine poſitive Größe.M, alfo Fa = M und für x = eine negative Größe — N, 
alſo FP=- N, fo muß zwiſchen « und A irgend ein Werth = liegen, für welchen, wenn man 
denfelben ſtatt =’ in bie Gleichung Fr = o febt, Fa = 9 wird. 
Denn es ſey Ex die Summe aller pofitinen und — x bie Summe aller negativen Glie⸗ 
der der Gleichung, lo Fr=ya —- o, daher nad der Verautſebeng 

| Fe=zya—ya=-M _ . 
FP=yß—yßm— N | 
oienach iſt ohne Ruͤckſicht auf die Beichen 
ge >yamoh<yP. 

Nun find px und nur ganze poſitive Potenzen von x, daher beide jngleih wachſen 

oder abnehmen, wenn x waͤchſt oder abnimmt. Iſt nun a. > Pf, fo muß pw und ya abnebs 
men, wenn a abnimmt, und die Abnahme von ga muß fihneller erfolgen als bei va, weil ſonſt 

nit, wenn e = A wird, PP <wP werden Tann. Es muß daher zwiſchen a mid, A itgend 
einen Werth a geben, für welchen durch fortgefehte Verminderung von_« endlich yamya wi. 
| Wäre A > u, fo muß pa und ya wachfen wenn a waͤchſt. Weil aber für a = A 
alddann PA <wP wird, fo muß wenn « wächft, wa ſchneller wachſen ald pa, weil fonft - 
nicht 70 < wP werden koͤnnte. Es muß. daher auch in diefem Falle zwifchen « und 9 irgend, 
ein Werth a liegen, für welden 9a = ya wird. 


an 


\ 








Hienach findet man ga — yazo oder Famo, daher iſt a eine Waryl der Glei⸗· 


dung Fz=.o. 
Wenn daher, bie pofltiven Bahlen « und A ſtatt æ in Fæ ο geſeht, für die Summe 


aller Glieder Werthe mit entgegengefegten BZeichen geben, fo muß zwiſchen = und 4 wenigfiend 


eine pofitive Wurzel der Gleihung Fr o liegen. 


Wären = und 4 negative Zahlen und man fände, dag F(—«) und F — 9 entgegenge ⸗ 


ſetzte Werthe geben, fo muß zwiſchen — «& und — P eine negative Wurzel der Gleichung liegen. 

Denn man nehme A voillführlih groß und fe z—=y— hin Fx=o, fo wid K(y-r)mo 

wy=hkh-+«. Aber für = = —.e.ındo =. Pwidy=mh—a und yzh—f, 
daher möffen diefe Werthe in F(y— rn) o gefeßt, biefelden Refte mit entgegengefeßten Beichen 


8 





x 
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geben. Nun iſt n wiakahelch groß, man kann daher A fo annehmen, MaeR— eo und R— ß 
pofitiv werden, woraus folgt, daß F(y— MA) = o eine pofitive Wurzel zwiſchen h— ca 
und? h— Phbat. Diefe Wurzel fi = A— a, wo a jwilden & und A liegt; dies gicht 
s=y-h=-—a, alſo if — a eine Wurjel der Gleichung Fx = 0, wenn — a und 
— ß flott = In Fa gefegt, entgegengefeßte Werthe geben. 
Alle vorhergehende Shlüffe ‚gelten auch dann noch, r wenn eine von den Zahlen @ oder“ 

B=oif. | oo 

\ 6 96, - 
zuſatz ardalt eine Gleichung entgegengefebte Werthe oder Reſte, winn die hehien a und 
A ftatt = gefeht werden, fo hat die Gleichung wenigftend eine reelle Wurzel. Weil aber zwi⸗ 
fen = und A noch Bablen liegen koͤnnen, welche ebenfalls abwechſelnde Werthe fuͤr die Gleichung 
geben fonnen, fo muͤſſen alddann auch zwiſchen « und 4 noch mehrere Wurzeln liegen. Waͤren 
nun , ‚zwei Werthe zwiſchen = und A, und man fände für die auf einander folgenden Zahlen 
a, oc, a", A die Beihen 4 — +- — dor den entſprechenden Werthen der Gleichung, fo beweifet 
dies, daß alddann zwiſchen a und ß drei reelle Wurzeln liegen, weil drei Uebergänge der Zeichen 
in den Werthen der Gleichung entſtehen. Eben fo koͤnnen 5, 7, 9, und uͤberhaupt jede ungerade 


Anjahl von Wurzeln zwiſchen « und 4 liegen, wenn für diefe beide Bahlen die Werthe der Glei⸗ 


"hung entgegengeſetzte Zeichen erhalten. 
Findet man, daß für die beiden Zahlen & und A die Werthe der Gleichung einetlei Zeichen 
- erhalten, fo kann Dennoch zwiſchen « und 4 eine Zahl liegen, weiche für den Werth der Gleichung 

ein entgegengeſetztes Zeichen giebt, in welchem Bote „wiſchen ce und 8 mei Wuxtjeln enthalten 
wären. Liegen zwiſchen « und P drei Zahlen a’, DL welche abwechfelnde Werthe für die 
Gleichung geben, fo daß z. B. für die Zahlen a, a’, @”, «”, & die Werthe der Gleichung die Zeichen 
+—+-— + erhalten, fo iſt dies ein Beichen, daß vier Wurzeln zwiſchen = und 4 liegen. 
uUeberhaupt, wenn für zwei Zahlen er und die entfprechenden Werthe der Gleichung einerlei Bein 
hen erhalten, fo fann n jwiſchen a und A nur eine gerade Anzahl von Wurzeln enthalten ſeyn. 
‚& 9. nr y , 
Su jeder Glekung | 
Four + Am Bam... HPr4Q=o 
j kann man a fo groß annehmen, daß die Summe aller Glieder nicht = == 0, fondern einer pofltie 
"ven ‚Größe gleich fey. | 
I. Sat die Gleichung durchoaingig einerlei deichen, und das erfle Glied bat, wie. hier 
ſtets voraudgeftgt wird, dad Beihen 4, fo muß jeder noch fo kleine poſitive Weith für 2 geſetzt, 
für die Summe aller Glieder eine pofitive Größe geben. 
II. Hat die Gleichung verſchiedene Zeichen, und es iſt Gar” dab erfie negative Glied 
und IN der größte negative Koeffizient, fo muß. offenbar die Summe aller Glieder poſſtiv werden, wenn 
> Nat Ferm art... . ne 
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——— 68 — 
oder, wegen 5 61. (N), wenn > N rn oder au) =” > N = — ft, woraus 


æ —ü 4 V folgt. Es ift aber 93) — N > — ar, alfo au 
(17 >N ode = —1> YN. Wenn man daher 


—2144 = =m 
annimmt, fo wird die Summe aller Glieder der Gleichung Fx o eine poſitive Größe ſeyn, 
wenn N den größten negativen Koeffizienten der Gleichung, pofitiv genommen, bedeutet, und unter 
r die Anzahl der poſitiven Glieder verſtanden wird, welche dem erſten negativen Gliede vorongehen. — 
Weil von der Gleichung Po = o keine Wurzel e x == m ı werden kann⸗ ſondern ale po⸗ 
ſitive Wurjzeln kleiner als m ſehn muͤſſen, ſo iſt u 
m=1-+ YN | 
bie Grenze der größten pofltiven Wurzel. 
4. Beifpiel. Für die Gleichung | 
eat Dat 0 ms 
findet mar =2 und N=29, alom = 1 + va ade m=7 iſt die ie de ofen 
. pofitiven Wurzel, . Te 
Die größte pofitive Wuryel ft = 4, . 
2. Beiſpiel. + — 0 ia — Hr Mo gr 1 und, 
N = 50, alfo m = 1--+ 50 = 51, daher wird, hienagh die Grenze der sräßten pofiioen Wur— 
zel = 51, obgleich die größte poſi tive Wurjel nur == 4 iſt. 
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zufa tz. Dat Teste Veiſpiel zeigt, daß die Grenze der größten pofitiven ınzel einer 
Gleichung noch ſehr weit von berfelben ſelbſt entfernt feyn fann, wenn man dieſe Gene nach 
‚dem vorftchenden. Verfahren aufſucht. 

Engere Grenzen laffen ſich in vielen Fällen dann angeben, wenn man im Stande ift, die. ” 
gegebene Gleichung in ſolche Theile zu zerlegen, welche aus zwei Faftoren beftehen, wovon der 
erfte pofitiv und eintheilig, der zweite aber sweitheilig, zuerft ac oder eine" Potert; von 2, und dann 
eine von ac unabhängige Bahl mit dem- Zeichen — "Hal. Laͤßt' ſich das letzte Glied nicht zu einem 
zweitheiligen Faktor verbinden, ſo muß daſſelbe poſitis ſehn, wenn dies Verfahren Anwendang 
finden ſoll. 


u 4 Beiſpiel. Die Grenge der größten pofitiven Wurzel dir Giigung : t 
' = + 2° — 92° — 97 + 10=0 ° 
ie Anden, verwandle man ſolche in folgende 2 En BEE Zr 
ar (ar — 29) - a (ar 9 +:180 oo, UU 
fo giebt x? e= 29 den größten pofitiven Werth. für =, ‚wenn. folder aus den. Biden ih den 
‚ Parenthefen beftimmt wird, daher muß offenbar der Werth dieſer Gleichung pofitis. werden, wenn 


gan 








" \ 
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a: == 29,’ alfo = == Y29 oder = 6 wird; daher ift 6 die Grenze der größten pofitiven Wur⸗ 
‘jel, wofuͤt man im vorigen, f. die Babl 7 fand. ' 
2. Beiſpiel. Für die Gleichung | B 
+ — War + 35x — 50x + 4 = o'findet man 
> - 10) +32@ +24 0 vñ 
Nun giebt 0 10 den größten poſitiven Werth für x, daher iſt 10 die Grenze der ef 
ten pofltiven Wurzel, ftatt daß folche nach dem vorigen $. == 51 wat, 
3 Yeifpiel. Bür die Gleichung 
5 +7 — 122° — —EE 13 = o findet man 
a - ME N+R2EC-M=o 
alfo giebt‘ xt. 49 oder x = YA, alfo x — 4 bie Grenze der größten pofitiven Wurzel. 
Das vorftehende Verfahren findet feine Anwendung, wenn die Gleichung. mehr negative 
als pofitive Glieder hat, oder wenn fich feine pofitive Glieder mit hoͤhern Potenzen von x, mit 
negativen Gliedern niedrigerer Potenzen verbinden laſſen. So ift z. B. dies Verfahren euf Glei⸗ 
chungen, von der Form | 
x’ — dat — Bat + Cat +De- Em 
nicht onwenddat. 


x 


%9M. 

In jeder Gleichung - 
Feet Ast +Bom4....+Pe+0=o 

fann man x einen folchen Werth geben, daß die Summe aller Glieder negativ wird. 

Denn man fege in der vorſtehenden Gleichung — y ftatt x, fo wird folde ($. 9). 
y®— Ay + By? —....7 Pr rQ=u. . or. 

„St nun M der größte negative Koeffigient diefer verwandelten Gleichung/ ſo wird r —* 

fuͤr die Grenze der grbßten pofitiven Wurjel derſelben 


yz=m 1 4 Y M. | ' 
Weil aber. die größte pofitive Wurzel der verwandelten Gleichung, mit. der größten negati⸗ 
von Wurzel der gegebenen Gleichung einerlei ift S 91.), fo darf man nur die vorſtehenden Bei 
den umfehren, und es wird alddann , 


.e=m- mm —i1— yM 

‚die Örenze der größten negativen Wurzel der gegebenen Gleichung Fx = o, alfo —* da⸗ 

durch x einen ſolchen Werth, für welchen die Summe aller Glieder eine negative‘ Zahl iſt. 

Beifpiel. Die Grenzen der größten negativen Wurzel ber gegebenen Gleichung 
++ x: — 2902 — 9x + 180 = 0'zu finden, verwandle man felche nad) S. 91. in 
æ m a u 2952 9x + 180 == 0, fo iſt die Gtenze der größten pofitiven Wurjel diefer 
Gleichung ($. 9, ZZ | E B 
| m=1+239 = 30, 
\ azieiwein Analpfis. J Banr. | : D 
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alſo if — 30 die Grenze der größten nehativen Bug! der gegebenen Origun Die größte 
negative Wurjel t=—5. 


$, 100. 

1. Zufag. In der Gleichung von. einem geraden Grade deren letztes Glied. negativ ift 

| Fx = a® > Aa”? Li... +$Pr—-0O0=o 

fege man = == 0, und nach |. 97. = = m, fo erhält man zwei Reſte von entgegengefesten Zei⸗ 
chen, alfo Hat die Gleichung eine pofitive Wurzel ($. 95.), Nun ſetze man — > flatt x, fo-bleie 
ben die Beichen des erften und legten Gliedes ungeändert, alfo giebt die verwandelte Gleihung 

ya— Ayaı -,....— Py— O0=o 

ebenfalls eine pofitive Wurzel ($. 95.), daher muß die miſpruugliche Gleichung Fx = o auch 
eine negative Wurzel haben ($. 91.). 


g 101. 
2 Zuſatz. In der Gleichung von einem ungeraden Grade 
at > dan >....+Pc+0=o- 
fey daB legte Glied O pofitiv. Sekt man nun = = — >, fo wird die verwandelte Gleichung 
yrtı — Ay®t..,.+Pr-0Q0=0 
Fuͤr y=oundy = m ($. 97.), erhält diefe Gleichung eine pofitive Wurzel ($. 3. )v 
daher muß die urfpränglihe Gleichung Fx == o eine negative Wurzel haben ($. gl). . 
Wäre hingegen dad legte Glied O der gegebenen Gleichung negativ, fo erhält man für 
x =ound x = m (f. 97.) entgegengefegte Werthe, alſo muß die gegebene Gleihen eine po⸗ 
ſitive Wurzel haben ($. 97.). 
Hieraus folgt, daß jede Gleichung von einem angeraden Grade wenigſtens eine reelle Wur⸗ 
zel bob muß, deren Zeichen dem des letzten Gliedes entgegengeſetzt iſt. 


$, 102. 
. Bon der Gleichunn Fæo A . ... Pr O O, deren Koeffi⸗ 
zienten ganze Zahlen find, ſey = eine poſitive Wurjel, fo muß dieſe Gleichung durch x — = ohne 
Reſt theilbar ſeyn ($. 77.), und man findet 
eat dm... +P=o [7]: 
wo nad) $.77, die Koeffizienten A’, B',.. .. P’ ganse Bahlen feyn möften, wenn BG ...0 
und = — @ ganje Sahlen find. Für ⸗ == 1 wird “ 


mit +B 4... +R 

Dieſer Quotient we eine ganze Bahl, daher muß auch — oder ohne Ruͤckſicht auf dad | 
Beiden des Quotienten, * eine ganze Zahl ſeyn, wenn a eine pofitive Wurzel iff. 

| Setzt man — 1 ſtatt æ in II], fo muß ebenfalls Fon „ oder ohne Rüdficht auf das 


_—1-a 


Beiden de Quotienten, 7 eine ganze Zahl ſeyn, wenn a eine poſitive Wurjel iſt. 


‘ 
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Es ſey — a eine negative Wurzel der Steigung F x ==0, fo muß biefelßbe *8 sta 
ohne Reſt theilbar.feyn, und man findet 





F ’ N 
met fand... +P=o 
Kür zs=+1 und z = — 1 muß daher der Quotient eine ganze Zohl ſeyn, oder auch, 
ed möffen die Quotienten — und E — 2 ganıt ia fegn, wenn g eine negative Wurzel ift. 


Z 2: 


Hieraus folgt, daß, wenn die —* a und feine ganze Zahlen find, 


fo. kann a Feine pofltive Wurzel, und wenn — * z und — D; Feine ganse Zahlen find, fo 


rann a Feine negative Wurzel der Gleichung Fx = o em. 
Eben died gilt, wenn auch nur. einer dieſer Quotienten feine ganje Saft iſt. 


§. 108. 
J In jeder geordneten Gleichung, deren Koeffizienten ganze Zahlen find, fann man, wenn eine 
ihrer Wurzeln a eine ganze Zahl ift, durch diefe Wurzel a dad legte Glied dividiren, und dazu den 
nächft vorhergehenden Koeffiziehten addiren; dann. wieder dieſe Summe durch a dividiren und dazu 
den nächft_vorhergehenden Koeffizienten addiren ; dann wieder durch a dividiren und dazu den nächft 
vorhergehenden Stoeffizienten addiren. So fortgefahren, bis man endlid den Koeffizienten des erften 
Gliedes addirt hat, muß die zulegt gefundene Summe = o ſeyn. 
Ried diefe legte Summe nit — 0, oder geht a in eine von den Summen ohne Reft 
nicht auf, fo ift auch a Feine Wurzel der gegebenen Gleichuns. Daſſelbe gilt, wenn einer dieſer 
Koeffizienten ein Bruch wird, 
Waͤte die Gleichung 
| Az4 + Ba’ + Cat + Dei + Eat + Fa + 6=o 
wachen fo erhält man dem vorfichenden Berfahren gemäß, wenn a eine Wurjel in sonen Zehlen iſt, 
= + F; durch a dividict und Z addirt | 


Sg + = + E; dur) a dividirt und D adbirt 

* 4 4 £ ++ D; dur a dividirt und C addirt 

S+St+är2r em a dividitt und B addirt 

— +23+5+ 2 + 2 + B; endlich dur) @ dividirt, A addirt und die Summe =o 
veſett giebt 


* 54 += Er Fr D 4 5 —54 54 A= 0, oder die Glieder in umgekehttet Denn 


geſchrieben und mit a“ multipligiet, giebt 
Aa‘ + Ba’ +0 + Dat + Ea HFa+G=o, Ä 
wie erfordert wird, wenn a eine Wurzel der vorfichenden Gleichung feyn ſoll ($. 76.). 
W 522 
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Beiſotei Son der gegebenen. Gleichung 
ar — 10.x° tu Nette 
ſey a=3 ein Wurjel, ſo erhaͤlt man | = 


Y-90-2 
ze) de 4 
-10=— 3 

3 


ur Van in O0, 


wie ‚erfordert wird, wenn a == 3 eine Wurzel der vorſtehenden Gleichung it. 
Wollte man verſuchen ob 6 eine Wurzel diefer Gleichung iſt, ſo et man 
| 4_0=—4 
0 m#84s=- v9 
| ber 


da nun 6 in 27 nicht opne Reit: aufgeht, fo fann auch 6 Feine Wurjel der vorſtehenden Glei⸗ 
chung ſeyn. | Ä 


Pr ’ .‘ 


- 


8. 104. 


Um zu uͤberſehen, wie die Koeffisienten einer: Gleichung von 1 ihren Wirrin abhaͤngen, ber 
zeihne man diefe Wurzeln mit a, b, c, d, & . . . . . welche aud beiabten und verneinten, ta= 
tionalen und irrationalen, auch. unmdglichen Bahlen beftchen mögen, fo find — a=0; - - 
z—b=0;2—c=0;,.. .. die Wurjelgleichungen, und man erpält durch die Multi⸗ 
plifation derſelben: 
at =.’ — |” +ab=o 
—b 


@-d@-de-gmer-e 


mn (U 


$+aece 
+bc 


Ko zn s’+ab —*— x +abed=o- 
— +act, —abd 
—c +adl —acd 
- —d +bch —bed . 
N | | +bd} 
+cd 


u abc=o 
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-e-Ne-Nle-ge-g=e-e ++ ab 2 abo 2r+ abed|#-— abede== 0 


W — +ac| —abd| ' Fabce 
—c) Fad| —abe| +Fabdel 
— +ael —acd| +acdel' 
' —el  +bc| —ace} +bcdel' 
+bal- —ade 
+bei —dcd 
+odf — bce 
. '+cel —Bde| 
+de| —cde! 
u. ſ. w 


Geht man auf dieſe Art weiter, ſo folgt hieraus, daß. in jeder vollftändigen Gleichung : 


(I) der Koeffigient ded zweiten Gliedes, der Summe aller Wurgeln mit entgegengeſetzten Beichen 


gleich iſt. 


(II) Dee Koeffizient des dritten Güedes iſt die Summe von den Producten jeder wei Wurjeln | 


mit unveränderten Beiden; u.f.w. Endlich 


um | iſt das letzte Glied dem Produkt aller Wurzeln gleich mit ihrem Zeichen, wenn der Grab 


der Gleichung gerade, mit entgegengefeäten Zeichen, wenn er ungerade iſt. 


Hätte man nun für die n Wurzeln a, d,e,.... prg die Gleichung 
ar Aa + Bar — Cami L....ZPer+0=e 


gefunden, wo die obern Zeichen füs ein geraded, bie umtern für ein ungerade n gelten; und ed 


wäre auch bei diefer Gleichung die oben angeführte EigenfHaft der Koeffizienten vorhanden, fo er» 
halt man, wenn an  Gleigung mit des Wurzelgleichung = — r = o multipligiet wird: 
“I Biart— ...+ O0|x$ ‚(=e 
| + rP 
Wenn daher die eben —5— Eigenſchaften der Koeffizienten für eine Gleichaug vom 
aten Grade gelten, fo gelten fie auch für eine Gleihung vom rn + 1ftn Stade. Nun find ſolche 


’ 


für den 2ten bis 8ten Grad wahr, daher auch fir den + 1=6ten, alfo auch fuͤr den Tun, J 


Bten, Nen uf. w. 

Aus den vorfichenden Entwickelungen erhaͤlt man noch folgenden Sag: 

UF) Der Koeffizient des vorkegten Gliedes einer jeden "Gleichung ift det Summe der Quotienten 
gleich, welche entſtehen, wenn man bad legte Glied, mit enigegengefehtem Zeichen, nach ein⸗ 
ander durch alle Wurzeln der Gleichung dividirt. 

Wären a, B, c, d, .... 9 die Warzeln der Gleichung 

AT Beth... Herne 

fe erhätt man daB vorletzte Glied oder 

\ = (++ 8r...4f} 


. Mi der Boefiyime eines jeden Glieded leicht senden ‚werden kann, ſ. m. J 7n. (II) 


- 
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Zufag. Die vorftehenden Entwidelungen ſetzen voraus, daß jede Gleichung vom nten Grade 
Dar + Aa BAÆAX. + Ci. ...+Px+0=o 


nothwendig Wurzeln haben muß, welches aber, bisher noch nicht bewiefen ift, ſondern nur 


($. 79.), daß eine Gleichung vom nten Grade nicht mehr ald n. Wurzeln haben fann. Allein es 
laͤßt ſich die Frage aufiwerfen, ob ed nicht Gleichungen, wie die vorftehende, giebt, die gar feine Wur⸗ 
zein haben, oder für welche umter allen reellen und imagindren Zahlen feine gefunden werden fann, 
welche ftatt = gefegt, die algebraifche Summe aller Glieder in Nun verwandelt: 


Es fey daher die Gleihiumg’(T) eine foldhe, von der behauptet wird, daß fie feine Wurzeln 
habe. Nimmt man nun-n unbefannte Werthe a, b, c, .... p, q an, deren nähere Beſtimmung 
ng vorbehalten bleibt, fo kann man hieraus dad Produkt 

(«a (æ — b) — ) ....æ — p) (ee — 9) 
bilden. Durch Multiplikation dieſer daltoren in einander, erhaͤlt man alsdann einen Ausdruck 
von der Form: 
+4 Bem tler... +r2+0, 
und wenn man diefen = o feßt, fo entfteht die Gleihung 
(in) + Lam Bet C»s+....+Pa+0=o 


deren n Wurzeln offenbar bie à unbefannten Größen a, b, c,.. .. g find. Die n Koeffizienten _ 
A, B..... O diefer Sleihung, find aus den unbefannten Größen a, b, c, . . . . q jufame 


mengeſetzt, wogegen die r Koeffizienten A, B,C,.... 0 der Gleichung (7) gegebene oder be⸗ 
kannte Größen find. Weilnun a, b, ©... . q noch) näher zu beftimmende Größen bedeuten, 
fo fann man zue Beftimmung derſelben d= A; B=B; C=LC;....0 = 0 fehen, 
wodurch) eben fo viel Gleichungen entſtehen ald unbefannte Größen a, b, o .. . . g vorhanden 
find. Es muß dader n Werthe , don. ...19 geben, w welche diefen rn Gleichungen entſprechen, 
und man kann fich daher diefe a Werthe auf irgend eine Weiſe durch bekannte Größen ausgedruͤckt 
vorftellen, welche theild aus reellen theild imaginären Größen beftehen koͤnnen. Pina ke fi 
die n Würzeln der Gleichung (II) als bekannte, durch die Koeffizienten A, B, C,.... 0 bee 
ftimmte, Größen anfehen; daher muͤſſen auch, wegen A= fd; B=B;.... 6 = 0, die 
an Groͤßen a, derer Wurzeln der Sleihung (I) feyn, oder diefe Gleichung muß a Wur⸗ 
zeln Haben. Weil ſich dies von. jeder andern Gleichung des nten Grades eben fo beweifen läßt, 
fo folgt allgemein, dafs jede Gleichung ded ten Grades, nothiwendig za Wurzeln haben muß. 


Ganz allgemeine Beweiſe diefed Satzes findet man in 
Legendre, Essai sur la theorie des nombres, Paris 1798. I: Partie; % XIV. 
Gau/fs, Demonstratio nova theorematis, omnem Junotionem algebraicam rationalem in- 
tegram unius variabilis in Factores. reales primi vel secundi gradus resolvi posse. 
Helmstadü 17%. 
Cauchy, Cours-d’analyse; Paris, 1821. I. . Bartie, Chap. X. }. 1. 





— ES _ 
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5. 106. 
"Aufgabe Die Summe von den gleichen Potenzen der Wernin einer Gleichun⸗ pe finde, 
Auflöfung. Die gegebene Gleichung fen 
Fxz = 2" + Aa 4 Bat-+.. ‚tP2+0=0, 
und a, b, c, d,.... q ihre n Wurjeln, fo wird nach j, 78, - 
Fz = («—a) (c—b) (2—0).... (zug). 
Nun fege man um die Summe der verfchiedenen Poienen der Wurzeln auszudruͤcken 
5, =a +5 +e + d ht... +g 
. =a.+b +0 + d2.+....+ oe, und ‚überhaupt 
* 251734437* .+ 9”, fo wird 
=a +5 +. be min Mn And m ꝓ = ti 


= 


In den Ausdräden für Fx werde y + æ ſtatt = geſetzt, fo eilt man 
vrertFArte +... 4+Py+e)rO=(yra—a)(yta—)(ytr—0).. yte-g= 0, 
oder nach 8. 83., wenn dort kr == x gefeht wird 
IY=r+4y+ By+...+Py+0= —— v+=—b) —— —D— 
und es ift alddann $. 83. 

(= or Aa Both. era T 9 [N 
P= na” + (n—-1) Aa 4 (n— 2) Bas +...+P. IMNV 

Nun find ($. 7) a—x,b =... ...9g— x, di Burzeln der Gleichung / = 

daher wird nach F. 104. (IP). 


P=-— IX ATI AUF BER AUATG .. A 








Beitritt to 

Na 1. 50. ift aber | | 
—.-i Hatstst _ 
7 —————— | 


„—-=!3+5+6+% 
daher wenn mon die unter ander in Suider ae 


G=3+3 34* Zu .... abet . 
F= vers Hatte) 


Fir P un Of bie Bestie nach [IIF und. [Z} acſett. und die angeht Multiplikation 
verrichtet, giebt 
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na DA + @—9Ba”34 na .... 





nd am? nB as + PR Hi ide 5% 
" +5: +5: 4 +5S,B j v.,, —W 
F Say a . | 

| ' +5; . “ 

nun — 


———— —— — | 
-— — —— daher auch, und wegen So ** 


ee = un _ 
u ee =, +4 ! 
(1) o=S, + 45, + 2B 
o=S,+ 45, + BSı +36 
o=5,+45, +BS, + 65: +.?D 
u. ſ. w. 
gu Bildung eined allgemeinen: Ausdrucks für Sms, wenn m m jede beliebige Sahl Seht, 
werde Fc=omie multipliziet, bied giebt " 
ep Petit Qe=o. 
Siein die Wurgeln a, b, c,.... q fintt æ gefeßt, giebt s 
ar dar > Beat ....+ Pat +00=0 
vr + Aut Beta ....+Per+OoVmo 
u N ir u 
“oder nach der angenommenen Bezeichnung, wenn die unter einander ftehenden Glieder abdirt werden: | 
(UWo=Spr + AS + BSeaHt: - + PS +08 
Hierin r == 0 gefeßt, giebt wegen S. = n | 
GII) o S. AS +BS+....+ PS, 40 
welcher Ausdruck auch aus (I) gefoigert werden konnte. 
Entwickelt man die auf einander felgenden Summen der potener, ſo wird: 


ge nr j . . 
sS=—4 . nn oo. " nn | . 
15.= 44'=B . BE 


15,=—-142’+4 B-C 
1S,= 44—2B+4 C+ JB! —D 
45 =—44'+4°B—420— 4B $AD+ BC —E 
IS 346-4 B4+4°C4+24°B’—AD-2ABC — 4B* +4E + BD 440 - 
mh 4 B=A4C—249B?+4°D434°BC+ AB’ PE-24BD- 46?--B1C4 AF+BE+CD-G 
4* = — 
-24CD +4 G+4B°—B?D-BC’+BE+CEHIDIÄ. 
u. ſ. w. 








e 
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Die vorſtehenden Saͤtze, welche daB Verhalten der Koeffizienten einer Sleihyung. zu den Pos 


“"tengen ihrer Wurzeln ausdräden, find nach Ihrem Erfinder unter dem Ramen der Neutonſchen 
befannt. . j 


- 


—— Fuͤr die Gleichung 
— 1023 + 350° — 50x 424 = 0 wird 


Zn B=3,C=— 50, D= 24, daher, weil 
S,,=—485,=— AS, —2B;S, = 45, — BS. - 80 uf. 
erhält: man hienach | \ \ 
| Ss, = 10 


S,=18,—-235= 10 — 70 =%0 . 
8, =10S, — 358, + 3.50 = 300 — 350 + 150 = 100 
Ss, = 1085, — 355, + 905, -—4.4= 35 
5, = 1085, — 355, + 505, — 245, = 1300 u 
S; = 105, — 355, + 505, — 4S,—= 48% 0 
S, = 108, — 355,.4+ 508, — 245, = 18700 
u, ſ. w. 


Ohne daher die Wurzeln der gegebenen Gleichung. zu fennen, fo weiß man doch, daß ihre 
Summe == 0, die Summe ihrer Quadrate = 30, bie Summe ihrer dritten Potenzen = 100, 
u. f. w. iſt. 

Es find aber 1, 2,. 3,4 die Wurjeln der gegebenen Srigung; ; und man erhält wie ers 
fordert wird. 


142 +3 +4= 1 .. | 
1° > 22 - 32 - 4? = 30 — 
” 12 > 27 — 33 - 41 = 100 \ 
1% 4 24 4 34 L 4 m 34 . | 
1? — 2° + 3° + 4° == 1300 or 
N . u. ſ. w. 
. 107. 


1. zuſatz. Die zuletzt gefundenen Ausdruͤcke fuͤr die Summen der Potenzen der Wuteln 


einer Bleihufg werden dadurch vereinfacht, wenn man vorausfept, daß in ber gegebenen Steigung 


das zweite Glied fehlt. Waͤre daher die Gleichung 


——— 
gegeben, fo findet man für die à Wurzeln derſelben: 
Cytelweins Analyfis. I. Band. R 
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8, — 0— 
8. = — 2B | | nn 
S=—3C | — 
4 'S,=—-Bs, —4D. i , M 
Ss, = — BS, — CS, —5E oo. . J 
S=—BS,— CS; - DS, —6F 70 _ 
Ss =—BS,— CS, — DS, — BES, — 76 . | 
3, = BS, — CS, — DS, = ES, — PS, — 8H 
| u f m, oder uh | a 
5,=0 
Ss,=—2B 
Ss,=-3C 7 
S;= 2B* —4D " 


S,= 5BC -5E M on 


" S,=—-2B° +6BD+3C? —6F . Ä — 


38,* 
S,=- 9B’C—IB2E-18BCD+9B6—3C1 +9CF+IDE— 91 


S,==—-7B2C47BE + 7CD —76 
2B* —8B:2D -8BC2 +8BF+8CE+4D?_8H 


Sm—2BH KOBTDEHOB OB FBOBCR-0BDA-100DHOBHHOCGHODPISE-I0K 


u. m 


N Beiſpiel. Fuͤr die Gleichung 
+ 1002 An +8=o findet man B = — 10, C=—4, D=8, alſo — 
8. =0 
s,=210 20 — — > 
9, —=3.4. = 12 | 0 - 
" 5,=108, — 48 = 20 '— 32 = 168 
5,=1085, +45,= 1% + 8 = 200 | 
. $S = 105, +45, —85, = 1650 + 48 — 160 = 1568 


= 105, +46, — 85, = 2000. 4 672 — 
= 105, #85, — 85, 


- = 376 - 5 
= 15680 + 800 — 134 = 15136 


w, x 


. 107.0. 


uf, 


2. Zuſatz. Waͤren von der Gleichung 


die m Burgeln 0, ß, Ye ene 


u" > Au 4 Bur+...$PurO0=o j 
“2 gegeben, und man ſetzt Ba 
SER ++ tr... te | 


fo erhaͤlt man, wenn die Potenzen der gegebenen Wurzeln als bekannt angenommen, und daraus 
die Koeſſuenten . B, GO 


0 nad () geſucht werden, 


N “ - . f 


f — 
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d=-S, i . . 
Bm hf. u Non 
. ee teste, | | r ‘ u ! 
, Ay AS 4+BS,.+. .+PSs, 
0. — am m . 
N \ §. 108. — 


Aufgabe. Aus der gegebenen Gleihung Fx = o eine "andere fu=o ju bilden, de⸗ 
ern Wurzeln die Quadrate von den Differenzen der Wurzeln der gegebenen Steigung find. 
Auflöfung. ‚Die Wurzeln der gegebenen Gleichung 
Ferm" + da + Bar... +Pxz+0=o r 
bezeichne man mit a, b, Gd....9% 


Um nun die Wurzeln der Gleichung fu = 0 für. die Quadrate der Differenzen zu erhal 
ten, ziehe man von jeder der gegebenen m Wutzeln a, d, c . . . g. die übrigen ni ab und 
erhebe folche zur zweiten Potenz, fo erhält man u 

 (a— bi, (a — 0), (a— dr, ..... (a — g)* . - 
0, 0), Bd... g* m. . 


o Le‘ 0 ¶ ® “ — 0 “ % + ® % + 0 — 0 . 


Baumann N 
Die Anzahl diefer Wurzeln ift daher =n (m — 9. Weil aber jede derſelben zweimal 
vorfommt, nemlich " | | 
G—-b’=(b — a); - — . - = (q — q), 
ſo iſt die Anzahl aller Wurzeln für die Quadrate der Differenzen = N, und von eben dies 
. fen Grade muß die Gleichung fu=o feyn, weil fie eben fo viel Wurzeln enthalten muß. Man 
ſetze daher m = ud, fo ift die gefuchte Gleichmng, deren Koeffizienten noch zu beſimmen 
bleiben 
F .. Pq, 
und die m Wurzeln derfelben. find M . 
: (a — 5); (a — €); ae 5 (b — d)®; Beeren 
{c — d)?; ch u ſ w 
"Seht man nun | 
S, ** (4 — b)? + (a .__ c)*®- + sooo. a (p — 9)* und überhaupt 
S, = (a — by 4 (a — cr + ..... + (p — ge [II], 
ſo wird oh. 107. 7 | nn 
| . RT 


‚he 


| Homar+o-gr to tn tg” 
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| yzö — 5, 
B = — 5, * SS 5. 
— | j C=- nass, ums, — 
| uf. w. 
Ferner ſetze man wie biöher _ 
Beertsteke.de- " 
fo erhält man, wenn im nachftehenden Ausdruck die Binomien aufgelöft (. 25.) und die Glieder 
nach den Potenzen von a geordnet werden: - \ 
(art (det -eH+..... + @grnar— (A) (a +b ro het AU 
+2). (++ 04...) ar“ 
J— —B——— +9?) 293 


. Par RE Te De 
oder nach ber angenontmenen Bereignung 
(w-a)r+o-b)”+ Cr +..t+a-gr=nar (Ar) (Dr), te. 


"Hierin nad) einander a, b,c *2 ſtatt x gefegt und bit entſtandenen Ausdroͤce veſammen 
addirt, giebt: —— 


(be Ham — hate — 9) - ” (at + der +....+9% 


— (27) S,(a br +.....4 9°) 
+ (2r),S(ar 2 + or r.....+ ” 


“+ ® ® ‘ 


+ (go) + ar + (ee. +. .... + pP)" |; " Se (a0 480 4..... 4 —* 
Fuͤr den erſten Theil dieſer Gleichung erhaͤlt man nach II] und ur, und für den zwei⸗ 
ten Theil nach der angenommenen Bezeichnung: 
2S,=n 5. — (Ar) Sı Sa-ı + (An Ss Samma — ers Se S 03 
oder weil So =n ift a ’ 


. 287 = 30 — (27) 55m + er —E + une + (2r), 5, S- + or0r00. 


.... + (2 vr) Sud; — —(2 r) Sar—ı5ı + N Ser 


wo die ‚obern geichen für ein gerades, die antern für ein ungeraded-r gelten. Hienach erhaͤlt man auch 


2585,* InSo — 2 (Zr) S, Ser—ı + 22 r) Se Ser. ... + (2 r)-S, Sr; folglich 
(N. S-—nSe— (2r) SS + Br Sa rer + oo... +3 3 (2r), 8,8, 


Berl... . wid 
S,=nS,—S,5, ° 
S,=nS, —4,5,5, +3-% 5,25; \ 
S,=nS5 — 6,5,5 $ + 6,5 2 8. — 5.6, 8, 8, 
u. ſ. w., oder aach u 


— 


⸗ 





N 
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Sans, —S,S, 

S,= nS, — 45,5, + 35,5, - . 

SS, =nS — 68,5, + 158,5, — 105,5, -- - 
S,=n5, — 855, + 35,5 — 565,5, + 355,5, 

- u. ſ. w. 

Hieraus laſſen ſich nun die Koeffizienten A’, B, C, .... e der Steigung fu == 0 finden, 
da die Werthe S,, S., S,.... nad) $. 105. aus den gegebenen Koeffizienten” gefunden. were 
den) ohne daß die Wurzeln der gegebenen Gleichung Fx = o bekannt ſind. 


Beiſpiel. Fuͤr die gegebene Gleichung 
0° +20 13x +10=0 


wi hier ne 3 alſo m 2=3,4=, B=—1,C0=10, daher $. 106. 


5, =; 8. =; Ss 116; 5 = 6; Ss, = — 3092; 8. = 156%. Fer⸗ 
ner erbält man hieraus 
= > 2.2 = 86 | 
SC 3. 2 — 4.2, 16 + 3.30, 30 = 3698 | 
S, = 3,1560 — 6.2.3092 +1 15, 30.642 — 10.116. = 164306, 
daher wird — / 
MM == — 86 
B=-— 3 (3698 — 86.86)’ = 1849 | 
Co— 3. 86.3698 + 1849.86) = — 1764, folglich 
_ 86u: + 1849u — 1764 = o. | 
Bur krliuterung kann man noch bemerken, daß die Wurzeln der gegebenen Gleichung, 
+1; +2 und — 6 finds daher erhält man die Quadrate von den Differenzen diefer Wurzeln. ' 
1-2? =1; 1 +5)” = 36; (2 +65) = 49 und es find 1; 36; 49 die Wurzeln der . 
gefundenen Gleichung, wie erfordert wird. 
Auf Ähnliche Weife verfährt man für Gleichungen von noch hoͤhern Graden. 


| Das vorfichende Beiſpiel, da die gegebene Gleichung nur vom dritten Grade iſt, haͤtte leich⸗ 
tee nach 8 110. berechnet werden koͤnnen. 


5. 109, | | 

Sufa®. Unter der Boraupfegung, daß in der gegebenen Bleicung das zweite Olied Ä 
fehlt, ſey 
+ Bar} Co. Pr + 0= 0 EEE 


die geaedene GRichung, und wenn man m = ren ſetzt, ſo ſey 


.. P 
die geſuchte Beihung, deren Wurzeln die Differenzen der Quadrate der gegebenen Sleichuns ſiad. 
Hienach erhaͤlt man, wegen 8, 0 6 107, Ki 
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S,=nS,. nn — un 
w‚S,enS,#t+ 35,5, | 
8,* "5, + 155,5, — 105,5, . Zr. oo. - 
= "5, + 35,5, — 865,5, + 358,5, " 004 
S,=nSo+ 455,5, — 105,5, + 2105,55; — 165,5, u —9— 
86* ir + 665,50 — 2208, Ss+ #055, Ss, — 7925, s. 4 4625, 5 | 
u. w. 
“Hierin die entſprechenden Werthe nach $. 107. oa giebt 
.. S,=—2nB. . oo. 
S=2 (n+6)B®—AnD | | 2 


S,=—%Xn+30)B? + 6(u+0)BD— 3(30-n)C>—-6nF, 
Ss Xn+126)B4-8(n+112)B°D+ 884m) BCHHInt3) BFH 165-n)CE+4nt140)D*-SnH. 





u f w. 
Nun ift ferne ‘ 
\ A = — 5, r j 
— E — 
N) en 2 . . P . . - 
u ſ. w. V | . . , . | _ 
Setzt man: hierin die gefundenen Werthe, ſo wird | | 
A =?nB | | . 
B =(n’—n—6)B°+2nD | | ' 
=3(2n?—3In? 170 + 30)B' Hann BD NN HIER . 
u . w. | J— 
: 4. 110. 
Aufs abe. Die Gleichung 
æ AxtBæ020 
in eine folhe zu verwandeln, deren Wurzeln die Quadrate von den Differenzen der gegebenen Oi 
hung find. 
Auflöfung. Hier vwid?n=3afom= S = 3, daher iſt 


' + Lu +Bu+e=o 
die gefuchte Gleichung. Die Soeffisienten A; B’; C zu beftimmen, entwickele man nach $. 106. 
die Werthe S,5 8.; 8,; 545 Sy; Sg, beftimme hieraus nach |. 108. die Werte 8.; Sa; Sy; 
- ” fo findet man hienach, wegen 1—=—S'; — ————— 
folgende Ausdruͤcke: 


— 


x 
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f=—2(4"— 3B); " 
_ B = (4? — BB); 
c = —4(4 38 (BB 34044 (AB — so. 
Beif piel. Bür die gegebene Gleichung 

- =! „22° — Bet 10* o wird hier 
4=2,B= — 15, C=10, Mae . 
4=—8%,B = 18%, C = — 1764, folglich 

en ur. Eöur +10 17 


6. 4111, 


zufs tz. Behlt das zweite Glied, fo wird A =: 0, und man echält aud 


= +BxtC=o j - 
.- Au But-l=o 


4=6B B=98*; C = 4B! + 270°, daher auch 


Be 7, — 7, alſo 


” 


u 


u + 6Bu? + 9B2u + (Bi + vo)=e 
1. Beifpiel. Die gegebene Gleihung . 
U — 22 — 62 0 
zu verwandeln, wird B= — - 2, C=—5, alfo 
— 12u% & 36u + 6493 = 0. 
2 Beifpiet. Bir ı he Seihung F 


x 72 —- 720 - \ 


us Bi + Hu 0=e 
z. 112, 


% 


Aufs be. Die Gleichung u 
xe+- Be + 0x +HD=o 


\x 


in eine ſolche zu verwandeln, deren Wurzeln die Quadrate von den Diffesenyen der belebenen Glei⸗ 


chung ſind. 


Aufidi ſung. Hier wird, n *4 alke m= = = 6, daher ift die gefuchte Gleichung | 


“+ Lu + Bus + Cu + Du + Eu+ = 0. 


f4= 8B nn - 
B=2B® £8D — 
C 18B2 —16BD — 260⸗ 
D=i7B* . 24BBDMö 48BC: — 112D* 
= 4B: -+32BD-+ 54B?C: — 12BD + 216 cꝛ D 


⸗ 


f- is B D — 4B €: — 128B*D> + 14MBC:D - 976 + 206 Dr. 


135 


| Dart) ein ähnliches Berfaßren, wie $. 109,, erhält man nad $. 107 und 108. die Rorfe 
figienten & 


r 
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Aus ver Weitlaufigkeit dieſer Auddruͤcke überfieht man die Schwierigkeiten welche entfichen, 
wenn man dieſe Koeffizienten für Gleichungen von nod) höheren Graden allgemein darftellen will: 


. $. 113, - 
Im ein. Kennzeichen zu erhalten, ob in einer gegebenen Gleichung gleiche Burn vorhan⸗ 


den ſeyn koͤnnen, bemerke man, daß wenn in der Gleichung 


⏑, 


die verſchiedenen Wutzeln a, d,c....g find, und man multiplizirt dieſe Gleichung mit 


x — r = o, fo entſteht eine neue Gleichung 
x — rO|a* 

















ar rer rem. ,—rN — rP |< — r0=o 
+44 +8 +01 +. Pl +0 “ 
von welcher. r eine Wurzel ift. Diefe Gleihung wieder mit — r muftipfigiet, giebt 
re 2r| et 7? |x"...+rN |x!LrO x:.Lr2Pp sr? Q=0;, 
+4 —2r4| - : —2r0|. —2rP| . —2r0 | 
+ +?1+0 . 














und biefe Gleichung Hat zwei gleiche Wurzeln, = r. _ Hier. wieder mit  — r multipligiet, giebt 











at — Art -...— riNie — 70) — PPle—- 0m. 
+ 4 ter 0)| - | 
—93rP — 370 0 
+0 


| und diefe Gleichung bat drei gleiche Wurzeln, zer. Sie ferner mit zer multipligirt giebt 











art} — Ar a#rt+,.. + #M|z+ Nie 0224 rP e+r0=0 
+4  —4r!N| —4r!0 —4nPpPl —A4r:O 
+6r?0) +6r’Pi +6r:0 h 
— Ar P — rQ.| | ’ 
+ 0 


und diefe Gleichung hat vier gleiche Wurzeln, = = r. 


Geht man auf dieſe Art weiter und unterfucht die aenchſheliihen Faltoren der lebten 
Koeffizienten dieſer Gleichungen, ſo findet man leicht: 
I. Wenn eine Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, ſo muß die zweite Poten dieſer Wurjel 
als Faktor im legten Gliede, und die Burjel ſelbſt als Faktor im vorletzten Koeffizienten 
enthalten ſeyn. 

IT. Hat eine Gleichung drei gleiche Wurzeln, fo muß die dritte Potenl dieſer Wurjel als Fak⸗ 
tor im letzten Gliede, die zweite Potenz; als Faktor im vorletzten. Koeffizienten und die Wur⸗ 
zel felbft als Faktor im nächft vorhergehenden Koeffizienten enthalten ſeyn. 

UA. Hat dier Gleichung vier gleihe Wurzeln, fo maß die vierte Poten dieſer Burj als 
Faktor im legten Gliede, die dritte Potenz als Faktor im vorletzten Koeffizienten, die zweite 
u — — Po⸗ 


— 


| 


+ 


| Bon den hdhern Steigungen, 1.113. 114, ‚139 
potem als Faktor im nächft vorbergehenden Koeffigienten und die Buryl ſelbſt in dem hie⸗ 


nachſt vorhergehenden enthalten ſeyn. 


Aehnliche Regeln gelten von jeder noch ſo großen Anzahl gleicher Wurein. Nur iſt wohl 
zu bemerken, daß die angeführte Eigenfchaft der legten Koeffizienten einer Gleichung allemal erfor⸗ 


‚dert wird, wenn in derfelben gleihe Wurzeln vorhanden find, daß aber nicht umgefehrt, wenn | 


ſich dieſe Eigenfchaften finden, nothwendis gleiche Wurzeln vorhanden ſeyn duͤrfen. 


$, 114. 
225 —* in jedem Ball die gleichen Wurzeln einer Gleicung gefunden werden koͤn⸗ 


| nen, ſ. m. $. 220. Auch kann das Verfahren $, 85. zum Auffinden der gleichen Wurzeln anges 
wandt werden. " ' 


Wäre z. B. die Gleihung 
— 102° 4 dat — 542 + 27 = 0 gegeben, fo erhält man hieraus nad i 85, für 


ie Rocfuinten von m 4. =— 2, 23,1... 


1-10+85—- 4 +7 


1—- 5+ 7 _- 1— 1 
1— 4+ 3+r 2 - 
OÖ ⁊ 

1— 2+0+2-—-1 
1—-1-1+12+0 

> 1+0— 1:4+.0 

/ 0. | 
14+.2+0+02r0 
1+ 3+ 3+ 3% 3 


1+ 4+ 7+120 
1+ 5 +12 
1+6+12+10+ 3 
u. ſ. m, 
Dienach wird | u 
Beta HEN EeRNne 2 


@— 22 -2@—- 2 72@—- 3-1=0 

— 3 +20 —3)'=o nn 

m FED FRE htm 
Eyteiweind Analvſis. L Bank. 
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Hieraus fieht man, daß æ — 1 ein Faktor der Gieihang _ 
ee -6@-N+LE- N Ew- mo . 
ift, daher muß x = 1 eine Wurzel ſowohl diefer ald der. gegebenen Gleichung feyn ($. 77). 
Ferner ift (x — 3)? ein Faktor der. Gleichung 
u (x — 3) + 2(2 — 3) mo, 
daher ift === 3 eine Wurzel diefer und der gegebenen Gleichung, welche hienach drei alice 
Wurzeln x = 3 hat. ” 
-. $ 115. 
Hat eine Gleichung, deren Roeffizienten game Bahlen find, R Wurzeln, fo muͤſ⸗ 
ſen ſolſche paarweiſe von folgender Form 
5—1 md 
zs=a— —1 
vorhanden ſeyn, weil nur unter dieſer Bedingung die Summe der Wurjeln, welche den Koeffizien⸗ 
ten des zweiten Gliedes bilden, und das Produkt der Wurzeln, welches den Koeffizienten des letz⸗ 
ten Gliedes bildet ($. 104), ganze Bahlen werden. 
Für die Summe der Wurzeln findet man 
rY-Dr@— Ar Nele 
und für das Produft der Wurzeln 
+ BY-Y.@- AYNDmut . . 
Hienad) muß eine Gleichung von einem ungeraden Grade, wenigfiens eine reelle wur⸗ 
gel haben. 
Bei einem ungeraden Grade muͤſſen die reellen Wurzeln in ungerader Anzahl und bei 
einem geraden Grade in gerader Anzahl vorhanden ſeyn. 


. 116. | 
Haben die auf einander folgenden Glieder einer geordneten Gleichung einerlei Zeichen 44 
oder — —, ſo heißt dies eine Solge, und wenn dieſe Zeichen verſchieden ſind, wie 4. — oder 
— >, ein Wechſel der. Zeichen. 
Mit Beibehaltung diefer Benennung läßt ſich beweiſen, daß, wenn die Zahl der verneinten 
Wurzeln einer Gleichung um eine vermehrt wird, in der nenen Gleichung alddarin wenigſtens 
eine Folge der Zeichen mehr entſtehen muß, al& fie vorher hatte. 
So dat z. B. die Gleichung 
Fa = 26 + 208 — bat — Gar hie Ic 7 eo 
gwei Folgen, wenn man, wie erfordert wird, dene erſten Gliede das Zeichen —- giebt. Soll nun 
die negative Wurzel — 2 eingeführt werden, fo multiplisire mar Fa mit der ae 
“zs+?=o Di — Rechnuug iſt folgende; 
EI] =" + 212° — Slot — 610% + Zap re 
[dl +1 +2 — 101 — 12 6 + 14 
[ZI] a7 at — at — 160° — Sat 5 eo 


. 








% 


i 


Von den höhern Gleichungen. K11. 116, J 139 


Die gefundene Reihe HI hat fünf Folgen, alſo wenigſtens eine mehr als Fe. : 

An ‚diefein' Beifpiele bemerkt man leicht, daß die Zeichen der Reiben I und IT mit den Beis 
hen. der Reihe Fæ einerlei ſeyn müffen, daß die Beichen der Reihe III mit I allemal uͤbereinſtim⸗ 
men, wenn die über einander fließenden Beichen der Reiben Z und IZ einerlei find, und daß nur 
- dann eine Berfchiedenheit zwiſchen den Zeichen der Reihe J und III moͤslich iſt, wenn die ‚überein 
ander ftehenden Zeichen der Reiben Z und II verfchieden find. - 


. Wären daher, mit Hirweglaflung der einzelnen Glieder, die Beichen irgend einer geordneten 
Sleihung Fxz = 0. 


Feld + + +++ t+H 


welche auch auf jede andere beliebige Weiſe gewaͤhlt werden koͤnnen, ſo erhaͤlt man, wenn in Fæ 


eine verneinte Wurkl = = — r eingefuͤhet, alſo Fa mit æ r multipligiet wird, folgende Bus 
ſammenſtellung der Zeichen: 


MFH HH tt . 
[mM] _ ++--+-++++-+ 
Meere 
In der Reihe III, welche aus I und II duch Addition entficht, find nur bie Zeichen a Uns 
gewiß welche mit u bezeichnet find. Werden nun alle ungewiffe Zeichen ber Neibe III den dars 


über ſtehenden Beichen der Reihe I gleich, fo entftcht wegen des [egten Zeichens bei O, in Ir 
‚gevoiß eine Folge mehr ald in J. 


Wenn aber wegen der Ungleichheit der Koeffizienten, die Reihe ZI nicht eben fo fortfchreis 
tet wie Z, fo muß ein Uebergang- der Beichen aus der Reihe Z zu den unmittelbar darunter fichen« 
den. Beichen der Reihe II entſtehen, wodurd) jedesmal die Folgen der Reihe ZIE um eine Folge 
vermehrt werden ; voraudgefest, daß alsdann. die noch übrigen Zeichen der Reihe ZI unverändert 
„in III übergeben. Entſteht Hingegen ein Ruͤckgang zu den Beichen der Reihe Z, fo mag diefer die 
Folgen oder die Wechſel der Reihe ZII vermehren, .ed muß doch alddann, wenigftend beim letzten 
Beihen, wieder ein Uebergang aus I in ZI erfolgen. So viel dergleichen Uebergaͤnge und Kuͤck⸗ 
gänge auch entftehen mögen, fo muß dod) jedeömal die Bahl der Üebergänge, die Zahl der Ruͤck⸗ 
gänge um einen übertreffen. Jeder Uebergang bewirkt aber in der Reihe ZII eine Vermehrung 
der Folgen um eine, daher muß die Reihe ZLI wenigftens eine Folge mehr haben, ald die Reihe I. 


Wenn daher eine Gleihung Fx == vo um eine verneinte Wurzel vermehet wird, fo muß 
bie neu entftandene Gleichung wenigſtens eine Folge der Zeichen mehr enthalten ald die Gleichung 
Fxz = 0. Hieraus folgt ferner, daß eine Gleichung nicht mehr negative Wurzeln haben Tann, 
als ſie Folgen der Zeichen enthaͤlt. 

Hiedurch ſoll aber kelneswegs behauptet werden, daß eine Gleichung eben fo viel negative ” 
. Wurzeln hat, ald Folgen der Zeichen in derfelben vorfommen, weil die Gleichung auch unmoͤgliche 


Wurjeln haben fann, welche weder zu den pofitiven noch zu den negativen Wurzeln gesählt were 
"den fönnen. 


- 82 


⸗ 
dd . - 
7? 


140 Viertes Kapitel, 


! 


$, 117. 

Soll die zahl der bejahten Wurzeln in der Gleichung Fax == 0 um eine vermehrt werben, 
fo (ep x = r diefe Wurzel, alfo & — r = o bie Wurjzelgleichung. | 
“= Berfährt man auf eine aͤhnliche ZBeife wie im vorigen $,, und e& find mit Sinweglaffung 
der einelnen Glieder die Zeichen der Gleichung Fxz = 0 

Pa) ++-—- 4-++++- 4 

fo erhält man, wenn m Fr = o die Bejahte Wurzel + r eingeführt, alfo Fr=omtz—r 
"multipligiet wird, folgende Bufammenftellung der Beichen : . 


1) ++--+-++++-+ 
ia] --++-+----+- . 
Ta Fu ur+— > uuu— — _ 

In der Reihe III welche aus I und II durd, Addition entfteht, find nur die Zeichen un⸗ 
gewiß, welche mit u bezeichnet find. Werden nun all: ungewiſſe Beichen der Reihe III ven Zei⸗ 
chen der Reihe Z gleich, fo entfteht in III, wegen des letzten Zeichens, gewiß ein Wechſel mehr 
als ın I. 

| ueberhaupt muß bei jedem uebergang aus 7 in II, ein Wechſel der Beiden in LII erfolgen, 
daher laſſen fi Bier eben die Schläffe für bie Vermehrung ber Wedel, , wie im’ vorigen $., für - 
die Folgen anwenden. 

Wenn daher eine Gleihung Fx = 0 um eine bejabte Wurzel vermehrt wird, fo muß 
die neu entftandene Gleichung wenigfiens einen Wechſel mehr enthalten, ald die vorſtehende. 
Hieraus folgt ferner, daß eine Gleichung nicht mehr bejahte Wurzeln haben fann, ald fie Wechſel 
der vr Beiden enipelt 


. 118. | 
In einer Gleichung, deren ſaͤmmtliche Wurzeln reel ſind, muͤſſen genau ſo viel poſitive Wur⸗ 
jeln als Wechſel, und ſo viel negative als Folgen der Zeichen enthalten ſeyn. 
Denn ed ſey 5 die Anzahl der bejahten, und v die Anzahl der verneinten Wurzeln; ferner 
B die Anzahl der Wechfel und 7” die Anzahl der Folgen der Beiden. Da fich nun in’ jeder Glei⸗ 
Guns eben fo viel Wurzeln befinden, als Wechfel und Folgen der Beidhen vorhanden find, fo if! . 
.b+Vv=B+YP. 
Wollte man annehmen, daß B > 5 wäre, fo folgt daraus 7° < v, gegen $. 116. € 
"Tann aber auch nicht B < b ſeyn, wegen $. 117., daher iſt B=d und Y—v. 
So find 5. B. von * Gleichung: 
— — 17%. - 19 = 0; 


die drei mögligen Bari: : “ 
R +1; +3; 45-5. | 
Son der Gleichung: - - 
x #822 +17 +10 = 0; / 


1; — 23 — 5 “ 





Von den hoͤhern Gleichungen. UT om 


% 


Bon dee Gleichung: 
Ä +2 104 10w 0; | PER 
W 1; 2; = 5; | g 
und von der Gleichung : + + M 
a’ — -. 134 — 10 mo; 
— 2; 45; 


wie erfordert wird, wenn man die 8 Ze der- Wurzeln, mit den Folgen und Wechſeln der Gleis 
Hungen vergleicht. 
Den vorſte henden Lehrſatz hat zuerſt Descartes in ſeiner im Jahr 1637 erſchienenen Geo⸗ 
metrie (Geometria & Renato des Gartes. Amstelodami, 1683. De natura Aequationum, 
pag. 70.), aber. ohne Beweis, aufgeftellt, daher er mit unrecht der Harriotſche Lehrfag genannt 
ieh, Sehr umftändlihe Beweiſe deffelben findet man in den Memoires de lac. de Paris, 
ennde 1741. p. 722 —%, — Demonstrations de la Regle de Descartes; par de Gua. 
Auch bat Gegner in den IMemoires de Yacad. de Berlin. 1756. p.. 292. etc. und hienaͤchſt 
in feinen Elem. Analyseos Finitorum. Hala⸗ 1758. p. 309, etc. einen vougandigen Beweis 
dieſes Satzes nerhen. BE 


4. 119, 

1. Zuſatz. Fehlen in einer Gleichung eins oder mehrere Glieder, fo far man ihre Stelle 
durch den Auſsdruck + o erfegen und hienach die Zahl der Wechfel und Folgen der Gleihung 
beſtimmen, wenn man einmal die obern und dann die untern Beichen des Ausbrudd + 0 mit 
den Übrigen einfachen Zeichen der Gleichung verbindet. Fe 

Bleibt die Anzahl der Wechſel und Folgen einer Gleichung ungeändert, man mag die oben 
oder untern Beichen derfelben verbinden, fo befinden ſich in der Gleichung, wenn ſaͤmmtliche Wur- 
jeln reel find, eben fo viel bejahte Wurzeln als fie Wechſel, und eben fo viel verneinte Zureln 
als fie Folgen enthält. Auſtatt der Gleichung: 

+ — 692°  280x — 300 == 0, achaͤlt man 
+ + o - 92° +. 802 — Wo, 
alfe für die oben Zeiche + —  — . 
und für die unten, "+—-- + —. WB 

Dies giebt in beiden Faͤllen drei Wechſel und eine Folge. Sind daher ſaͤmmtliche Wur⸗ 
sein moglich, fo muͤſſen drei bejahte und eine verneinte Wurjel vorhanden ſeyn. Die Wurjeln dies 
fee Gleichung find + 2; +3; + 5; — 10. 

Aendert fi die Anzahl der Wechfet und Folgen einer Gleichung, wenn man flatt der 
obern Beichen die unten wählt, fo beweiſt die, daß in der Gleichung unmoͤgliche Worgeln vor. 
handen find. 

Wäre die Gleichung * + ax? + Br — c == 0 gegeben, ſo erhält man. 

. z#+tet bopber—co=e, 
do fü nd on Biden ++ + | Ä 
und für dad untere ++ — +— 


. 


— 


⁊ 
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Fuͤr die erfte Zuſanmenſtellung erhält man einen Wechſel und drei Folgen; für-den zwei⸗ 


ten, drei Wechſel und eine Folge, Weil nun- eine bejahte mit drei .verneinten, und zugleich drei 


bejahten mit einer verneinten Wurzel im einerlei Gleichung nicht vorhanden feyn Fönnen, fo müffen 
ſich nothwendig unmdglihe Wurzeln in diefer Gleichung befinden, weil folche weder zu den belah⸗ 
ten noch verneinten Groͤßen gezaͤhlt werden koͤnnen. 


Aus dem Vorhergehenden folgt, daß, wenn zwiſchen zwei Gliedern einer Bleihung, weiche 


verſchiedene Zeichen haben, das Zwiſchenglied fehlt, ſich daraus nicht ſchließen laͤßt, ob unmoͤg⸗ 


liche Wurzeln vorhanden find; wenn aber zwiſchen zwei Gliedern, welche einerlei Zeichen haben, ein 
Glied fehlt, fo muß die Steigung nothwendig unmöglihe Wurzeln enthalten. 


‚Beifpiel. Berwandelt man die Gleichung =* — 22° — Az — 5x — 6= == 0 


in eine andere, deren zweited Glied fehlt, jo erhält man ($. 89. 2, Beiſp.) 


— 92 — 20, 
und wenn man, hierin, ftatt der fehlenden Glieder, + o fihreibt 
yto-Nrto-i=e — 
Nun haben die Glieder — U y* und — 2% einerlei Zeichen, und das Zwiſchenglied rot, 


daber muß die gefundene, alfo * die gegebene Gieichung unmoͤgliche Wurzeln haben. 
Die Wurzeln ber gegebenen Gleichung fd: >25; — 3; — Pi — 2 und 
—* iV-3. 
. 1%0. oo 
2. Zufag. Wird eine Gleichung, welche reelle Wurzeln enthält, mit cr oder z—r 
multipliziet, fo entfleht eine neue Gleihung, welche, außer der Wurzel r, noch eben fo viel reelle 
Wurzeln ald die urfprüngliche Gfeihung enthalten muß. Findet man alddarin in der neuen Glei⸗ 
dung, mit Ruͤckſicht auf die eingeführte Wurzel, nicht eben fo viel Wechſel und Folgen der Zei⸗ 
chen, ald nach der urfprünglichen Gleichung vorhanden ſeyn muͤſſen, ſo iſt dies ein Zeichen, daß 
unmoͤgliche Wurjzeln vorhanden Ann. Vñ 
ſel und 2 Folgen. Mit = + 7 multipfigirt, giebt: 
- arte 90 — 9 pr. 





> + ir +1r — 29r — 97 
Sr r> 29 entfteben folgende Zeichen: " 
++ —- —- + und fr << 


fl GEM 


| | + ++ | 
alfo in beiden Fäden 2 Wechſel und 3 Folgen, woraus auf keine unmodgliche Wurzla geiihlöffen 


werden Tann. 
Die gegebene Gleihung mit x — r muftipliiet, giebt 
x'’+1 |2* — 91x x’ 4 180 |x — 180r = o. 
— ir| — ir 7— 29r + 9r 








Bon den höhern Gleichungen. ; ‚120, 121. 143 - 


. Bir r > 1 entfichen folgende Zeichen: J 
+-- +tr-,mfür<;z u > 
++--+-,., 

alf in beiden Faͤllen 3 Wechſel und 2 dolgen, woraus ebenfalls auf feine unmögliche Bari 

geſchloſſen werden fann. 

Die Wurzeln der gegebenen Gleichungen find: + 3; + 4; — 3; — 5. 
2. Beifpiel. Die Gleichung &* + 22° — 4a? — 5 — 6 o dat 1 Wechſel 

‚und 3 Folgen. Mit x + r multiplizirt, giebt 





=’ +2 | — 4a — 5lar — bla —6r= 0, 
— 71h1r 4 27 Zu gar 
Für r > 2 entftchen folgende Zeichen: u oo 
trT+r+—- — —, wfüz-<2 - 


— — — — 

alſo in beiden zillen 1 Wechſel und 4 Folgen, woraus auf feine unmoͤgliche Wurzel geſchloſſn 
werden kann. 5 

Die gegebene Gleichung wit x — r - multipfigiet, sieht 

+ 20 — 4a bla — 
— | — Ir + 4r + ör| 
Für r > 2 entftchen folgende Zeichen: 

F.-trr und fürr <2 


+ 
alfo in beiden, Fällen 2 Wechſel und 3 Folgen, weshalb man auch hieraus nicht ſchließen kann, 
daß bie gegebene Gleichung unmoͤgliche Wurzeln hat, obgleich ſolche vorhanden ſehn können. Nach 
g. 119, überzeugt ınan fi, daß die gegebene Gleichung unmögliche Wurzeln haben muß, 

3. Beifpiel. Die Gleihung «+. 111xr + 6x° ri 19993& 4 35878 = ‘0 hat 
4 Folgen. Mitx — r multiplizirt, giebt 
| x’+ Fa + "6 * 4419034 35678 


\ 


6 time " 





KR — - 358787 = = 0 





— ir — 1lir — 6r| 1887 
- Zürr > 111. ifichen folgende Sehen: 
—- — — —— ri und frr= 4 


| | ++-++- 
alſo im erften Falle 1 Feehſel und & Folgen, und- im zweiten Falle 3. Wechſel und 2 Golgen, 
daher uf die gegebene Gleichung unndgliche Burzeln enthalten. 


. g 121. - 
Befindet ſich in einer Gleichung nicht mehr ala ehr Wechſel der Bit, euthält.fie nath⸗ 

wendig eine, aber nicht mehrere yoktige Wurzeln. 
a Dies zu uͤberſehen, bemesfe man, daß das erſte Glied als poſſti worauegeſeht wird, daher 
muß nothwendig dad legte Slied negati ſeyn. Die Gleichung mag alddanı, von einen geraden 


⸗ 


* 
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oder ungeraden Grade ſeyn, fo muß fie ($. 100 und 101.) nothwendig eine poſitive Bari e ents 


halten. Daß alsdann aber nur eine pofitive Wurzel vorhanden feyn Tann, folgt auß |. 118, 


5. 122, 

Die and einer gegebenen Gleichung Fx — o für die Quadrate der Differenzen ihrer Wur⸗ 
zeln abgeleitete Gleichung ($. 108.), welche wie bisher durch fu o bejeichnet werden ſoll, giebt 
gu mehren wichtigen Bemerkungen über die Befchaffenheit der Wurzeln einer Gleichung Veranlaffung: 

Sind zwei "Wurzeln der Sleihung Fx == o einander gleih, fo wird dad Quadrat jhrer 
Differen = 0, alfo bat alsdann die Gleihung fuüz=o eine Wurzel =o, daher muß dab legte. 


Glied derfelben =o ſeyn ($. 104). Auf eine ahnliche Weiſe fönnte man die Kennzeichen für noch 


\ 


mehrere gleiche Wurzeln ableiten, wenn man nidjt Tieber dad $. 220. befthriebene Berfabren zum 


Auffuchen der gleichen Wurzeln einer Gleichung vorzieht. Ä 
Wird voraudgefeßt, daß die Wurzeln a, d, co, +... de Gleichung Fx == o ſaͤmmt⸗ 
lich reel find, fo muͤſſen die Quadrate ihrer Differenzen pofitiv feyn, alfo fann in biefem Falle die 


Bieichung fu = o feine andere ald pofitive Wurjeln enthalten, weshalb fie nothwendig G. 118.) 


abwechſelnde Beichen haben muß. 

Sind in der gegebenen Gleichung Fr = o unmögliche Wurjels, ſo möffen ſolche paar⸗ 
weiſe von der Form a + A y—1 vorhanden ſeyn ($. 115.). Nun ift die Differenz; der Wur⸗ 
gen ae + PY—1 und a — Ay—1=2Py—1 und dad Quadrat derfelden = — 4 9°; 


‚daher muß in der Gleichung fu = 0 eine negative Wurzel = — 4 9° vorkommen, wenn in 


der Gleihung Fx = o zwei unmdglihe Wurzeln & + Ay— 1 enthalten find. Die übrigen 


Wurzeln find pofitio oder unmöglich, wie man fich leicht überzeugen fann, wenn aus. den Wur⸗ 


yna,bc.e...(@e + AY—1), (a — AYy—1)de Gleichung Fx = o die Quadrate - 
von den Differenzen diefer Wurzeln gebildet werden. Hieraus folgt, daß, wenn ſich in der Gleis 
hung fü = 0 eine negative Wurgel befindet, alfo wenn in derfelben Folgen von Zeichen vorfoms 


‚men ($. 118.), fo muß die Gleichung Fr = 0 unmoͤgliche Wurzeln enthalten. 


| 3 123: 
zufatz. Eine Anwendung der gefundenen Renſchaften d der Wurgeln eines Gleichung auf 
einen beſondern Fall zu geben, wähle man die Gleihumg vom dritten Grade 
xt + Bz-C=o,. , 
o wird die Gleichung Air die Quadrate der Differenzen ihrer Wurjeln ($. 108,), ode 
’ fu = ut + 6B.u® + 9B?u + (4B?.L 270: 0. i 
Sol nun bie gegebene Gleihung lauter reelle Wurzeln haben, möffen die Beichen in der 


Sleichung /u = 0 abwerhfeln, alfo 9 B⸗ pofitiv, dagegen aber 6B und (AB! + 27C*®) ne 


gativ ſeyn. Nun ift 9 Be ſtets pofitiv, folglich 
(2) möffen, wenn alle Wurzeln der gegebenen Gleichung rei feyn ſollen, 
B und (4B? 4- 27 02) megatid ſeyn. 
(m) Wären aber B-und (4 Bi + 770°) pofitiv, oder einer diefer Werte poſitiv und der 
andere negatir, fo iſt dies ein Zeichen, J— die gegebene Gleichung unmdsliche Ban bat. 
1. Bei⸗ 











vVon den hoͤhern Steigungen, f. 12313. : 4145 


1. Beifpiel. In der Gleichung * -7— - 720 iſt B=—7, Ce — 7 
und 4Bt C == — 49, daher bat die gegebene Gleihung drei reelle Wurjeln, Und weil das 
zweite Glied derfelben durch = o erfegt werden kann, fo entftehen in jedem Falle ein Wechſel und 
zwei Folgen der Beichen, alfo hat die Gleichung eine pofitive und zwei negative Wurzeln ($, 118.). 

2. Beifpiel. In der Gleichung & 2 —5mo tB= — 2, C=—5 
and 4B? + 27C® == 4 643, daher hat die gegebene Gleichung nach un unmögliche Wurjeln. 


gi 1% | 
Diejenigen Gleichungen, in welchen die von beiden Enden gleich weit abllehenden aoeffhien⸗ 
ten einander glei find, Heißen nach Euler: reziproke Bleihungen. 8.8. 
| æ + Az? + Bo > Ax +1=0 
=’ + 42 + Bat + Beh As time | 
-Dife Benennung gründet ſich darauf, daß, wenn a » eine Wurzel diefer Gleichungen iM, 
alsdann auch ebenfalld der reziproke oder umgefehrte Werth‘ I eine Wurzel derſelben ſeyn muß, _ 
Wäre nemli von der regiprofen Gleichung 
= + Aa > Ban+....rBe®+Artimo ' 
eine three Wurzeln = a, fo wird . 
a + Am Bat +... .+Ba+Aati=o, 
oder durch a* dividirt und bie Glieder in umgelchrter Drönung gelrichen 
+44 u +B ti... +Ba+47 rim \ 
Wenn daher a eine Wurri ve vorfiehenden Gleihung if, fo muß au > eine ſeyn, 
‚weil ſowohl für za al⸗ fir = die Summe der @lieder der Gleichung = o. ih, | 
Man bat daher bei dergleichen Sleiungen- nur noͤthig, die var von der Anzahl ihrer 
Wurjeln a, d» au beſtimmen, weil die andere Hälfte .H- ..... ſeyn muß. u 
. 4. 126. 
Jede reziprole Gleichung von einem geraden Grade laßt fi in eine andere vermanden, des 
sen Grad nur halb fo hoch iſt. 
Es fen die gegebene Gleichung 
- . . Beth Aa time. 
Dur 2” divibirt und die gleich weit vn den Enden abftehenden Sleder mit einander verbunden, giebt 
Braten 7 Bd ern )te me 
J Eat man nun + ey. fo findet. mar 
| =(e+ I jutstzmetirn alfo 
Eptelweins Aualyſis. L Mond, | 2 


— 
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—— wertete + erh ee +3y 
DEE 2-22 .2.202 Ebenſo findet man ‚ ” 
rue +? nt 


x’ + s=r 57: +5y 


+ herr! 
u f. w. 
Waͤre hienach die Gleichung | 
u (I) 22. dar 4 Bat + 40 + ie 0 gehen, nz 
+) tert) +3= 
der, hierin die vorſtehenden Werthe geſetzt nd die Gleichung nach ⸗ geordnet, 
„+ Hy +B- =" - ' 
Sind nun « und 4 die Beiden Wurzeln diefer Gleichung ,.fo findet man 
- sm =-44YG#—- BY md - 
| | pm is- ve —- BB 
wiy==+, it, ſo wird # — 6 alle 
z=jr vis — 1) 
Sind num a, 5, c, d die vier Wurzeln der gegebenen Gleichung, fo erhält man 
| | a == 4a + Y(2a® — T), 
Emm 3a — Vie — 1) 
e=3P Fri — 9 
u 
Veheigend ftheb= 2 z und it ri wie man ſich leicht derch Rechnong Überzeugen fann. 
| Ele die Gteikung: 
(IF) 25 £ 42° + Bat $ Ca’ + Bor $ Ar imo win 
erl)saerä)rerijten 
sd, hierin die oben gefundenen Werthe geſttzt, 
PFAFFE- Arte 2N=e | 
Sind mın a, f, 7 die bei Wurjeln biefer Gleichung. und a,b; 6 d, & 7 die ſche Wurzeln der 
gegebenen, fo eräält mar wegen 
Ä zeir klär’ — 9 3 
a=jaefYyäia* — D;b = 30 — Ya’ — Di; c = 3P?+ vaß — 1); 
d=3 BAER; e=37 147” - ); a varon 











Sn 


u Von den hohern Sieichungen. §. 120. 4 


Fuͤt die Bleichung: 
IN x + Axt + Ba° + Cas + Dar + 04 Has 40 1280 
erhaͤlt man ebenſee 
J ee 
| — IB} = 0 
u. ſ. w. + 
x 1%. 
Jede reziprofe Guihhang von einem ungeraden Grade, laͤßt ſich in eine andere reziprole 
Gleichung verwandeln, weiche einen Grad nicdriger iſt. 
Von der Gleichung | | 
zu 2 4ze . . + Leu tleh. tictieo 
ft — 1 eine Wurzel, denn man findet fr = = — 1 
—-—1+4—-B+...+B- 4+1= 0, daher muß fih die vorftehende Steigung 
durch x x 1 == 0 ohne Reft dividiren laſſen (6. 77). Nun laͤßt ſich die gegebene Gleichung auf | 
folgende Art Schreiben: 
(ech ) Alam 21) + Ba? (mp 1) +... + Km (at LI) + LICH ü=o. 
- Hierin mit cc + 1 dividiet, giebt ($. 61. ZIT.), wenn die Glieder nad) & geordnet werden, 











le Hi “ride 
+4 -— 4 +4 +4 -4 +4 
+B — B +B 
Ic c 


"Siena laͤßt ſich jede reziproke Gleichung von einem ungeraden Grade in eine um einen 
Grad niedrigere verwandeln, und dieſe Gleichung von einem geraden Grade fann N 125.) in eine 
Gleichung von einem Halb fo Hohen Grade verwandelt werden. 
| Hat die erfte Hälfte der Glieder einer reziproken Gleichung von einem ungeraden Grade 
die entgezengeſetzten Zeichen von den Gliedern der zweiten Haͤlfte, ſo gilt auch noch der vorſte⸗ 
hende Satz. Denn es ſey die gegebene Gleichung: 
gut > Aa Bam >... + Lart — Lat... Bat —- Ax - 180, 
fo iſt + 1 eine Wurzel dieſer Gleichung, und man findet für x = 1 
14+B+-...+L—-L—....-B-A4—1i1=o, daher muß fih die 
vorftehende Gleichung durch x — 1 == .o dividiren Taffen ($. 77.), Schreibt man nun Die vorſte⸗ 
bende Gleichung auf folgende Weife 
Gh — N) + Az (em — 1) + Bar (es — 1) Lu + Lor (x — |) == 0, 
und dividirt dur) — 1==o, fo findet man ($. 61.), wem die Glieder nach x geordnet werden, 














salat ti... +1 +1 | +1 Ic HS 
+4. +4 +4 +4 +4 +4 
+B +B|° +B| +Bl’ 
| Hp; 


wre 
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. 4. 127. _ 
Jede Gleichung von der Form 
+ A + BR +... + Bet + Are »0 
Ußt ſich in eine ‚regiprofe-Gleichung. verwandeln. . Zn 


Denn man fege = = hy und dividire durchgaͤngig durch A”, fo erhält man _ 
ytHAyı+Br@t....4 Br +4 +1=0. J 
Waͤre z. B. die Gleichung | 
x — 6x Abxt + 13508 — 162% + 2 = == 0 gegeben, fo wid — 
u — 2.3x8 4 5.3202 5.3’ 2.30% 3° == 0, oder für =3y 
yv—ıyr - +5 —ıy+imo 


| 4. 1238. 
Es laffen ſich num über die geordneten Gleichungen, deren Roeffigienten it ganze 
Sahlen find, einige der vorzäglichfien Kennzeichen in Abſicht ihrer Wurzeln zufammenftellen. - 


2a Bine Gleichung vom nten Grade Tann nicht mehr ale æ Wurzeln haben G. 79.), 
"und fie find alle reel, wenn die abgeleitete Bleichung für die Quadrate der Differen⸗ 
zen der Wurzeln ($, 108.) durchgängig nur abwechfelnde Zeichen bat ($. 122.). 
(II) Das. zweite Glied einer Gleichung iſt der Summe, und das lente dem Produlte 
ihrer Wurgeln gleich (5. 104.). 
(LIT) Fehlt in einer Eleichung das zweite Gulied, ſo iſt die Summe der poſitiven Wur⸗ 
zeln der Summe der negativen gleich (. 104.). 
{M) Sehlt das legte Glied einer Sleichung, fo muß eine ihrer Wurzeln == o feyn ($. 104). 
(9) Erhaͤlt man für die Summe der Glieder einer Bleichung entgegengefegte Werthe 
wenn zwei verfchiedene pofitive Zahlen ſtatt x gefent werden, fo bat die Bleichung 
. wenigftens eine pofltive Wurzel, welche swifchen diefen Zahlen liegt. Wenn aber 
zwei negative Zahlen ebenfalla entgegengefente Werthe für diefe Summe geben, fo 
bat die Gleichung wenigftens eine negative Wurzel, ‚welche zwiſchen diefen Sohlen. 
liegt. Auch fann eine dieſer Bahlen == o Fi ($. 95.). 
N, ) Jede Bleichung, welche nicht mehr als einen Wechfel der Zeichen bat, muß noth⸗ 
2... wendig eine, aber auch nicht mebrere pofitive Wurzeln enthalten (|, 123.). | 
(II) Seat eine Gleichung von’ einem geraden Grade veelle wuszeln, ſo muͤſfen ſolche 
paarweiſe vorhanden ſeyn ($. 115.). 
(VIII) Jede Gleichung von einem geraden Grade, deren letztes Glied negativ iR, hat 
zwei reelle Wurzeln mit entgegengefesten Zeichen ($. 100.). ei 
(IX) Jede Gleichung von einem ungeraden (Brade, bat wenigſtens eine reelle Wurzel, 
deren Zeichen dem des legten (Bliedes entgegengefent ift ($: 101.). 
(X) Hat eine Bleichung von einem ungeraden Stade mehrere reelle Wurzeln, fo ift ihre 
Anzahl ungerade a 115.) > 
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(XI) Eine Sleichuns kann nicht mehr poſitive Wurjel haben, ale fie Abwechfelungen 

‘ der Zeichen, und nicht mehr negative, als fie Jolgen der Zeichen bat ($. 118.). 
(XIF) Sat eine Gleichung r gleiche Wurzeln, deren! jede S a iſt, fo nuß a” ein Fak 
tor des legten Bliedes, a” ein. Faktor des vorlegten Weefüsienten, — ein Kaktoe 
des naͤchſt vorhergehenden u. ſ. w. fern (. 113.). 

(XIII) Kine Bleichung hat unmoͤgliche Wurzeln, wem in der abgeleiteten Gleichung 
für Vie Quadrate des Differeyzen der Wurzeln eine oder mehrere Folgen von Zeichen 
vorkommen ($. 122), und wenn fich in. einer Bleichung unmögliche Wurzeln befins 
den, fo müffen folche paarweife vorhanden feyn ($. 145.). | 

-(XIP) AIſt eine der unmöglichen Wurzeln eines Gleichung = a} A y—1, fo muß die 
zweite = a — Ay—1 feyn, oder. umgekehrt u. ſ. w 
_ Kr ) Wenn zwifchen zwei (Bliedern einse Gleichung, weiche einerlei Zeichen haben, ein - 
Blied fehlt, fo muß die Bleichung unmögliche Wurzeln enthalten. 6. 119.). 

(XPI) Bat eine Sleichung lauter unmoͤgliche Wurzeln, fo muͤſſen alle reelle Zahlen, 
welche ſtatt x in die Gleichung geſetzt werden, für bie Summe aller Glieder eine po⸗ 
ſitive Zahl geben. J 

Denn erhielte man einmal eine poſitive und fuͤr eine andere Baht eine , negative Summe, 

ſo muͤßte die Gleichung eine reelle Wurzel haben ($. 95.), und weil man = fo groß annehmen 
kann, daß die Summe aller Glieder poſitiv wird ($. 9.), fo kann die Summe auch nur poſitio ſeyn. 


§. 129. 
Aufgabe. Die Wurzeln einer geordneten Sleichung — =o, welche ganse Zahlen 
find, zu finden. . 
Aufloͤſung. Woradegeſett, daß ſaͤmmtliche goeffhienten ganze Zahlen ſind und der 
erſte — 1 iſt, werde 
(1) das letzte Glied in ſeine moͤgliche noſltlve und negative Faltocen, mit Ausnahme von + 1 
zerlegt und hierauf die Werthe der Sleichung fr = 41 und J— — — 1 alſo Fiund 
F (— 1). beſtimmt. 
(02) Hierauf werde Fi nad $. 102, durch jeden um 1 verminderten und F (— 1) dur) jes 
den um 1 vermebsten pofitiven Faltor dividirt und alle pofitive Faktoren weggeworfen, 
welche im erften oder zweiten Galle Feine ganze Zahlen zu Qupotienten geben. 

Damm dividire man Fi durch jeden um 1 vermehrten und Fo 1) dur jeden um 1 
verminderten negativen Baftor, werfe. alle negative Faltoren weg, welche im erſten oder mweiten 
Falle feine ganze Zahlen zu Quotienten geben. Ä 

Sollte Fi oder FI—1)==0 werden, alfo +1 oder — 1 cine Wurel der Gleichung 
feyn, fo dividire man Fx == 9 dur — 1 oder sc + 1 und vermindert dadurch den Grad 
der Gleichung, mit welcher man alddann nach (1) und (2) verfährt. 

(8) Nun unterfuche man nach $.103. welche von den übrig gebliebenen daktoren Wunein ſi nd; 
wobei zu bemerfen ift, daß man die Rechnung für. einen Sektor abbrechen fann, wenn der 


o 
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Quotient ein un wird, welchet in den Folgenden Bein durch ein Stewchen @ an⸗ 
gedeutet wird. 

(4) Hat mn hienach een fo viel Wurzeln atfeniden als der Brad der Bleidung neigt, fo 
find weiter feine Wurzeln vorhanden {$. 79.) 

6) Findet man nicht To viel Wurjeln, fo Dividire man durch die Worjelgleichungen der gefundenen 
Wurzeln in die gegebene Sleichung. Ethaͤlt man dadurch eine Gleichung vom zweiten Grade 
fo find au) diefe Wurzeln Bekannt. Zindet man eine Gleichung von einem hoͤhern Grade, 

ſo unterſuche man, ob von denfelben eine der bereitö nefundenen Wurzeln ebenfalls eine Wur⸗ 
gel ift, welcher Fall dann zinteitt, wenn gleiche Wurzeln vorhanden find. 

(6) - Wären durch dad Verfahren (2) noch nicht genug Faktoren außgefchloffen, oder ift eine 
Sehr große Anzahl von Falteren vorhanden, fo fann man auch die Grenzen der größten po⸗ 
fitiven und negafivn Wurzeln (6. 97. 98, 9 fuchen und die Faltoren noch ausfchließen, 
welche dieſe Grenze uͤberſchreiten. 

Durch dad vorftchende Verfahren werden offenbar alle mögliche Wurzeln der Gleichung, - 
velche ganze Zahlen find, erhalten, weil die Gleichung (5. 79) nicht mehr dergleichen Wurzeln has 
Sen ann, ald Faktoren im legten Gliede enthalten find. 

Das nachſtehende erfte Beifpiel wird die vorfichenden Regeln umſtaͤndlich aus einander teten, 
bei Sen folgenden wird man aber die Verfahrungsweife als bekannt vorausſetzen. 


1, Beifpiel, Dan Toll die Wurzeln nachftehender Bleihang, welche ganze Bahlen find, finden 
æ Art — 4328 + 58x + 240 = 0. 
Die einfachen —* des letzten Gliedes find 240 = 2. 2. 2.2. 3. 8. 


Dieſe eimeln, dann zu zwei, zu drei u. ſ. w. mit einander verbunden, geben folgende Zur 


-2]2.2]2.2.2]2.2.2.2]2.2.7.2.3]2.2.2.2.3.5 
312.3]2.2,3|2.2.2.3/2.2.2.2.5 
-5]2.5j2.2.5|]2.2.2,5]2,2.2.3,5 
3.512.3,5|2.2.3.5 


Hieraus entfpringen die nad) ihrer Folge geordnete Faftoren von MO 
2.3.4.5.6.8.10.12.15.16.20.24.30.40.48;60.80.19.240. | 
Wegen der Menge diefer Faktoren ſuche man nad (6) bie Grenzen der poſitiven und ne⸗ 
gativen Wurzeln, To wird (f. 97 bis 90.) | 
n—=1l8— Km e-1l-/Be—1-89= 9. 
Es fallen alfo alle pofitive Faftoren über 44 und alle negativen über — 9 weg, daher Bleiben noch 
443,445, +6 +8 +10, +12, +15, 16, +20, +24 +30, +40 
and — 2 —⸗23, —4 — 5, —, —8 
Nun iſt FI 252 und FC- ) 3 144, alſo fuͤr die poſitiven Faktoren, wenn man nach 
(2). die Quotienten, welche Seide geben und deren Saftoren autgeſchloſſen w werden, mit a he⸗ 
zeichnet 
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282 _ ML 252 _ 144 __ 
77:7 =% ı= 1: 7 > 
2352. on. 14 _ 22 _ 
= 7='|5=" 
m 0 
2532 __ 9 252 _ 
ys= 7 ı423=* 
= »; = 16 = * 
144 257 


252 __ , 
7-3 7='|5=" 


173 bleisen alfo nur noch die Yofitiven Faltoren 2, 3, 5, 8, 15 zur untaluhars übrig. 
Zur Ausſchließung ber negativen Faltoren wird nach (2). i 


_* Br _0. M_ 
13 285 7 


Es bleiben alfo nur noch die negativen Baftoren 2, 3, 5 übrig. 
Sucht man nun nad, (8) die Wurzeln, fo entftcht folgende Rechnung: 
+ 2 3 5 8Ss+15— 2—-3—5 
+10 + 860-£ 485-4 30 4 16 — 120 — 80 — 48 
+ 581 178 £ 138 £ 106 #88 + 74 — 62 — 22 410 J 
7 89 4 46 "ui FA Hr 2 


+ 643 -2. 2 5 

+3+ 1 +60 +9 
——— 1 — 4 — 1— — 1 N 

41 0 0 N) 0 


In der erfien wagerechten Reihe ſtehen Die Foftoren, welche anterſucht werden follen. 
In der zweiten Reihe die Duotienken, wenn mit dieſen Baftoren: in: den Koeffizienten + 210 


bividirt wird. 
In der dritten Reihe vor bem eig, der Koeff ent * 58, welcher zur jedem Gliede der 


zweiten Reihe addirt witd. 
In der vierten Reihe die Ouotienten, went jedes Glied· der Bräter ftehenden Reihe durch 


den zugehörigen Faltor der erſten Reihe dividirt wird. 
In der fünften Reihe vor dem Steh, ber Borken: — AB, meer gu ie Gliede der 


beribe ſtehenden Niibe addirt wird. 
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In der ſechsten Reihe die Quotienten, wenn jo Glied der daraͤber ſtehenden Reiße dur . 
den Buecher Faktor dividirt wird, _ 
ſ. w. 

"en find alle Faftoren deren letzte Summe == o wird, Watjeln der Gleichung ($. 103.), 
daher muͤſſen + 3, + 8, — 2 und? — 5 Wurzeln der gegebenen Gleichung ſeyn, oder diefe 
Gleichung ift duch die Faktoren (x — 3), (x — 8), (= +2) und (x485) ohne Reſt theilbar. 

2. Deifpiel Die gegebene Gleichung fy _ | 
J — 102 + 5 —- 0 +- 40, , 
ſo ſind die einfachen —* von 24 = 2,2.2.3, alſo die zuſammengeſetzten Bettorn von 24 
2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. 
6: = = = =+ 1 findet man FL = o, alfo ift +1 eine Wurjel der Gleichung, und man en 
im ellen - 92° + 82 — 2%; 


— 0 —1 
daher darf man nur noch die Wurzeln von cr — 92° + 262 — 24 = o ſuchen. 
Ä Weil diefe Gleichung durchgängig abmwechfelnde Beichen Kat, fo find feine negative Wurzeln 
möglih ($. 118.), daher darf fi) die Unterſuchung nur auf die pofitiven Wurzeln befchränfen. 
VFSuͤr diefe Gleihung wird ohne Rädficht auf die Beichen Fi = 6 und F— 1) = 60, ‚daher 


nach (2), 


% 


'6__ 
2=3; 2 
f=n Sen Zu 
oe 
« 


Es find alfo nur noch bie pofitiven Baftoren 2, 3 4 wo o wu unterfucen, u und man rat 
+.2+3+4 
+ol+a+is + | W 
+ 74645 ur . 
— 91 2 3 4 ”. 
— 1- 1— 1 
+1 0.0 0 
alſo ſind auch noch + 2, + 3, + 4 Wurzeln der Iebten, und daher 41, +2. +, +4 
bie Wurzeln der gegebenen Gleichung. 
I. Beifpiel. Die gegebene Gleichung fey — 
+ + bat + 223 = 172 — in — 18 0, - 
fe find die einfachen Saftoren von 18 = u 3.3 alfo die zufammengefegten: 2; 3; 6; 9; 18, . 
Ger. 
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Gene fadet ma ohne Ruͤckſicht auf dad Zeichen Fi —AS und R- 1)= u daher nah (2) - 


T=s; 24 7 = 16; wen , 
=; 3 22 12; 2 6 
* 22 | 22* 
= 6; mr = * ‘ 
. , . 32* mt 
er Ko alfo nur die Faltoren 2, +3 md — 2, — 3 nach zu antiken, und man finyet 
| +2 +32. 3 
Ä ‚2-6 +0'+6 
-15 — 9 +76 +5 
- 17) 2 2.11 — 12 
Du REP Ge 44* 
+ 271 14 + 6 
97 9 
© + 8], 2 +3 | 
. — F — * | 
cs 1]. 0 Br 


Es FIR beher +2 ud — 3 Bann der Gleichung, alfo muß foldhe ih 
(e — 2 () +3 = at +2 — 6 theilbar feyn, und es wird 
Pi 17 — 
A αν α-. 
Sucht man nun die Wurzeln der Gleichung #3 >42 4— 3m oo, weiche nur 
San hanze Zahlen ſetn Nannen wenn die gegebene Gteihung gleiche aryeln Bat’ (3), fü ſieht 
man, leicht, daß foldhe nur negative Wurzeln haben kann ($. 118.), und man findet für x = =—3 
-7+35— 12 + 3= 0, alfo it — 8 eine Wuryel derſelben. Hienach erhält man \ 
j ee = st. + 1, und von der Gleichang— x tetise 
(on min = = — Fi Y-3. 
| „Die # der Wurjeln der, FR Bleichung, find daher . oo. 
a ! 


a N He a lat. ur 130.' | 
Aufgabe. Die icrationalen Bmrıcln einer geordneten Gfeichung Fa = eo zu finden, 
Aufidſung. Voraasgeſeht daft jubörderft Die. rationalen Wurzeln der Gleichung nad 
4. 129. beſtimmt worden ‚find, und dadurch die gegebene Gleichung nad) $. 77% auf einen niedris - . 
gern Grad gebracht worden, fo kann man, wenn die erniedeigfe Gleichung vonr noeiten Grade ift, 


Evtelweiae Anaipfie. L Bon. u 


X 
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av 


die beiden 106 fehlenden Wurzeln leicht finden. Hat aber bie Bleichung einen hohern aß den 
smweiten Grad, fo fommt es darauf an, zuerft die Grengen zu finden, zwifchen weldyen die pofitiven  - 
und negativen irrationalen Wurzeln liegen, und wenn diefe befannt find, ſolche Naͤherungswerthe " 
anzugeben, welche der erforderlichen Genenipfeit genügen.- Um die Rechnung zu vereinfachen, wird 
man hier nur. mit pofitiven Wurzeln technen, weil man zur Beſtimmung der negativen Wurzeln 
die gegebene Gleichung leicht nach d. 91. in eine ſolche verwandeln fann, deren pofitive Wucheln 
den negativen der gegebenen Gleichung gleich find. 

Um daher die pofitiven Wurzeln zu finden, ſuche man die Grenzen ber Wurzeln” dadurch zu 
beftimmen, daß man in der gegebenen Gleichung für e folche Werthe fegt,. welche abweihfelnd po= 
fitive und negative Meſte geben, fo muß nad) $. 95. zwiſchen den Werthen a und / xine reelle 
Wurjel liegen. 


Diefe ermuͤdende Rechnung mit Eeichtigkeit zu 1 verrichten, Jam da Verfahren $. 85 bis 88. 
angewandt werden. 

Sind die Werthe a und 5 für die dazwiſchen liegende Wurjel a bekannt, ſo ſey der Barth 
der Gleichung, oder der RAR = + L für a =.a, und F B fuͤt = Pf. Iſt nun a ein 
Naͤherungswerth für die Wurzel a und 4 > «, fo find « — q und A — a’ die Abweichungen 
vom Naͤherungswerthe der Wurzel a, zu welchen ohne RUHE auf bie Borjeichen die Reſte S 
und B’ gehören. Offenbar werden diefe Abweichungen a — a und 4 — a’ defto geringer, je 
kleiner die Refte L und B ofme Ruͤckſicht auf die Vorzeichen find, und fie würden ganz ver 
ſchwinden, wenn diefe Refte = o werden ($. 76.. Men Lann daher ſchließen, daß ſich dieſe 
Reſte nahe genug wie die zugehoͤrigen Abweichungen verhalten num deſto genaue, je Feiner . 
dieſe Reſte ſind. Hienach vetau ſich 


:B=ad uißie oder. er j “_ 9— 
445 :4 B—a:d-afolglid . ee 
da-a= tr. mr 


hienach die Abweichung a’ — a bekannt, fe darf man ar Aayu.o ubbieen,. am. Dun 


Naͤherungswerth a’ zu erhalten, und man kann Bl ee —— wefdend, eo der 
Wurzel a fo weit nähern al& erfordert wird, u Du 0 


Hienach erhält man folgende Regeln: . 2 : 

{F) zur Auffindung der Näherungdwerthe für die poſiiwin Vunen, —* man 
(1) die Werthe fr — 1,2 — 2, æ — 3,.... nah 83. und bemerke diejenigen 
letzten Koeffizienten, deren Zeichen abwechſeln ſo muß iwiſchen denſelben eine Wurzel lien 

‚gen, und wan-hat dadurch zugleich einen Naherums werth in Yarzem Bahlen gefunden, 
gonm man endlich auf Koeffizlenten weſche einerlei Zeichen haben, ſo bricht die Rechnung 

ab, weil alsdann Feine Abwechſelung der Zeichen der ‚Iegten Kefftzieuten mehr möglich ihr 

Laͤßt fi überfeen, daß die: Hhmedhfeing der Zejchen der- legte Glieder nach nei entfernt 


Mt Dan man mu 1 DR. Di Bann far =, — i¶ 
200 2 ur» ſucher. Ä ae 


J ... ‘ 7 
Fa , e Kos . . I,” 
’ ⁊ 


a 


Bon den Bbhern Gleichungen. $. 130. \ 2000185 


(2) Kennt man den Näherungdwertb in ganzen Zahlen, fo laffen fi nun durd; Anwendung 
ded Verfahrens £. 87. die. Behntheile, Hunderttheile, Taufendtheile, u. ſ. w. finden. 

(3) Verlangt man alddarn einen noch genaueren Naͤherungswerth, fo bemerfe man für die 
zuletzt gefundenen Koeffizienten'mit abwechſelnden Zeichen den kleinſten Werth @, zu wel⸗ 
chem ein Koeffizient oder Reſt ⸗, und den darauf folgenden Werth 2, zu weichem der Ko⸗ 
effizient B Cohne Ruͤckſicht auf die Vorzeichen) gehört, bereipur 


\ - Dr ma —ı 


und addire zum Quotienten den Werth a, fo erhält maͤn einen Räßerungöwert a. | 
- (4) $ür den Näberungswerth a’ kann man nun wieder zwei dahlen und 8’ ſuchen, zwi⸗ 
ſchen welchen ein folgender Naͤherungswerth a” legt, , wenn man n bie Reſte 4 und PB 

beftimmt Bat. Hiedutch erhaͤlt man 


und wenn hiezu a addirt wird, fo iſt a” gefunden. 

Auf diefe. Art fann man fo weit fortgehen, bis man die Wurzel auf fo viel Dezimalſtellen 
genau hat, als erfordert wird; nur iſt hei dieſem Verfahten zu bemerken, daß. die Dehnung zue 
Beftimmung der Refte 4, LS," 2... B, BE, BT... . ohne Anwen dung der Rechnung 
nach (2), wegen der weitlaͤuftigen Multipütationen, ſeht beſchwerlich wird. 

II) Zur Auffindung der Naͤherungswerthe für die negativen Wurzeln, kehre man die Beichen ” 
der geraden Glieder der gegebenen Gleichung um, fuche die pofitiven Naͤherungswerthe dieſer 
verwandelten Gleihung nah (T), fo find ſolche die Naͤherungswerthe ur gegebenen Gleis 
j Hung für die negativen Wurjeln. i 
1. Beiſpiel. die Näperungswerthe für die Wutzeln der Gleichung | WB 
— 102? — 1300 + 80 = o 
zu ‚Anden, erhält. man \ a 1.) durd) dab Verfahren nach $; 85. bie Rorfieten. 


1— 7-17 474 fuͤt ⸗ — 1 
1— 4-18 +58 fr x — 2 
1— 1-— 163 + 397 für — 3 
- IHR 12 +2 fr — 4 
41% 5—15+ 270 fuoͤᷣt æ — 5 | 
1+ 8-12 — Wfl — 6. | 
4141 — 183 — 207 frac — 7 j X 
1+1— 8— 318 fuͤr — 8 8 | 
1+17— 67-401 fuͤr — 9 
43 20 —. 30. —:450 für « — 10 
" "1+3+ 13-839 fen — 11 
T+- 38+ 62— 422 füra — 12 
\ 4429 4117 — 333.für x — 13 ü 
.1+32 + 178 — 186 für x.— 14 
1+3+ 


245 + 25 für x — 15 


266° WViriertes Kapitel, = : 
Hier bricht die Rechnung ab, weil alle Koeffizienten einerlei Zeichen Haben, und daher Feine. 
"pofitive Wurzeln weiter hin möglich find. Aus ‚den Abwechſelungen der beichen, vor den letzten 
Koeffizienten folgt, daß 

eine. Wurzel a zwiſchen = = Sands 6, - 
„eine Wurjel d zwifigen = == 14 nd = == 15 liegen muß. 


Sucht man zuerſt den Naͤherungswerth für =, fo iſt hienach bereits a == 5 gefunden, 
welches die nächte ganze Zahl der Wurzel iſt. Die darauf‘ folgenden Sehntheile werden aus 
den Rorffigienten 145 — 155 +75 nad) $. 87 gefunden, und man erhält: Ä 
| | 1 +53 — 158,97 + 59,551 für x — 5,1 | ‘ 

4 -£ 5,6 — 162,88 + 44,208 für æ — 52 
1 + 5,9 — 151,73 + 28,977 für x — 53 
1 + 6,2 — 150,52 + 13,864 für = — 5,4 
1 +65 — 19,25 — 1,128 für æ — 55 


daher liegt die Wurtzel nwiſchen 5,4 und 8,5. 
Will man nun- den folgenden Naherungtwerth nach (2. 3.) ſuchen, b wird Bin 


a 5,4; 1 = 13; = br B=412 
all 2 a = O1, daher 


0-32 — 13,964. — 
| Z+B. 14,989 = 0,0924, 
vaher 54 + 0,094 = 5,1 = a’ din Naherungswerth für a. 


Dieſen Werth ſtatt x in de gegebene Gleichung gelegt, giebt zum Reſt 
-P 0,008 675 008 024, . 


—2 


und wenn mar den naͤchft folgenden Werth 5,4925 ft = x in bie gegebene Geihung regt, fo 


wirt der Reſt 
— 0,005 259 796 875 


es muß alfo zwifhen.« = 5,4924 mb A == 5,8925 der folgehde Naherungewerth legen. | 


| Diefen zu finden verfahre man nach (I. 4.), fe erhäß man wege 9 — a == 0,0001 


.0,009 675 01 0% _ | 
ia an re == 0000 068 7815, jeher 
54924 + 0 ‚0000647815 = F 5492647815 z= a . 
ein Naͤherungswerth für a, von welchen wenigſtens neun Desimalftehen votffonmen genau fi, 
und mar kann ſich durch Wiederholung dieſes Verfahren der Wurzel a, fo weit man will nähern, 


Hätte mar jur Vermeidung ber ſehr beſchwerlichen Multiplilationen zur Beflimmung der 
Mefte, dad Berfaßren (I. 2.) nach $. 88, sur Beſtimmung der Hunderttheile, Tauſendtheile, u. Ri w. 
ſetſelen wollen, fe findet man durch weitere Autſuhrang dieſer Rechuung 


“ - 
PP . =. ' & 
» 





Bon ben nähen Gleichumen. $. 130, 357 
I#6TOL UT 0 E08 æ — 5,40 Ä 
8:60 — 14930 . — 1135000 ft —550 + 
1-4 6,476 : — 4935508 AH OO für x — 5,492 
146479 — 14930535 -— 0,079931843 . : für — 548 
1 + 64772 14934862672  -+4-:0,0096750010& . für = — 5,1924 
1 4 64775 — 149,34733125  — 0,005259796875 für x — 5,4925 


1 + 6,47738 — 149, 3478394452 + 0,000714107338936 . für. — 5,49246 
Ah + 6,4774 — 149,3477098973 — 0,000779370407777 für = — 5,49247 
1 + 6,477392 — 149,347787626112 -}- 0,000116716084793344 für = — 5492468. 
1 ++ 6,477395 — 149,347774671325 — 0,000032631696355375 für = — - 5,492465 4 
wodurch man die Naͤherung außer allem Zweifet bis auf ſechs Dezimalſtellen genau erhalten hat. 
Bill man nun nach (T. 3.)- nisch mehrere Dezimalſtellen beftimmen; fo ſehe man 
| e = 5,4964; 4 = 0,000.116 7160979334  . Ä 
ß = 5,492465; .B == 0,000.032.631 696355375, fo wid ©. 


Ä 1-04. == 0,088 000 281 505.3, daher ft der Naherungẽwerth fuͤr die Wurzek 
a 5,492 464 7816063.... | 


Durch ein gam aͤhnliches Verfahren kann man die wiſchen 14 und 15 liegende Bug 5 
finden, und wan erhält 


e 
J 


LETTER " “ 
gur Beſtimmumg der negativen Wurzeln, da eine derſelben vorhanden ſeyn kann, verſahre 
man nach (IT) und kehre die Beichen vor den geraden Koeffizienten der gegehenen Gleichung um, ſo 
epält mar die Koienten 1 + 10 — 10 — 850, alſo |. 85, | | | 

1-+13 — 107 — %69 für a — 
I+16—- 78 — 1062 fut — 
— 14 19 — 43 — 13 fürs — 
14—222— q1146 fuüͤ æ — 
1425 4 45 — 1135 fut æ — 
14 84 8—- 1054 für = — 
+ It + 157 — 97 fü — 
 AALN— 78 fut æ — 
u 17 HI —— 
tn LER 370 — 150 für a — 10 
| iF 3 85I + 20 fie Mi 
-alfo fegt eine Wurzel c zwiſchen 10 und 18, 
Werfäßrt man zur Befkimmung deö Naͤterungswerthes für c uf. die angsfähetz 2* ® .: 
abet man c == 10,388 896155... , . alſo fuͤr die gegebene Gleichung —— 
v ce = — 10,388896185 . . . : 


wer die gegedene Gleichung nur drei J hat, fa wäre es nureichend geweſtn, ie F 


eanonkünn 


tine Wurzel a zu beſtimmen und mit Hälfe derfelben nach $. 77. aus der gegebenen eine Glei⸗ 
dung vom zweitm Grade abzuleiten, deren Wurzeln * und c alsdann leicht zu finden ſind. Bee 
gnügt man fid) mit 9 Dezimalftelken, fo entftcht, ven die wurd a. na 464 781 ab be⸗ 
kannt angeſehen wird, folgende Rechnung 
x. — 4,507 835 219 « — —E 
Die gefundene Gleichung = 0 geſetzt, fo erhält man daraus Die beiden Wureln 
u == 2,253 767609 409, 836 946 874 
2,253 767609 + 12,642 663 764 


ww +4 w 


und man fiir ' | 
U b=14,89643[373° 
‚eo — 10,388 896 155. u A 
Für die Summe der drei Wurzeln findet mon a + 5 ++ ce == 10, wie e nah. MR 104, (1) 
erfordert wird, wodurch zugleich die ueberzeugung entſteht daß fein Fehler in der Rechnung vor⸗ 
gefallen Hi. - 
2, Beifpiel. Die Noaͤherungswerthe für die Wurzeln der: Gleichung F 0 
3 — 72 —7 = o. 
zu finden, erhaͤlt man nad) (I. 14.) 
14 3 — 4— 13 füræ — 1 | _ 
ee 146— 5— 1183 faͤr — 2 | En 
= 1+ 990 — 1 faͤr æ — 3 


- Eu IHR ++ De 


daher liegt gt witthen æ 3 und æ *4 in poſitive Wurzel. Groͤßere poſi tive Wanein find 
nicht möglich, weil alle Koeffizienten der letten Reihe einerler Zeichen. haben. 
Gerner erhält man aus 
149 +29 —1faͤr ⸗ — 3 | 
1 -+ 9,3 + 21,83 4 0,991 für 2 — 3,1, 


alſo liegt. die Wurjel zwiſchen 3,0 und 3,1. Hienach erhaͤlt man ferner 


Zu Die negativen Wurzeln zu erhalten, muͤſſen in der. Gleichung 


1 + 9,03 + 20,1803 — 0,799 099 für æ — 3,01 
14 9,06  20,3612 — 0,596 392 fuͤr æ — 3,02 

1 + 9,09 + 20,5427 — 0,391 873 für. x. — 3,03 

- 1 ++ 9,12 + 20,7248 — 0,185 536 für x — 3,04 
1 ++ 9,15 + .20,9075 + 0,022 625 für x — 3,05. 


Durch dad bereits gegeigte Verfahren läßt ſich nun die Wurxl = = 3,04 x. fo: genau, 
als es verlangt wird, finden. 


— 


* - 


= +0—-77—-7=0o, 
die Soeffgienten der geraden Glieder entgegengefegte Beichen erhalten. (11); dies giebt 
J— 1—0—7 + 7 


= . 
w 


« 





Von den hoͤhern Gleichundenn. 131. 1439 


und hiena det men 

hi A  A+3I— 4+ 1 für e —1 
+6 + + on 

' 148420 HE fürs | | 

wo die Rechnung abbricht, weil feine ‚größere Wurzeln 9 ſind. Hier iſt kein Wehfe der 
Beichen zwiſchen den letzten Gliedern. Allein ihre Folge: +7, + 1, + 4, +13 laͤßt erwarten, 
daß weil fie uerſt abnehmen und dann wieder wachſen, daß zwiſchen & ZT und x — 2 negas 
tive Glieder liegen fünnen. Man unterfuche daher die auf = — 1 ſotzente zehatheile nach 


(Z. 2.), fo erhaͤlt man: . 
Sf 1433 2 3374 0631 ft mn, 
1 +35 — 258 4 0,338 für. -—12 
1+ 39 — 1,93 + 0,097 fir. — 1,3 
1+42 — 1,12 — 0,056 für 1,4 
1+45 — 0,25 — 0,135 für æ — 1,5 
1 + 48 + 0,68 — 0,104 für &.— 1,8 ° 
1+51+ 167 4.008 für æ — 1,7. _ 
Hienach Liegt zwifchen 1,3 und 1,4 fowehl, ats zwiſchen {, 6 und 1 ‚I eine Bun, und 
man fann nach dem bekannten Verfahren die beiden iegitiven Wurzeln — 1,3 ... and — 1,6... 
fo gevau als erſerderich iſt, inden. 
©: 131. 
zoſan Eine zaeh die. Leichtigkeit: dar: Rechnung fü empfehlende Naherungdrecthode zur 
Auffindung der irrationalen Wurzeln einer Gleihung, weiche dur weſentichen mit der von Neuton 
Merein keiunt, ſindet aum . RE. aulsinander.’gefet. 
Ein anderes Verfahren lehre Lägränge in der 4145. ängefüßeten‘ Sqrit (Chap. 11. 
pag. 22.). Die Anwendung diefer Naherungomethode ſetzt voraus, daß man für die ‚gegebene 
Gleichung Fr = o einen. Näherungsiwerth in pofitiven' genen Bablen gefunden babe. Diefer 1 


«und die beſinie Wuryel don 2 fiege wiſchen e und +1, Seht man nun = u *5 En 


fo wird, weit 4 .< 4, auch! S 1 fen, Rach 1. 9%. erhält man für x = u + ie gets 
wandelte Stsigung F. Data, ‚WERD mon, Porpuäfhkt, 13 weihchen e md w Fr A nur eine 


Wurzel für a liegt, fo kann auch in der Gleichung Fy = o nur eine einzige Wurzel b > 1 - 
enthalten feyn. Denn Wollte 'mak voramäfegen, daß mehrere Waren E, 87-8, 0... im 


‚= > fen min, wide > 1 Fu, mi ang zu d, ya... ae 2 


722 3 “m. 


=: +p —— —88B words Folge, daß upiſchen ⸗ und rt auch die 


Werthe a + z et gms ae  ebalen, nd, wplge gegen die Veracſebang ik. 
Sucht man nun ferner ‚van: ib — * == oder maͤchſt Fleinſten — — i in 
‚warn Ballen und ret.z. = 7 +; PR ſo kann man’ wie vechie eine vewa⸗delte Glei⸗ 


% . 
- " 55 - - » 
” 


— — — 


abo er Mt. — 
chung nach 5. RD. fir y cchalten. Von dieſer ſuche man wieder den kleinſten iherenezwend in 
ganzen Zahlen = 7, fee y = 7 +3 yp\ und ‚sehe auf diefe Art weiter, ſo daß nach einander 


die Ausdruͤte m a +; yaptzır 25435 vd ie, 
entftehen, fo erhält man. Gin durch tan Vertauſchung den Rperungämert 
'zs=a+, Zu =etö4s,n , u. ſ. w. 
| y' +7 * 
Bringt man diefe Brühe, auf einerlei Benennung nit Weglaſſung von Y y, j orte 
fo findet man für die auf einander folgenden tpennoewath· oder 


z=a+l, ; \_ a | 


I . ‘ “ -_ 


zn . 


en | 

rt +De- nn 

esctigmebrmiem, - 
J J Be L w. 

Die Anwendung dieſes Verfahrend iſt debhalb biſhuehh weit das. Barmen der ver⸗ 
wandelten Bleihungen nach 8. 90. weitlaͤuftig ft, Dagegen hat dafielbe den Bortheil, daß die. Ges 
„nauigfeit ded Näberungswerthes ſech Teiche beſtinimen pt. Dieräber wird im aevcten Kapitel von 
_ Yu Kittenbrüchen dad Erfordetliche abgehandelt. u 

. Die Näberungdwerthe negativer Wurzeln laſſen ſich chen wink der —*2 Banks 
finden, wenn man ‚die. gegebene Bleihung nach 5, 95. verwandelt. 

Beifpiel.. Die Naͤherungswerthe für bie Bieigung nu 

Bu id ne 
u Aber. Nach 130, hat dieſe Gleichung eine * Wurjel zwiſchen 2 und. 3, daher ſebe 


man = = 2 +3 y’ fo erhält man nach $. 90. (4. Beiſpiei) fuͤr die verwandelte Gleichens 
y2 — 1052- —6y—i =o 


u vBon dieſer Gleĩchans Mr der „nächfte klelnſte Naherungswerth du8 ganzen HZahlen * 10, das 
per fege man y = 10 + 5 und ſuche aus der vefteenben Siiung | die. verwandelte GC. 0. 


2 Bee fo. wird bieſ⸗ hen 9) 5° n: 
313: Re N Hy: Ay. 20 Aue oa ’ 
" Sien iſt der naͤchſte kleinſte Naͤherungswerth in ganzen Bapien = 1 h daher ſete man 
y= 4 +7 Fr fon wird die vertbandelte Gleichung (5. BO. 3. Beifpief) N 
oe HI BE in 2558 DW 1: DVG SE le 


ken ii der niöße Heinfte Pollerangtwuts == 3, man. füge. daher. Y — 14 m ſo 
ꝰ findet 





v 
* . 


Bon den hoͤhern Gleichungen. s. 131. 122. 161° 


findet mon _ 0 

= 11y"r — 13,7” — 17,"  Ameo Ä | 
Hievon ift der gefuchte Naͤherungswerth 2, daher fege man „” —= 2 + m . 

Geht man auf diefe Art weiter, fo erhält man, außer den bereitd in ganzen Zahlen gefuns 

. denen Naͤherungswerthen 2, 10, 1, 1, 2 noch die Werthe 41, 3, 1, 1, 12, .... Setzt man nur 
«a«a=2, ß=10, y = 1, ıi= — 1, 2,.... ſo findet man folgende Naͤherungsͤwerthe 


für = 
2283; De De a Da 2 2 ee | 
oder 2A \ 
= W 2,090 900 000 — 
2,095 238 095 | 
| | 2,094 339 623 
2,094 509 451 - 
\ 2,094 545 454 
2,094 555 874 Ä 
2,094 551 282 2 
u. ſ.w. 
Wird die Reheuns weit genug fortgefegt, fo findet man 
| 2,094 561482, 


4 


$, 132 
& ift nun list, nach $. 129, von jeder Gleichung die Wurxln, welche ganze HZahlen ſt ſind, 
und durch Anwendung des Budanſchen Verfahrens, die Naͤherungswerthe der irrationalen Mars 
zen .in ganzen Bahlen zu finden. Hiedurch wird offenbar die Anzahl aller reellen Wurzeln einer 


Gleichung befannt, und wenn diefe gefunden iſt, ſo kann man aus dem Grade der Gleichung auf. - 
die etwa noch vorhandene Anzahl der -unmöglihen Wurzeln fihließen, wenn man zuvor die Uebere 
zeugung erlangt bat, daß in der Gleichung feine gleiche reelle Wurzeln vorhanden find [08 114. 


und 220.). 
Beifpiel. Die Anzahl der reellen und unmöglicen Wurzeln dei Gleichung 
j I — 22 —- 5 —=o0- 
u ; Anden, erhält man aus 1 4.0 —- 2 —5 
143— 1— ei 
\ 1i+65+ 8B— 3 fuͤr — 2 
| 1+7+85 + 2fra= — 3 


alfo Tiegt eine pofitive Wurzel zwifchen 2 und 3, aber ed ift für Feine gröfie Bahl eine poſitive u 


Wurzel möglich, weil alle Koeffigienten für — 3 einerlei Zeichen haben. 
Die negativen Wurzeln zu finden, erhält man. nad d. 130, (ID) aus 140 — 2 + 5, 
1 +3 +1 +4fra —1 
Es ift daher feine negative Wurjel wii, weil zwifhen 10 — -24 E und 1 + 3+1 + 4 
Edtelweins Analyſis. I. Band. 


N 
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feine goefflientenreihe legt, deren letztes Glied negativ iſt. Nun hat die Gleichung nur eine reelle 
Wurzel, deher muͤſſen noch iwei unmoͤgliche vorhanden ſeyn. 


t 


. §. 133. | 
Die unmoͤglichen Wurzeln einer Gleichung zu finden, ſuche man zuvor mit Hülfe der befanne 
“ten reellen Wurzeln bie Gleichung auf ihren niedrigften Grad zu bringen. Iſt died der zweite, fo 
Törnen die unmoͤglichen Wurzeln leicht gefunden werden. Bei böhern Graden verfahre man auf 

folgende Weiſe. .— _ 

Es fey die gegebene Gleichung 

at Arm Baer ,....+0=o. 

Setzt man nun, daß eine ihrer unmoͤglichen Wurzeln, = a + A y— 1 ift, wo «und ß 
noch näher zu beftimmen find, fo erhält man, wenn diefe Wurzel mit x vertaufcht wird, 
+ BY MP +AeH+EI- DH... +Pa+By-D+Y=e. 


-Die Potenzen nach dem binomiſchen Lehrfage entwidelt, und die Summe der reellen Glies 
der — M, die der unmöglihen = N Y— 1 beſett, wid AXV— 1 o, wodurch 


man erhält ($. 14.) Mon 
' = 0. 


Mietelſt dieſer beiden Gleichungen kann man a und 4 finden, wodurch die eine Wurzel. 


‚z=c+ y— 1, alfo auch die zugehörige (f 115) = x — A y— 1 befannt ifl. 


Um dieſes Verfahren für einen befonderen Fall näher zu erläutern, fey die Gleichung vom. . 


vierten Grade 
+ +. As®- Be-- C=o 


0 gegeben, von welcher man vorausſetzt, daß nach $. 89. das mweite Glied weggeſchafft ſey. a 


man nuna 4 Y— 1 ftatt =, fo erhaͤlt man 
M=e hAe +Be+0— Are) + M= o und 
=4aB— ka 1 24a8 4 BA = 0, oder durch 2 dividirt 
Aar — 4aß* -L 2 da + B= o und hieraus. 


P= 34+0 +; S. alſo 
0) 6* + are 42). | 

| Den Werth von 42 in die. vorfichende Gleihung M = o geſetzt, und die Glieder, welche 
ſich aufheben, weggelaften, giebt a 

| | Bat + 32.400 + 4 (1-0 —B=o, 

aber wenn man a? == Zu ſetzt, fo wird 
8 240 + (AO u— Bro, . 
Hat man auf diefer Huͤlſtgleichung die reelle Wurzel für u gefunden, fo ahält, man da⸗ 


raus, wegen a? = Zu 
(IT am + jr, 


und es find hienach ſowohl für d ald für & wel verſchiedene Werthe bekannt, aus wei die | 


vier unmoͤglichen Wurzeln der soebenen Glefchung gebildet werden koͤnnen. 


Pd 


V 
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1. Beifptel. ‚Die unnöglihen Wurzeln der Gleichung 
| x* + 32° >62 +35 0 
zu finden, wird.bir A = 3, B=6,C= 35, alfo 4* — 40 = — 131, daher 
us + 64? — 131u — 36 = 0. | 
Hievon iſt ($. 129.), u = 9 eine Wurzel, daher nach (II) \ 
\ ae= +7; nesinenri W 
oder tina — 4. 
Fuͤr = == 4 wird nad) (I) - 
Be+Ya +3 +D= +47 
und für a = — wid 


PerYa+t-Nertrii 
Hienach erhält man bie gefuchten Wurzeln 
| «+ Bvy—-1=3(3 + Y19 Yy— 1) Ban 
- a — RY—-1=3(3 — Y19 Y— 1) zu | - 
+ Ay-i=hl3+ ri | | Ä 
e« — ByY-1=4l—-3—- My. 
2 Beif piel. Die unmöglichen Wurzeln der Gleihung = — 22 —5=o zu fins 
den, bemerfe man, daß diefe Gleichung eine reelle Wurzel = 2,098551 bat, daher erhält man- 


I __9x% 5 
za = — 2094551 2 + 2,387 146.  ) 


Diefen Quotienten = o gefeßt, giebt die Wurzeln deſſelben, oder 
x = — 1,47276 + Y(— 1,290 359), 


daher find. \ 
" x = — 1,047276 + 1,135 940 Y— 1 
‘die beiden unmöglichen Wurjeln der gegebenen Gleichung. 


— 


g. 134, 

Zuſatz. Dan fann aud), zur Beftimmung der : unmöglichen Burn einer Sleichuns, 
auf folgende Weiſe verfahren. 

Es ſey die gegebene Gleichung .. 

— ——————,—— — | ur 
und die Gleichung für die Quadrate von den Differenzen ihrer Wurzeln ($. 108.) 
u” - Zum BuT, ...%0=0o [I] 

Bur Auffindung der negativen Wurzeln diefer Gleichung, fege man u = — w, fo wird 

6. 91) 
w -_ dum + Bum —...+0=0. 
Iſt nun a’ eine pofitive Wurzel diefer Gleichung, fo muß — a eine negative Wurzel der - 
Gleichung tin feyn 6. 91.), und «6 wird alsdann ($. 123.) 
dm vet ine, 
wenn «@ + ß —— 1 die beiden umniglien Wurheln der Sign [7] fin. 
& 2 


. v 


m 
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Hiedurch iſt 4 bekannt. Um a zu finden, fege man «-+- Ay—1 ſtatt x in [7], fo wird 
@+HY-WtA@HEY- DT +...+Pe@+Y-D+Y0=o 
Die Potenzen nad) dem binomifchen Lehrſatze entwickelt, und die Summe der reellen Glie⸗ 
dee = M, die der unmdglihen = NP Y— 1 ‘gefegt, wird u N? Y— 1= 0, We 
durch man erhält ($. 14.) 


Mo und No | 
In M ift æn und in N ift a-ı die höchfte Potenz von a, md weil a eine Wurzel für 
beide Gleichungen ſeyn ſoll, ſo muͤſſen ſie auch einen gemeinſchaftlichen Faktor haben ($. 77.) 


Wenn daher in I und N der für 4 gefundene Werth geſetzt iſt, ſuche man den größten ge⸗ 


meinſchaftlichen Theiler für beide Ausdrüde, fege denfelben = o, fo läßt ſich daraus der Werth 
für æ finden, wodurch bie gefuchten Wurzeln «a + A y— 1 belannt ſind. 


| . 135, | 

Es laſſen fi ſich nun noch die allgemeinen Aufloͤſungen der Gleichungen vom deitten und vier⸗ 

ten Grade entwickeln, weil es bis jetzt noch nicht gelungen iſt, Gleichungen von hoͤheren Graden, 

als dieſen, allgemein aufzuloͤſen. Bei einigen dieſer Aufloͤſungen wird vorausgeſeßzt, daß in der 

gegebenen volftändigen Gleichung das zweite Glied weggeſchafft ſey, "weil dieſes nach $. 89. für 
jede gegebene Gleichung leicht bewerfftelliget werden Tann, 


5. 136, | — 
Aufgabe Die Wurzeln der Gleichung 
‚ss 4A +-B=o 
ganz allgemein zu beſtimmen. 
Aufloͤſung. Man ſetze x=p+tg wo p und 4 noch naͤher zu Betinmen find, ſor wird 
æ 3G 9) pet 2, oder | 
2? =p! -3xpg + .g°, und hieraus 
x — 3pg: = — (p+g?) = 6. Wird diefe Gleichung mit 
+ Axt B o0 verglichen, mb 
—Ipg— 4 und — (p! +g?)=B gefest, fo fann man hienach p und g durch 4 und 3 beftiomen. 


Aud A= — Ipg wid =I1=5 Z de — gt yo; da B=— (p’ +4’) 





wid — g’ = p? + B= Er akſo Seraue 


$ 
e + Bp! — I = 0, oder, wenn man pr = y feßt, 


y = — 5 B x Ya» + 4) = p°’. Aber 
=—B-—-prıib’ = = BHEBTE VAR + 54), on 
g= viI-33+ E BAmeæ- —- YEB=+ + yi; B? +7 5] und 
-p — Br + yaB° + EP * =— -YEBF vis B® + A): 








Von den hoͤhern Gleichungen, 5. 136. 16 


Nunwrz—=p+tg; wenn daher die drei Wurzeln der gegebenen Glerhung mit a,b,c 
z bezeichnet werden, und man = = ap + ſetzt, fo findet man die Wurjel 
am— Vs B — vaB? + aA) — EB + YaB’ + ZA]. 
"Um die beiden übrigen Wurzeln 5 und c mit Hülfe der befannten Wurzel septgm 
finden, dividire man die Gleichung =? — 3Pg® - pP — g=oluih 2 —- p—g=9% ſe 
‚erhält mn . . _ 


— — 8 — . 
ro erTerree -rı td” 

Wird nun Die Sleichuns æ 4 6 * 9) æ p*r — pę 24 2’ == o aufgelöft; fo et⸗ 
halt man 

we-4o+D34@-0r-3, 
oder man findet für die drri Wurzeln der gegebenen Sleihung: 
a=p+tg 
‚e-ietatieonvn 
- -3P+9-3F N /- 3, mw 
pP=- Yiz B — Y&B* + 774°)] und 
gy=— B FVGB: + Ar) if. 

Die vorftehenden affgemeinen Aurddräce für die Wurgeln einer Gleichung vom dritten Grade, 
deren zweites Glied fehlt, heißt die cardaniſche Regel, von Hieronimus Cardanus (geb. 1501, 
geſt. 1575) aus Mailand, welcher fie zuerſt bekannt machte „obgleich die Erfindung dem Scipio 
Ferreus aus Bologna gehört. . 

1, Beifpiel. Die Wurzeln der Gleihung 0 
y — 127° +97, %=o 
zu finden, erhaͤlt man, wenn nad $. 89, das zweite Glied weggefchafft iſt, für y- = +4. 
| — — alſe 
9; B=6;:2B MA 36; 36 = 6; | 
»e-/8-9=-, =y3 . 
s — | 
g=-Y8+9= — /9 
‚rte=r2 —— oa 5 
mithin ſindet man fuͤr die drei Worrln der Gleichung =’ +9 u 6=9 
/ a=y3 — Y9 = — 0,6378341 N 
} =+:W13-79)+33 +) y-3 
u Lin im 2 


\ 
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Nun it / — 4 + x, daher matt man die drei Wurzeln der gegebenen Gleichung 
4473, — 19, = 30021050 —— 
- 163- 9 163 4 9 Y- 3 3 


rs 1173 +9) y- 3. 
2, Beifpiel. ‚Die Wurzeln der Sleihung | | ' 
u | zi 6x + 0 ==o un 
zu finden, wird be 1=6; B= 20; zB’ > A = 108; /108 = == 6y3, alfo 


p=- Yo — 63), und g = — Y(10 + 6Y3), | 
oder nach !. 50. | / 


p=-i+Y3 wg=—1— 3, daher — 
p442 — 2 p — 4 255, folglich find die geſuchten drei Warieln 
a=—2. 


= — 3-9 + 4.218/-3= 14 37-1 | - 
e=—-4(-9'- 4.2793 =1— 3-1. | Bu 


$. 137. 
Bei Anwendung der cardaniſchen Regel kann der merkwuͤrdige Fall eintreten, daß 42 
negativ und groͤßer als z B® wird, in welchem Fall die drei Wurzeln der Gleichung 
a: + Ax + B = 0 unmöglich zu ſeyn ſcheinen, ob fie glei alsdann ($. 123.) alle. drei m 
ſind. Diefer Umftand hat die Analyften früher vielfältig befchäftigt, und man hat den vorliegen- 
den Ball, den irreductibelen (casus irreductibilis) genannt, weil die möglichen Wurzeln untet - 
der Form unmdgliher Größen erfcheinen, und durch gewöhnliche algebraifche Operationen fein end⸗ 
licher, von unmoͤglichen Größen befreiter Ausdruck, gefunden wird. 
um für diefen Fall die entfprechenden’ Wurzeln durch Reiben zu erhalten ‚ feße man in der 
Vorausſetzung, daß BB? + 2441? negativ ſey, 
iB=.a m YyaB? + 4) = PY—1 ode 
— (53B? + 44°) = P*, fo findet man ($. 136.) 
p=— Ve-pY—1) und. 
R 
g= — YVa+py—1), daher 
Ä = — May) +ra+A/-D}, 
und die beider übrigen Wurjeln 
= = 3 Ve —AY-ND+ ν—yα Wear Vet ern] y3 1} 
Hienach erhält man " 


(D wenn @ > Pf, 
nach $. 44. und 45. die erſte Wurzel 


_ ®» 05.8 9%, 5.8.11.14 S. 8. 11. 14. 17. 20 98 | 
7* lit er rn 15.6.7. rt | 


x 
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= und für bie beiden Übrigen Wurzeln wird 
3 1m 50 | 5. 8. 11. 44 265. 
6 — — 
18 Sp , 5.8. 11 4 5.8.11. 
(Er 
(II) Für a<ß 
wird nad) $. 47, die erfte Wurzel 


N 


— 1. __ 5.8.1108  5.8.11.14.17 at 
„= - 715 ß. ati n I 6. 7.30 ten] 
j und die beiden übrigen . 


10_ Sa | 5.8.1105 - 5.8.11.14.17 a2 
z=rß ll 5 er...) 


ae '5, a*+ a® \ 
teten 2]. 

wo ‚om4B un P=Yl— (GB 2.74%] für xt + Ax+Bm=o iſt. 
Wie die Wurzeln der Gleichungen vom, deitten Grade mittelſt der trigonometriſchen aufn 
"gefunden werden fönnen, f. m. $. 175. u 

Beif piel. Die Wurjeln der Sleihung W F 
ae! — 72 —7=eo | j 

zu finden, wird bie L=— 7; B= — 7, daher 


am — 3, 5; = Vl-*% + 2) = 0,07357 und Ja = — 151820. Mon finde al, 


wenn von den vorſtehenden Reifen nur bie drei erften Glieder in Rechnung, fommen, die erſte Worjel 
4 1,000000 

ao == 2.1,518294, - 0 aus = 4-3, 048930. 

0,000050 

2 Für die beiden Übrigen Wurzeln erhält man 


Ä — 0,064149 " 
ae TE + 1,5182%. n un. Ve 
— 0,000005 j 
" x = — 1,524465 + 0,167364. 
Sind Der a, b, c: die drei Wurzelm der gegebenen en ſo * men 
a == -+ 3,04893. 
b= -— 135710 | 
0 = — 1,9183. \ 
Genauer findet mar. r diefe Wurnln $. 175. berechnet, \ 





$. 138. 
Jede vonſanrize Gleichung vom dritten Grade 


Bu ee B 








= 
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in weiße AB=C if, Hat die Wurıeln 
zso=— 4; ==+Y/-B und z=—-yY-B 
Denn es iſt 
(e 44 ( 4 MD 22 HAstBetan 
Setzt man dieſen Ausdruck = 0, fo wird ($. 76.) 
Ä z + 4A=o und x? + B= o,.und hierauß 
= — 4, =—B, daher = + Y— B 
Beifpiel. Wäre die Gleihung 
az > 722 — 12x — So 
gegeben, fo wird Gier A=7, B=—12, AB=— 84 wie erfordert wird, daher find: "die Wurzeln 
so Am 7; my Betimaemy- Bm 


4 


4. 139. 
Ser vollftändige Gleichung vom dritten Grade 
2 A +»BcHC=o, 
in welcher B= 14 iſt, hat eine Wurzel 


- 34 + Ve — 0). 
Denn man erhält aus ber gegebenen Gleichung, wenn auf beiden Seiten 5 a At— Cab 
dit und B == 3.4* geſetzt wird, 
s6® + Ax°? + 3 A:x + 3 A = * I! — C ode 
{x + IN = 4 — GC, oder = + 14 = YA — ©), folglich 
Die beiden übrigen uryen. zu * ſetze man zur Abkuͤrzung: 
HA — 0 a, ſo wid m — 34 + w, und man findet wegen Card — al 


EDER: VICE NEEHPRREENG 


Den gefundenen Quotienten == o gefeßt und daraus die Wurzeln beftimmt, giebt 
ee a + a — 3aA4 — a?) 
— 53A—jetyV— je) = — 34 — ja + Jay), 
folglich erhält man fuͤr die beiden noch uͤbrigen Wurzeln 
<= —- 341-314 y- 3. Mrd — 0). 
Beiſpie —** der Steigung _ 
' x8 4 182° + 1082 + 145 = 0 
die Wurzeln zu finden, wird hier 118, B== 108 alfo 3.4? = 108 wie. erfordert wird, daher 
cm 216 — 145 = 74, folglich die reelle Wurzel 


z=—6-+ n= = — 6 + 4,1408178 = — 1,8591822. 
Für die beiden unmödglichen Wurzeln findet man 


»=—6.-31+ 7-3). m. 


4. 140, 





Bon den hoͤhern Gleichungen. 5. 140. 169 


. 10. - 
Aufgabe. Die Wurzeln der ‚Gleichung 
+4 4+B2+C=olN 


"ganz allgemein zu beftimmen. 


. Auflöfung. Dan ſetze 
zs=p+tg+tr 
wpgr noch naͤher zu bettimmen find, fo wird 
— +9 +r’+2(pg tor +gr) obder 
æ — (+ ’+r)=2(pg+tpr gr). u 
Diefen Ausdruck quadrirt, giebt 
+ — 2(pP4gQ +) + (p+g+r)—lp qP?+p ri.+g® rBpgr(ptatn), 
oder x ftatt (p + q + r) gefest, giebt 
+ -2(pr+g+r?)a— Spyrct (pr tg? tr)? —t(prg pr tger)=o, 
Vergleicht man diefen Ausdrud mit der. gegebenen Gleichung, und fest 
d=-2(r te +) 
B= — Spgr 
8 + r® + g’r?), fo wid 
pe p-42 P ——A4 I[M] alſo 
—— A? — 4 (pꝰ ꝗ + pr? + g?r?) oder 
P’q’ +p * + rt!’ =% ar — 40) [III]. Endlich) wird 
pqr = — B alſo | 
Poir=% B’ [IV] 
—* ſind von der Gleichung 
-— i "rer r)y—pgQr’=o 
nach 4 1. bie entfprechenden Wurzeln y = p*;y = q* und. y == r?. Setzt man nun in’ 
diefe Bleihung die oben gefundenen Wertbe III. UI IV. ], fo erhaͤlt man 
y2 i dr?’ —40) —- 5 B=o, und es ſind ebenfalls p? ‚g*, rn? die Wur⸗ 
jeln diefee Gleichung. 
"Man ſetze 3 u, ſo entftcht ı die Huͤlfsgleichung ' 
u + 240 - (2 — 40)u— Bo, — 
und wenn a, f, y die Wurzeln dieſer Gleichung find, fo wird wegen u = Ay " 
= An; BP =Ao0’; y = ir, oder 
p=tr3iy; y=triVf; r=ri vr [9] 
Nun war z=p-+g + r, daher erhält man aus der Verbindung der vorftchenden 
Werthe von p, 9, r, acht verfchiedene Werthe für =. Weil aber die gegebene Gleichung [7] nur - 


- vier Wurzeln hat, fo müffen unter diefen acht Werthen diejenigen gewählt werden, welche den 


4 
D 


Bedingungen der Aufldfung entſprechen. Eine diefer Bedingungen ift, daß pgr = — + B feyn 
ſoll, dad heißt, wenn in der gegebenen Gleichung [Z] B pofitiv ift, fo muß, das, Broduft PD qr, 
Gytelweins Analyſis. I. Band, 9 


⁊* 





r 
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negativ feyn. Rimmt. man I hienach für p, q, r, diejenigen Werthe aus [( V 1. welche ein ehetidet 
Produkt tsthen, ſo erhält mnfre=p+gHtr 
‚+riYye+3/P —iVvr 
+iye— ı yYßr3 Zu ’ 
2—— u 
syae—-iYyP — ar - 

Wird hingegen vorautzgeſetzt, ‚ daß in der gegebenen Gleichung [I] der Sotffigient B nega⸗ 
tiv ſey, ſo muß dad Produkt Pr 9, r, pofitiv ſeyn, und man erhält in diefem Falle für die 
Wurzeln der Gleichung | 

\ +4Va+ivVß+ vr | 
iu =  +ire 3 YP — iyr oo. 
.„mi3retsVioa/ | 
| — 3 re — 3 YP +3 Yr 
Hieraus folgt, daß wenn die Gleichung 
De +4 +Botc=o 
gegeben iſt, ſo ſind die entſprechenden Wurzeln 
— 2 (Gve VB F Yr) 
— B=il-retrasıN) 
: und wenn die Gleichung 
Ä Gar + 4er B5+0=o 
gegeben ift, f 0 ſind die entſprechenden Wurzeln 
==; (Ya+vß+Y) 
zei tar N 
wo durchgängig entweder nur die oberen oder nur die unteren Zeichen zuſammen ginn. | 
Die Werte a, A, y, find die Wurzeln der Huͤlfogleichung . 
u 244 - (SL? — 20)u — B® = o. 

Die vorftehende, von Euler zuerfi befannt gemachte, Aufloſung der Gleichungen vom vier⸗ 
ten Grade, findet man in deſſen Anleitung zur Algebra, 2. Theil, 15. Kapitel, beſchrieben. Wegen 
anderer Auflöfungen diefer Gleichungen ſ. m. Kluͤgels mathematifches Wortetbach/ 2. Theil, Art. 
Gleichung. 


‚ 4: Beiſpiel. Aus der ors 
+ Ka + 102 - = 0 
die Wurzeln zu finden, wird Be 
„do — 1 B= 10; C=-3 a 4 40 80 deher Ä 
u — 17u2 +80u— 100 — = 0. Hievon mb die Wurjeln 1 * a2, Pb, 210, 
folglich nad} (7) 


“ 


zei? +V5 5 ro) . 
=} mr Pr +70, 
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oder wenn man alle vier Wurzeln durch a, d, c, d, bezeichnet 

42 à (v2 +95 — YO; ce (52 410 

b=i;(y2 - v6-V10); d=};I— 2 5 —v19). 

2. Beifpiel. Die une der Gleichung 
— 107 — Ar 8m0. ' — 
zu finden, wird hier uon 10, B=—A4, =8, alfo 4? 40-6, daher bie ‘ 
Sälfegteigung | 
“2 urn \ | 


Hievon iſt eine Wurzel u = 4, und man Bi 


PomirBei_ + — — 16 — 16% + 4, alfo . 
— j6u “+ 4 = 0 gefest, giebt für die beiden — Wurzeln 
. u=8+ 64 —)=8+ 2 y15 alfo 


.—_=4,ß=8+2Yy15; 7=8— 2 Y15, daher nad) $. 49. . 
dm; Y=YS FI ii) = r+r3; vw=16-2,9)=75— y3 


ſolglich nad (IT) 
| z=;t2+ v6 4+ 73) + (5 — v3] 
| e I-T2 +5 + Fi — va 

oder wenn man alle vier Wurzeln mit a, b, c, d, bezeichnet: 
a=32 +5 +3 +5 —-YJ)=1+9V --. 
ba; —Y—- 3 —YS+HYj=1— 95 - | | 
c=43-—-2+5 +3 —- ty] —1+%3 
| =:[-2- 5-34 —-1=—1-V8 


141, 
Aufgabe. Die Wurzeln der Gleichung 
Er Art Bra +Anz+m=o 

zu finden. 
Auflöfung. Man ſetze g=hy in die gegebene Gleichung, und dividire durch r*, fo wird 
y* + Ay: + By > Ay-+1= 0 cin reziprole Gleichung, alſo find nach $. 125, 9 9 
die Wurzeln derſelben — 





y= Ja ty or — und 

y= IB +tY/GR —1,w 

= —-14+yE 2 —- B+Y) m 
= 34 — Y44— B- iſt. 
Nun in = — T ; daher findet man die vier Wurjeln der gegebenen Steigung, oder 
zejetr/ge 1) 
mir — 1) 


i = S 


92 
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Beifi pie. Die gegebene ieichung 

ar Wi! — 75x — 500% + 725 o ſchreibe man 
x — 4.5x° 3. 5x — 4 ’atitmo 

ſo wird hier k— 5, A=—4B=— 3, mithin 

34 _-B+2=9 af Ya — BY = 3, daher 

e = 2-35 und » 2 — 3 — 1 folglid 

zes true Ni rt Ya) 
a=—- 5 #5 -N=il-irr-. 

Die vier Wurzeln der Gleichung find daher - 


6 + 721; +(-1+ — 33 
46 720; \i1r/-93). 
m. 


Zu Er S, 8. iſt 
— ed... 
wenn a,b... g die n Wurzeln der Gleichung & > Aa”? +... 0 =-o find, Die 
oben ftehende Steigung durch a” dividirt, ‚giebt 
1+7z state. t= 4-2)(4-%)-- -(t-#) 
und diefer. Austrut wird ebenfalld = o, wenn = mil a, oder b, Ober cs vertaufche wird. 
Dan ſetze y = , fo erhält man u 
1 +47 + By°® Hin edel... an 
| Von diefem Ausdrud 1+4y + By° +... find —_ 3 ... m die Wurzeln, weil 
derſelbe nur für diefe Werthe verſchwindet. Setzt man daher = | 
u ati... zegfewin et 


=4.,,,.9=4, oder 


A+Ay+ By: SEE DEN 0-9 
Wenn daher a,b, ce, ...Pp,g Wurzeln der Gleichung | 


| Fr=1+4y+ Br +... + mtr 
find, fo erhält man auch ' 


SHE de 
&o find z. 3, von der Gleichung 


vo. Fy=1— 4y-+ ı37° Hay ıhyr=o . 
die Wurjeln +2; +3; + 4; — 5; daher erhält man auch 


ALS TE TE Te 


+‘ 


FR ⸗ am 5 


“ . Bon ben hoͤhern Steigungen. . 143. 144. | 4173 


| ‘188; nn 
Aufgabe. Es fey \ 
Fx = 4 + Be + Cart... + Pat + Or 
‚gegeben, wo * > r ift; man foll die Faktoren diefed Ausdrucks finden, 
Kuflöfu ng. Aus der gegebenen Gleichung erhält man and 


nel d.it2et$ 


n. Ax’r 
Sind nun abc... „Po q die Wurzeln der Bleichung 

- == +7 — 4. .. 448*6 

fo wird ($. 76.) 





re Fe 
da” ’ 4 wer; 


J 
i 


— Oo3z. . 00% 


aloe. 78. : 


Fu Fe =(@—0) - 5) — 5) .... œ — 9) folglich 


Fæ Av G —- )@-)a—d).... ae 


Fuͤr⸗ S 0 wird 
J | Fe Ar + Ban + lot... +Pzx +0 Du 
und daraus | | 
Fe= dk ua) (2 —5) — ). ... (amp) — 9) 
4. 144. 

Aufgabe. Den gegebenen Ausdruck 


in Faltoren zu zerfaͤllen. 
A rum ng. Aus der E gegebenen Gleichung wird auch 
=1+32 +20 +4.... +34 
Sind nun G, 7, * ..o. » q die Wurzeln der Gleihung 
Atzetgert.etgettgeme 


ſo wird > 

-, Fa Fb Fr F 
Bee 

alle ethält man nach 5. 142. ur — 


| = =(-)f-3).....(-5) fig 
CHEN DEN. 





— — — — 





17.7 Zünfted Kapitel. 


— 


Fuͤr — o wird oo. 
Fe=AHBat ah... Pat 0m, - 
und daraus 


— IECTErIEoBETZEN ED 


s. 185. 
Vollſtaͤndige Unterfuchungen über die Eigenfehaften und die Aufldfung der Höhere Gleichun⸗ 


| gen findet, man, von Euler und Lageange, im dritten Bande der Michelſenſchen Ueberſchunz von 


Eulers Einleitung in die Analyſis des Unendlichen, Berlin, 1791, und in: 
Troite de la resolution des equations ‚numeriques par J. L. La grang e. Nouv. edit. 
Paris, 4808. 





Fünftes Kapitel, 


Einige allgemeine Ausdrüde für Kreisfunfzionen 


nebſt dem Coteſiſchen Lehrſatze. 


. 





. 146. 
Zur Erleichterung dee Hinweiſung bei’ den fofgenden unterſuchungen , ſollen hier diejenigen | 
trigonometrifhen Ausdrüde, welche man ale befannt vorausfegt, zufammengeftellt werden. Eigent⸗ 
(ich find Hiebei nur die nachftehenden Säge (29), (30), (31) und (32) ald erwiefen anzunehmen, 
weil fi) die übrigen daraus leicht ableiten laſſen. Hiebei ift voraudgefeßt, da = = 3,14159 .. 
den halben Umfang eined Kreiſes fuͤr den Halbmeſſer = 1, und n jede gange poſi tive Zahl oder 
auch o bedeutet. Auch iſt zu bemerken, daß, wenn doppelte Zeichen in den Auödrüden vorkommen, 
alddann entweder nur fämmtliche obere, oder fämmtliche untere Reichen als zufammengehörig anges 


ſehen werden fünnen. Bad Quadrat und die hoͤhern Potenzen der trigonometrifchen Linien, 5. 8. 


(sin @)* wird man bier durch sin a* bezeichnen, weil in den Fällen, wo der Sinus von w® ans. 
gezeigt werden foll, died durch sin (a?) angedeutet werden kann, welches jedoch Außerft ſelten vor⸗ 
kommt. Man pflegt auch sin c anſtatt sina® = (ein a)* zu ſchreiben. | 


‚1. ‚sinnn = sin (—nn) = 0 


ns Anti _ _ | 
2, sin rl etgesı 





3. en 


1 








19. 
- 2. 


24. 


\ — 
x 
PER 2 


Von. den Kreisfunkzionen und dem Coteſiſchen Lehrſatze. $, 146 


mem rin (CAnx ko)o=F sn [2r +1) + eo] 
Sina = 2 cos "Harte = + 00 (#7 ne) 


cos e 
sina == cosa. gem we _ ge — 
cot “ soca cosec 


_tga — — 1 
va: +t50) — Y(il + cote?) 
= 1 — cosvsa = Ylsinvs a. (2 — sinus a)] 


sina= yi1 — cos 0°) = 
— V(sec a? — 1) 


sec @ 
* ar n) = o 


cos (+ 2nn) = +1 | oo ' 
cs [+ !ra+1) z2]= —-i | x 
.'o8s@==cos(!nn Fe)= — cos ICPD Hate] 
ons == sin (WE a tba)= — sin —— 
cos & = sina.cot æ, ne — — — — 
tg o oo“ seco 
cot a 


cosa = Y(l — sina?) = 5* VEHF ee) + ate) 


Y(cosec a® — 1) 


ann 
— 
cosec a 


gem tun kommt [2a +i)r to] 
igam= + cot rt) tn re) 


=1— sinus a = Ylcosvs @ (2 — cosvs @)] 








sin a seca 1 





ig o = sin a „sec ud = cos a coxec oa =. cot a 
ine  _YU—eoone) _ , 
vun Mwint) 
| VI — sinos a) sinvs el __ , 1 — e051225 a 
* a“ —1) t — sinus a == a — cosus u) cases a] 


cot æ + co (nat o).= + co[(Zn +1) + a] 
tt "Harr)=rel "+3 aba e) 








_ co, _ cc A 
cot x = cos @. ICE Tre ige 
_ Ya sine?) __ cos % 1 - 
cot 0: sine: = Mose) — YVoecar 1} 


1 — sinus a v[(2 — cosus a) cosvs «] 


e‘o= 16 & m = 


1 1 + cota? 
sa = SE, = yi + (ga) = _ f —— 





— — a — )= YIz— es ame} T— cosus a 


cosee & ' 
⸗ - — —— Tg a — — — — — 
co⸗c a — 1) 1— sinss a vl — cosus a) cosus a] 
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25. 
26. 


27. 


23. 


- 


cotu __ seca 





cosec® — com. sca= — = gen 5 
4 1+:ı250) __ 
cosec & 7 va= re = — Yirue) _ vi +° cot &?) | 
sec u 1. 1 
= sec a? — 1) = VIC — sinus a) sinus 1 1— cos a 


sinvs a == 1 — ya — sine?) = =1— 00, 0 = HL — 
—⸗ Y(cota?+1)—cota__ seca—1__ coseca—y(cosee u’ -N_ 1 YIl oeus ahcoev⸗ a] 


 Vlota+i) sera = cosec u 


)— 49 
— = 1m an = ty nn A 


joa yYlseca! —1) __ coseca—i _ 
TE ma 7 1 — Y[(2 — sinvs a) sinvs o] 


[0 








— 


‚sin(@ + P) = sine cos 8 + cos « sin ß 

sin (æ — A) =sinacoß— cosasinf 

‚cos(«e-+ Pf) = osecosfß —sinasinß - 

‚ cos (æ — Pf) = cosa.cosß + sina sin f 

‚sinasn®=%co(® — f) —%cos (a + 6) [31. 32.] 
‚shkacsß=}%sin(a + Pf) + sin («a — P) [29 30.) 

cos æ Sin 3 Sin (æ + Pf) — ĩ Sin ( — AM [9 30) 


cos a cos = er [31. 32.] | x u. 




















37. sina@ Hsinßw=2sinttE, cos > [34.] 
38. sina — sin =? cos + ‚sin 2 [35.] 
39. csa + cos@® = 2 cos + RP, cos — [36.} 
40. casa — 005 f = 2 sin “re sin £ 7 = 183] 
Zt, nz 
41. sin («+ A) — sina = 2.008 («+ 3A) sinzß [38] 
43, 1 = sina® + cosa® 
43. sine’ =1 (1 — cos 2a) [33.] | | . 
44. cosa®= 5 (1 + cos 2a) [36.} ' 


.sin — cosa = yil — sin 2e) [42. 45.] 


. sin?2a = 2sina cos « [29.] 
. cos?2a= cos a? — sine«* [31.] 


= 2osa —1=1— 2sine’ [40,] 
sine cosa = y(l + sin 20) 42. ‚zu 45. adbirk] 


sine=3y(1-+ sin 2.) + :y(1 — sin?a) [%. 48.] 
csa=;Yy1- sin2e) — 4 vu — sin2a) [47. 48.] 
51. 











"u 


92. 


Von den areisfuntzionen und dem Coteſi ſchen echeſabe. §. 146. 


nn + 1)a + sin(n — 1)e = 2sinna,cos.a 137.3 
sin hYa—sin(n—1)a=2sna,. cosna [38.] 
cos{r—1)a + cos(n+1) a = 2 cos na „cos « [39] _ 


"ala 1)a — os (n+1)a = 2uinna.cine [40] 


| J 


66. FE RA ee — 137. 38. 39] 

56. ct — EL [37.38.00] ° "° 

57. tg 2a = oT = —— — * [53.] 

59.,a = EXIT = matt — == cosec 2a — cot 2a [55. 56.] 
59, co 20 = — — wie a = iz [57. 22.] . 
60. ca ee * — = cosec 2a + cot 20 [58. 22. 


76. 


 15.(a A) 6. 7. 11. 12] 


1ITE 
ot (+) = ee 16,7, 11. 12 


cotßTcote- 





1 —.c0s 2a sin 2 


coseclam 15 @ -+ cot 2a == cot @ — cot PP == ‚gets t59. * 


sin (— e) = — sina [n=o in 4.) 


. cos (—a) = -- cos «_[11.] 

.8 (-J)=—itoe [15] 

. co (—a)=— cooa [18]. 
sece(—a)=-} sea [23.] 

. .cosec(— a) = — cosec. a [25.] - 
. sna= sin(+F2nrn-+o) [2%9. 1.9] ° 
. csa=cos(+2nr+ a) [31. 9. 1.) 


Wegen sinin =coin—=yY2 und 21 wird 


‚ sin(ga+te = m — cos in— ao) [29. 5] 

ost) = tt m sin dn—e) [. 12] 
ua 14 

. ünrte = nn [53.] 


. sin in + a)? = 00 (in —a)? =t5°2® 0. 45} 
‚singn— ot =csgatat = —— pri. *1 


‚1 into): = 3. 74 


1—sin2a 


1 (in — a): „1 Zeinde 174. 73] 


1 +sin2a 


Eytelweins Analyfis. I. Band, on 


⁊ 


‘ - 
"aD - 





-- 


⸗ 


178 


Fuͤnftes Kapitel. 


„Wenn für den Halbmeſſer = 1 von irgend einem Bogen @, die zuͤgehoͤrigen Werthe 
.... befannt find, und man will; wenn z. B. sin «== a gegeben iſt, den 
Bogen « entwickelt darftellen, fo ift hienach offenbar-der Bogen, welcher zu einem durch = bezeich⸗ 
neten Sinus gehört, = , welches ntan durd) Arc (sin=a)=«@ oder fürzer durch Arc sina = u 
bezeichnen fann, wo alsdann a den Sinus und & den zugehoͤrigen Bogen bezeichnet. Hienach wird: 
a, wenn sin a = a iſt. 

Auf gleiche Weife wird 
78. Arc eos a=e, wenn co a=a if; 


 sina, cos, Tg a, 


77. Arcsina= 


79. Arc tg aa, wenn fg a = a ft; 


uf w. 


\ 


Auch erhält man, wenn hierin ſtatt a der entfpeechende Werth geſetzt wird: 


80. Arc sin (sine) = a 
81. Arc cos (cosa) = « 
82, Arc ig (tg a) = « 


u. f. w. 


Statt durch & den Bogen eined Kreifed auszudruͤcken ‚ deffen Halbmeſſer = 1 ift, fann 
auch a die Grade, Minuten, Selanden u. f. w. des entfprechenden Winfeld bezeichnen, und cd 
wird alsdann = == 180 Grad oder m = 180°, Hienach erhält man: 


sina= + sin(ka) = -+ sin (360° a) = 7 sin (180° + eo) 


cos a == =“ cas (+ a) 
tg — * (5 (to)=+ 


. oata=rca(te) = 


Bogen 









Anden 
a bis 4 
Ir bis 2 













gr aatſteht zutr beſſern Ueberſicht folgende Zuſammenſtellung. 


= + 00 (W a) = + cos (270° + e). 
= -F c08 (360° Fa) = — cos (180° + a) 
= + sin (WW +ao) = — sin (270° + a). 
+ tz (36090 ao) = + tg (180° + a) 
= + co (WW Fa) = + cot (70° + a). 
+ cot (360° a) = + cot (180° + «) 
== = we (MW H+ao)=7 15 (270° +). ” 


Grade . | Sin. | Gos. | Tang. |Cotang. Seo. Cosec. 


von o bis Zr | von a bis 90 
90 bi 180 I. 


180 bis 270 
270 bis 360 





Bon den Kreisfunftionen und dem Cotefifchen Lehrfage. s. 147, 179 


4. 147. 
Dan ſetze na flatt @ und e- ftatt A in [29.] und [31.], fo wird 
sin(n + 1) a= sinne cos® -- cosna sin.« [I] und 
eos (n + 1) a = cosna cose@ — sinnasin« [II]. 


Die erfte Gleichung mit einer willthelich angenommenen Größe e multiplizirt und dazu die 
“zweite addirt, giebt , 


| cos (nation (nt Do=(emattsine) anna a Lsno)tsinne 
Man ſebe t1, ſo wird = 71 =! = — Yr—-1, off 
le +y-1, daher | 
208 (n+1)a sin (ni). y-i= (nat ine. V-1)(osnat sinne. yv—1): 
Hierin nach einander 1, 2, 3,.. . ftatt æ und t ftatt y—1 geſetzt, giebt 
cos 20 + t sin2a = (cos æ + t sina)* 
cosd3a + t sinda = (cos@ + t sina)? 
Ä cos A6 + tsinda = (casa + sin) 
u, f w., daher für jede ganze Zahl r 
cos na& + ? sin na == (cosa ft sin ar Tr). 
Die Sleihung [7] mtı= Yy— 1 multiplizirt und von [I/] abgeogen, giebt 
cos(n+1)a—tsin(n Fi)a= (osa—t sin a) cosna — (os @-4--, sina)tsinne, 
- oder eben fo wie vorhin - 
cos (ni) —tsin(n+i)a= (cos @— tsina) (cos nat sinne), 
bierin 1, 2,3... ftatt n gefeßt, giebt 
cos 20 — t sin2a (oos æ — Kine)! 
cos3a — t sinda (cos — t sina)! 


cos Ke — t sin 4a = (cosa — t sine) | on 


u. f. w., daher für jede ganze Sahl mn - 


con — sinna.y—i = (oo. © - — sina. vl. 


Hieraus und aus [III] folgt für jede game Babl n 
(I) coona« + sinnay—i= (cos + sina. v1" 


Sebt man daher 


(HI) == cosa + sina.Yy—1, f wird 
(UI) =* == cosna + sinna.y—1. 


Daß diefe Säge auch noch gelten, wenn flatt n ein Bruch geſeht wird, beweiſt man uf. 


Es üh, wenn m cine poftise game" Bahl min, En ” 
82... 


nn 


Ne 
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| (cos & + sin & . ’- 1)" = cosma + sinme. — 1, alſo auch 


* 
csatsina.y—i =(osmart sinma.y— 1)”, daher auch 


; (cos a + sina.y-1P =(csma+t sinme. — 1m, Es iſt aber 
 (osat+ sine. v1 =conae + sinna :y— 1, daher 


(cosma + sin may— 1m = cos na + sinna. y— 1. 
i Nun gilt diefer Sat für jeden möglichen Werth welchen & erhalten Tann,’ daher muß er 
auch noch gelten wenn — m ftatt @ gefegt wird. Dadurch erhält man 


(cos & sine. v— 1jm = tat snte, v1, 


| wedhalb der Sas (III) aud) gilt, wenn n ein pofitiver Bruch iſt. Um Tolchen auch fuͤr jede 
negative Zahl zu beweiſen, ſetze man 2n ſtatt n in. (IT), fo hat man auch: 


; (cos + sina. — — oosnatsinna.y—1 [1] 
(cos at sina, y— 1)* — 00s2na + sintna.y—i' “ 


Durch die Multiplifation wird: | on 
(oos na + sin2na.y— 1). (cos'n. na + sinna. Yy— 1) 
— jo ne 3333 + = sin Ina. cos na. V— \ | 


sinna.sin2na + sinna.cos2na.y— 1 


= cos na + sinna,y—1 . 
wegen (32) und (29) J. 146; alfo hieraus . 
cosn« -i= cosnatsinna.y—1 
na + sin na.Y— —Toos2na tsalnu.y—t . j J 


Nun it nad) (11), und (4) §. 146, 
cos n® == c0s = ne) und + sinna == -+ sin(— na) alfo auch 
es (na) + sin (na) y—1= eine andeeyT 7. 
Ferner iſt J 


_ 4 > los a + sinu.v 1 
(cos & + Sina . Y- 1) ” (cost vn ya" 


Werden daher diefe zuletzt gefundenen Auddrüdfe in die Gleichung [L] gefest, fo. findet man 
(cosa@ + sina. Y— 1)” = 00 (— na) + sin (— na). Yy— 1. 


| Es gift daher der Ausdruf (III) ganz allgemein, a mag eine ganje oder gebrochene, vos 
ſitive oder- negative Zahl ſeyn. 


Hienach erhaͤlt man auch | 
(IP) (cosa + sina..y— —J— = coos(a-t- ah)a + sin (a + ar a.y—1, 
Oder wenn ana=iunh= £ „fett: | 


”» 


) —* sin@. Yv— y "=cos(@ 4-nf) + sin (+ nß).y—1.- 











n 


Bon den Sretfunttonen und. dem Coteſi ſchen ehrt $ 148. 8 


5. 448. 
Das Auffuchen der Saftoren irgend eined Ausdrucks a + bx + ct ...+ 4% 
hätte feine Schwierigfeiteri, wenn man bie- einzelnen Wurzeln einer jeden Gleichung —. 
a + cz? +... == 0 anzugeben im Stande wäre. Denn wenn aa,d,.... 
Wurzeln diefer Gleichung find, -fo muͤſſen auch æ — 2 Kan — nur „ Battorın 
diefed Ausdrudd feyn. Dergleichen Faktoren wie « — x, heißen zweitheilige und | 
x: » ax + Pf, dreicheilige Faktoren eines Ausdrucks. | 
- Dad. Auffinden der Taftoren von =” — 2a”g” cos w a” und x” tr a” verdient, 
wegen der haͤufig ‚vorkommenden Anwendungen, eine befondere unterſuchung, wozu die « folgende 
Auseinanderſetzung die nähere Anleitung enthält. 
Aus (T) $. 147. erhaͤt manı. . 
I)y— (008 & + sinz.y— 1) = 0, oder 
y— (osz $sinz.y-I)=ound 
.y — (oosz — sinz.  v-N)=o. 
“Beide feste Ausdruͤcke mit einander multipliziet, giebt 
(Hy —2yosztil=u | 
Terner erhält man aus (III) $. 147.5 
.- y® — (oosnz + sinnz.Y— 1) = 0 und 
| y" — (osnz — snnz. > D=o, 
daher, wenn man diefe beide Ausdruͤcke mit einander multiplizirt, 
oo. (II) y® — 2yr.osnz + imo | M 
Iſt daher der Ausdruck (IT) gegeben, fo folgt daraus auch G. 147.) die Richtotet des 
Ausdrucks (III), und wenn fuͤr einen beſtimmten Werth von cosz in (IT) y eine Wur⸗ 
jel diefer Gleichung iſt, fo muß uhy= «a eine Wurzel der Gleichung (LI ) ſeyn. 
Aus (IT) und (III) erhält man noch 
(IV) 20 =y +4 2 
- (V) 3 00s nz = y* + 
Erhaͤlt cos x in (IT) einen beſtimmten Werth, und * iſt alsdann y = a, fo ir eine 
Wurzel von den beiden Gleichungen I) (ul ) Sept man nun in (V) und ( V) y 6, fo 
erhält man diefelben Werthe, als wenn y = 4 — gefeht wird; daher haben beide Gleichungen (a ) 
(LIT) wei gemeinfchaftliche Wurzeln. Aber ca ) fann nicht mehr ald zwei Wurzeln haben, und 
da diefe zugleich Wurzeln von (ZEI) find, fo-muf (ZIF) ohne Reft durch. (IT) theilbar feyn, 
oder (II ) it ein dreicheiliger Saftor von (III), Da, nun (I) ein zweitheiligee Faktor von 
(u ) ift, fo muß au) (I) ein zweitheiliger Faktor von (III) fegn, 
5 149. 


Ei; * — ſey 314... . der halbe Umfang des Kreiſes mr 
- irgend eine ganze Zahl welche au) = 0 ſeyn kann. Man fe in an und (EIN) 


1) 


w 


v. 








182 Zuͤnftes Kapitel, 


y--wn= ern + oo, fo wird 


z= Betr und cosnz u cos (?rn a). = cos @ (. 146, ), daher 


erhält man für den Auddruck 
(I) &# — 2a”a” cosw + a” 


fs 


den oritheiligen Faktor 
(II) x? — 2ax 008 wege + a? 
Da nun r fowohl o ald jede ganze Sahl böbeuten fann, fo erhält man für (7) ode drei⸗ 
theilige Faktoren, wenn man nad) einander 0, 1, 2, 3.... flatt ſetzt. Wird Ir größer als 
n, fo entftehen Ausdruͤcke welche den ſchon gefundenen gleich find; daher ift ed nur nöthig, zur 
Auffindung fämmtlicher Saftoren, für Zr, alle gerade Bablen, die Null mit Inbegeifen, su nehmen, 
welche fleiner ald oder höchften = n find, 


$. 150. 
Seht man nad) einander 2, 3, 4,.... ſtatt a, fo erhält man 
J. fürn = 2 und 0; 1; ſtatt r, den Ausdruck: Ä 
at — 2a? cosw + a*, 
und hiezu die dreitheiligen Faltoren: 
82 — 2ar cos $ 5 + a: 





2 to 
x” — 2ax cos — "ho ar} dan cuf + a. —— 


II. Sören = 3 und 0; 1; flatt r, den Ausdruck: u 
x5 — 2a! zicos w + as, 

und hiezu die dreitheiligen Faktoren: 

x — 2ax cos q + a’ 


| ce 





z* — 2a oo At ta. 


II. Fürn= 4 und 0; 1; 2; Matt r, den Ausdruck: 
ar — 2arx*t c08’u  a®, 
und hiezu Die ven Faltoren: 
- 20x cos zZ - a? ' 
2# * [") + a? 





3 — Yax cos 


rn ih 


zu mie matter gt 














— 


Von den Kreisfunktionen und dem Coteſi ſchen Lehrſatze. —. 151. 183 
| Auf diefe Art kann mer leicht weiter geben, auch laſſen ſich eben fo leicht die jugehörigen 
iweitheiligen Valtoren angeben. 
+ 161. 

Behalten z und r die angenommene Bedeutung ($. 149), fo ift 2 eine gerade, und 
2r+ 1 eine ungerade Bahl, Man fege nz = Irs, alfo z= a, fo ift ($. 146.) | 
cos Zra== +1. Werden biefe Meödrüde in (7) (IX) und (ZIT) ($. 147.) geſetzt, fo ſindet man: 

lernen: ery-l)=o 





ya 2y In +i=o and 


y®» — 2 #1=0o oder (yr — It = o. 
Es find daher (5. 148.) die vorſtehenden beiden Ausdruͤcke Battoren von (yx — 2%, daher 


auch von »* — 1. Nur wenn ber dreitheilige Faktor ⸗ — 2 cos = —n + 1 zwei gleiche Wur⸗ 


sen hat, fo find zwar beide Baftoren von (73 — 1)?, aber nur. einer derfelben ein Faktor von 


„> — 1. Es ift daher nur derjenige dreitheilige Saftor sugeich «in Baltor von y* — 1, wel⸗ 
cher nicht zwei gleiche Wurzeln hat. 
Man ſetze ferner nz = (2r + Den, ſo iſt æ = x, und ba 
- 08 (2r a —-4 if, fo findet man, wenn. biefe Werthei in (7) (II) und (III) ($. 148.) 
geſetzt werden, 


— 





2r +i 
y 





tin yo 
ya atiem | ur 


ya 2 imo oder Gino. 
Es ſind daher die vorſtehenden zwei⸗ und dreitheiligen Faktoren zugleich Baftoren von 
6 Hꝛ, oder mit der, in Abſicht der breitbeiligen Saftoren, bemerften Ausnahme auch Falto⸗ 


ven von 1. ! 


Die beiden gefundenen Säge laſſen ſich aufl.folgende Reife darſtellen, wenn für jeden be⸗ 
fondern Fall nur die oberen oder. die unteren Bien als gültig” angenommen werden s 
Fuͤr den Ausdrud yvri1if 
y— a + J *. — 1) 


ein zwoeitheiliger, und 





ur dreitheiliger Salto .  : on 


Don fe 2 Aut, fein fi dm Auen . nn 
N (2) æ * ar, 


* d 





TV Fuuͤnftes 1777 


U) x —a (oo 


nr am She K. Yan 1). 
ein zroeitheiliger Taftor, und u 
rn un) ar du ν ⏑ 


ein dreitheiliger Faktor, mit Ausnahme Besjenigen Falles, wo der deithe lie Baftor ei gleiche 
Wurzeln bat. 

Weil r fowohl o aldı jede ganze Zahl bedeuten kann, ſo erhaͤlt man ſo viel wei⸗ und drei⸗ 
theilige Faltoren, als man verfhigdene Werthe- 0, 1, 2,.3, ... flatt annimmt. Allein man 
überzeugt ſich leicht, daß wenn 2r größer ald 2 angenommen wird, die vörbergegangenen Faktoren 
wieder erhalten werden, und daß man nicht mehr als die dem Ausdruck a” an == o und ſei⸗ 
nen Wurzeln entſprechende Anzahl Faktoren findet. 

De vorftehende Sag, nach welchem man die Fattoren des Auedrus x” Ear angeben 
kann, heißt nach feinem Erfinder Eotes, der Cotefifche ehrſatz. * 

Cotes lehrt die Faftoren zuerſt geometriſch darſtellen. M. ſ. 

Harmonia mensurarum, sive Analysis et Sprthesie eib. ‚per Bogerum Doteaium. Ä 
Cantabrigiae, 1722, p. 11444. Do, 2 2 
4. 152, nn er 
Für den Ausdeuf a” + ar find die zweitheiligen Faktoren | 
a (oo En + an En y- 1) | 

| und die dreitheiligen Faktoren W 
| dan ah en . | 

Wird died auf befondere Fälle angewandt, "indem man nach einander 2, 3, 4... ſiatt n 
und in jedem befondern Falle 0, 1,2, 3,.. . flatt 7 fest, dann aber _ abbricht, wenn ſchon ge⸗ 
fundene Reſultate wieder verfommen, ober wenn der © Deeitheilige Faktor zwei gleiche Wurjeln ent⸗ 
haͤlt, ſo findet man I | Ä 

L fürn = 2, den Ausdeuc: | = Fi nd 


2  u?; 

. die eitgefligen Faktoren: 

. z—alo;n+sinin. Deer-ay-1 
z—alsin —sinin.y-N=xz+ay—1 

wegen cos 0 und in T IL. * WW 

II. $ürn = 3, den Auoͤdruck: %& Be 


I .L0:° 
die zwoeitheiligen Faftoren : | re 
zs—alos;sa+tsinin.y-N=x— al $yYIY-N- 
z—alo;inr — sinin.y-N)mex2—jall — yYI Yy— 1) 
z—alcos. nn tsn n.y-N)=x+ou 


nn] 
. 


n 
!. 


Von den Sreisfuntionen und dem Eoteſiſchen echrfate z. 152, 185 


die dreitheiligen Faltoren: _ 
x? Yoswintemnrnanhe 
wegen cs; rt=j;unijn=4 v3; con — 1udsinnmo 
II. Fern = 4, den Ausdruck: 
ar Lat; 
die weitheiligen Faktoren: | 
j 2 —aloınteinin. v-Der-al+r- NV 
= a(loin— nina y-N=r—el-rY-Nr 
z—alosistsnin.y-N)=xstal —y—NY 
z—a(loI3n — sin} n. -N=z+al +Y—- NV 
die dreitheiligen Faftoren: 
| 22 ar sin ha mat any? ta 
8 x? — 2awcaint a = — 
woencoin—ininmyi; coffee — Yymdunin=yi 
IV. Fuͤr n = 5, den Ausdruck: 
” . x’ + a’; 
die zweitheiligen Saftoren: . 
z—alosirn + snizn.y-I)=x—3el1 +Y)+YU0 — 2/5) Y—1] - 
= — a (cszr — sinz". v-I)=x—3all+ v5) — Yvil0— 25) Y—1] 
x—aloınr Feine. y-N)=x— Jall —Y5) +YiO +2 Y5) V—1_ 
wa (sin — sinte. VON = a dell - 70) - NO +2 70 v1] 
z—alcos At sin ®. ““ı=x+o- 
„die dreitheiligen Faktoren: 
x* A rm jitderte 
æ —2arca! nF =? — (1 —Y)axr-+ a 
wegen csin—=3(1 + 5); inza=:Yy(l0.— 295); os —- 75), 
sinya= 3 YA +2 95). i 
Y. Sürn = 6, den Ausdruck: 


«6 4 a°; 
die goeitheiligen Faltoren: 
z—almirtenge. v-ND=z2-j2(3+ 7-1 
z— alszgn—ungn.’-N=x—- 5.3 — v1) . 
2 alssataniey-Nex—ay-i 
‚z— allein —snzn.y-N=rta ay—1 
2 alaga twin Darts) 
z—alos&n— sin}. Zu u te 


die dreitheiligen Faktoren: 


ww ee 
oa Larcointa= x’ + a 
ac® m νν— αJα 
ggotelweins Areloſis. I. Band. Aa 


n 


— — 
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wegen Sinin = nyn=h o2n=j}y3; sinzn=1; co. == 0; 
008 £ nm — # 3. 


| 8§. 159, 
Nach S. 151. find für den Ausdruck: \ \ 
F | - x" — a"; - 
die zweitheiligen Baftoren : | 
( 2r 2r 
x — a os ntsn.n. v—1), 


und die dreitheiligen Faktoren: 


x: — 2ax sat ar, 
daher athältn man 
4 für n = 2, den Ausdruck: | 
x? — aty 

die aweitheiligen Saftoren: " 
x — al(oson tsinon. „)- z—a- 1 
B—almintuiny-N=cta 
wen cosorn—=i; sinen—=sinn=o; coson= — 1. 
II. Sen = 3, den Ausdruck: 

| ‚a8 — at; I on, 
die zweitheiligen Fektoren | — 
28 —aloon+t sion. „“N=x—a 
= — alos3n + sinzn.y-N)=x + ;a(ll —yY3y—1) 
= —al(csin — sinz®. v-Z=xz+3alt+yY3Y—9) 

die breitfeiligen Faltoren: | | 

a — 2axcoän a? = x? ax + a 


\ 


wegen cos — i5 sSin 2— - 3. 
"III $rn = 4, den Ausdruck: 
; | x — as; 
die zweitheiligen Faftoren : ZZ 


z— a(osorntsnony-N=x— a 
x — alosin + inin.y-A)=x — ay—i 
x — a (cos}m — sinys.  v-iI)=x+ay—1i 
= — .a(co rn tus. r-Y=z2+o 
die dreitheiligen Faktoren: | 
x® — 2arcosin-t a: _ = x: ta? . 
wegen Fed oud aninr— tl. | =. 
V. Sütn=5, den Ausdruck: 


_ ., > 
x a’; 








fi ‘ 
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die zweitheiligen Faktoren: 


z—aloson tsinon.y-N=xz—a 
æ — aloszn + sinzin.Y-1)=x-+ 3a II - 6) — vdo-+2 73). ‚Y— 9 
= — a (coe3n — sinta.y—A)= a + a [A Y5) + YA0+2Y5). Y1] 
æ — a(c4# + einga.Yv—i)= x + 3a [(1-+Y5) — vil0—2Y5).y—1] 
= — a (fm — anga. 7-1) == + 3a [1478 + Y0—2Y5). ů. 
die dreitheiligen Faktoren: 
— 2arcs3r Fe =a2 +3il— Y)ac+ a⸗ 
= 2axz cs4n a =ar +3 (1+Y5) ac + a? 
wigen gain = — 4 (1 - 6); coyı=—4 +), mis rl10+ 273); 
äinyn = 4Y10 —2Y5). J 
V. Sür n = 6, den Ausdruck: 


x —.a°; 
die mweithell nen Faltoren: 
x — a (cos0.nk sinon.  „“Ä=x—a 
> z — a(os:n + sin!n. V- D — dal +» Y3 y—1) 
zu alazgm einzu y-N)=r— galt y3y-1) 
z—alosgn + singen - ) à (1l -YY—1) 
= — a(lmgr— nt y-N=atiali+y v2 
w—alo nn Fsans.y-I)=x-+ a, . 
die dreitheiligen Faktoren: 
x? — 2a cos5n + a? = 2? — ax + a: 
2: — 2az cojn a? = a*-axr-+ 0’ 
wen cos ; Sin sin 3; c — % 
Hiebei iſt nody-zu bemerken, daß aus der Verbindung der gefundenen nweitheiligen Falto 
ren noch mehrere dreitheilige entwidelt werden fönnen, | 


\ | z. 154. 
& ft nun auch leicht die n Wurzeln ded Ausdrucko yv+ 1 nut, wenn Man in 
æ 4 o 151.) a = 1 fest, alsdann erhält man =-= Y+ 1. 
Bür verſchiedene Werthe von re erhält man daher aus $. 152. ‚und 153., wenn daſelbſt 
4* 1 geſetzt und "daraus = entwickelt wird, die verſchiedenen Ausdrücke für Y— 1 und 13 “ 


ein on 


9— 4 a6 453 Y/y-1 

—1—36 —— 
—1 
0 Ya | 


388 


Fünftes Kapitel, 


ers 
« — Y—1) y} 
I=i_d-v-DV4 

— d — - i vi 
ſ—3I 4565 4 yao — 25) y—1] 
Ä _jt3c + 75) — v(10 — 215) v1] 


12 3 [1 - 75) + v0 + 295) y—1] 
. ie 5 — vdo 278) v—1] 
as +v-N | 
HE 
-i- y-i — 
3:13 —- Y-1). 
-:(d + Y—-1 
u. ſ. w 
mitt 
+1 


Mi= ll suonv-n 


sa+Yv3Y-9 
(+1 ' 


4 _ — y—1 
J 
1 
+1 " 


— + [1 — Y5) — v(10 + 295) v1] 
vr 1 == 3— 3 [lt — 5) + Y(10 + 295) Yv— 1] 
— à [lt + Y9) — V(l0 — 295) Y—1] 

—2 4 1 +75) + vun — 2/5) y—1] 


1 
al 
6 (11 — 3 yv—1 
‚i= 134 13V-N 
— 31 +13 y—1) 

— 1 


u. ſ. w. 














Bon den Kreisfunkzionen und dem Eotefifchen Lehrſatze. 4. 156. 289 
4. 165. | 
Nah $. 147. iR 
‚oosne-+- sinne. V-1= (os a + sine. y-1P, und ‚ 
cona — sinna.y—1=(cosa — sina.y— 1". 

Die Differenz; beider Auddrüde giebt 2 sin ney—1 und ihre Summe 2 cos na, daher ift 
(cos a + sina.y—1)” — (cos a — sina.y— 1)" ‘ 
ö— — 7° 27 VE 
(m) ne = (eos a + sina y— 1)” = (005 a — sina. y—D" 


(f) inna = 


Aus (Z) erhält man nad $.45. (IF). - 

u (III) sinna = n, sina cos a" — n, Sina? cos a5 + n, sin @°® card — irrt 
und aus (IT) nach $. 44. (IT) 

(IV) cosna = 005.0" — n, sina? qos Ln, sin 0* cos ai— n, sin. @® sa. 0.0 


Man fege nach einander 1, 2, 3, ... flattn und ine s, cosa == c, fo erhält man 
sin u 85 
sin?2e = 280; 
sinda == 3sc? — s}; 
sinäa = 4se! — Astc; 
sin5a = dbsct — 1050? 4 °; 
sinba = 65cC! — 20s!c?  6s’c; 
. 1 re. .; m 8 er er LT 1. + 
cos @ = c;5 
coo2a = c? — 3°; 
cos 30 = c! — 3s?c; 
cola = — 6204 s*; 
cos cc’ — 10s*0* + —E 


... 


. 156. . 
zuf aß. na der angenonmsenen Bezeichnung der Binomiafoeffijienten (. 20) ft 
sinna = n, Sin® cosu —n, sina! cosa”5 4 n, sin’ an .... 
ne = co a” — n, sin a? sa «En, ginat cosar-+ — ... 


eder weil is a, ſo iſt auh 


9) sinne == cosa" (n.1go. —n, ig 03 I n,1g@a! —n,t150' +...) 
(II), csna = os 1 — ntsa? Ln,tget — n,tsa® + ...); ſolslich 


_ Algen ga I ntgei—n a I. ro. 
‚dur ig na " 1 — * Frege neigt} ... 


Wird nach einander 2, 3, da 0. ſiatt J und eg Sdgeſckt, fe erßält mon 
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9: 


, | @Gla=, 





— t?® 
3: — 0 
’ 4 Ja —7 
4: — 4? 
24 
5— 10.2 + f 


gbe=m pr rs 


\. 157, ' 
| „But Entwidelung der Potenzen von sina und cos@ nach den Sinuſſen und Coſinuſſen 
ihrer vielfachen Bogen feße man 
cs@ + sna.y-i= x und cosa — sina. yv—1 =y, fo wird 
2sina,y-1=x2—y 2osa=m.a +y und zy =1. 
Wird. = — y und 2-4 > auf die ate Potenz erhoben, alddann durdhgängig xy = 1 
‚ gefeßt, und die |. 20. angenommene Bezeichnung der Binomialfoefflzienten beibehelten, ſo findet 
man, wenn eine ganze poſitive Bahl iſt: 
Ay Wins nm, rt n it. N. ya, [7] 
wo die oberen Beichen für ein gerades und die unteren für ein ungeraded n gelten. Ferner ift: 
Pose —=x4n,a”®+n,a” tn, the hu tt” (ZT) 
' Nah $: 147. (I. II). ift auch 
ur a’ coosra + sinra.,y—1 und „= cosru — sinra.y—1. 
JBGicebt man nun r die verſchiedenen Werthe ns n—2; n—4; ..... und fest ſolche in 
. die Sleihung [I], fo wird: 
(Iy— 1)’ sina" =[cosne+sinna. Y—1]—n, [cos (n—2) e+ sin (n—2)a.Y—1]-k..... 
2 nen l[cos(a—)a—sin(n — Yay—1]+[cosna— sinna.y—1]. [LI] 
Dad zum rten Binomialfoeffizienten gehörige Glied ift: 
 =n[cs(n—2r)«@ + sin(a—2r)a.Yy—1]. 
tn eine gerade Zahl, fo gelten die oberen Zeichen in [ZZI] und man erhält alddann, 
wenn bie von beiden Enden gleich weit abftehenden Glieder zufammen addirt werden, nach $. 28. 
2"(y—1)"sina=2 cos na—2.n,cos (n—2)e+2,n; co{nke—.. Fin, ‚008 2a+n,„coso, IIV. ] 
wo ooso=1 Äft, und dad obere Zeichen für ein gerades, dad untere aber für ein ungerades 3 gilt. 


Wird zı ungerade, ſo gelten in IIII] die untern Zeichen und man erhält ($. 28.) 
2, yY—1)* sina”=2sinna y—1—2.n, sin(n—2)a.y—1 +... +2. Tg sin 3a +2. An sina, [9°] 
' — 





wo das obere Zeichen für ein gerades und dad untere für ein ungerades ä + 1 gilt. 

Unm nun die verfchiedenen Fälle näher zu beſtimmen, für welde sin a entwidele werben 
fann, bedeute r durchgängig jede ganze pofitive Bahl oder o, fo wird fürn =4Ar +1; 
-Dr=Y—1(, 14). Wenn man alfo in [77] durdgängig mit 2,y— 1 dinidirt, fo wir⸗ 
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60) 221 sin a® | 

_ _ n.n1 . L _ n. n — 1. . 41 5 n.n—1...4(n+3) 
* in ne nsin(n 244 13 7 tin (nt) a PP: ER 3a + — — a zu 
” wo nn 4r-+ 1 iſt. 

duͤr nm=4r-+2 wird — 1, — 1 4. 14,); wenn daher diefee Werth in 117 ge⸗ 
ſetzt und durchgaͤngig durch 2 dividirt wird, fo findet man 
(II ) — 2771 sin a* 
== 008 n & —n 008 (n—2) “+7 nn = 00s (n—4) Gm ee — luniett s 
| u... 


1.2... nr ’ 
6 n=4r+-2 iſt. 


Fuͤr 14143 iſt Y-1r = —y—1; wenn man daher diefen Ben i in feet 
und durchgängig durd.2 Yy— 1 dividirt, ſo wird 


(III) — 2 sin a” - 
gi sin na—n sin (n—2) a} 5 iin —Aa— ut et gpin de — —— 4583 


wo n==4r--3 iſt. 








sin; 








irn =dr Hat vv; Seen Zt, in 177) gefeht und Bude 


durch 2. dividiet, giebt 
(IP) 2m sin @" 


za cosn a —n.cos (n — —RB— nl. Ant? 


1 vos (r —d)a— u — #1 z eos 2a 
wo n=4r+4 iſt. 

"Endlich erhält man aus [ZFJ, ‚werin ftatt = und > die entfprechenden Werthe gefest werden: 
Mcosar—[cosna-ksinna.y—1] P NH Icos (Gt — 2a + sinn —YBa.y—-1j-+ ..... . 

. . ctn:[es(r —2)@a— sin(n—2)o.y— 1]+ one — sinne. v- 1}. 
erden die von beiden Enden gleich weit abftehenden Glieder addirt, fo findet man, wenn 

n eine gerade Zahl ift ($. 28.) 
2 csat—=2%cosna+2.n,co(n—2)a+2.ns cos(n—#) +... 42. Rn w2e} Rin C080, 
und wenn n ungerade ift ($. 28.) 


Ponor=2cosnat?. n, oos(n—2)e+2.n, at. m 0003a +2. Rn 008 
— 


Dividirt man die beiden zuletzt gefundenen Xusträde durchgängig durch 2, fo iſt 
(F) 2771 cos a” 


=coona+n con — ur —z 


? —1.. Att, 
43. m 3 





1 os(r—k)c+ ee on 2a 3 3 a, 
wo n eine gerade Saft ft. 





vı) 2 gos a" . 


n.n—1 





=cosna 4.ncos(n-2)e +; 


1 ostn-Ne+.. ..F er 7,008 %; 
- won eine ungerade Baht it ” 


⸗ 


- 


192 Fuͤnftes aepitel. Von den  eifunionen ud, Eotef, echen 


Beim Gebrauche dieſer Ausddruͤcke iſt zu bemerken, daß, 
wenn n = 

2; 6; 10; 14; 18, .... fo gelten. die Ausdruoͤcke (IT) und Fr 

- 3,7; 11; 15; 19; .... fo gelten die Ausdrüde (ZIT) und (YT) 

45.8; 125 165 20; .... fo gelten die. Ausdruͤcke IV) und () 

5; 9; 13; 17; 21; .... fo gelten die Ausdruͤcke (1) und (97T) 


Hienach ſind folgende beſondere Werthe berechnet 
Rene —cos2a +i 2 
4 sina! = — sinda + 3 sina 
-Bsina® = 4 cos4a — & c0s?2« + 3 | s 
16 sina® = + sinda — 5 sind3a + 10 sine 
32 sina® = — cosba@ + 6 oos4a — 15 cos2a + 10 
64% sina” =. — snTa +7 sin5da — 21 sinda -4- 35 sina 
128 sina® = + cos8a — 8 oosba + 28 cos4a= — 56 cos2a + 35 
—4 
2 cose: = cs?2a + 1 
4 cosat = cos3a + 3 esa 
8 cosat = cos4a 4 4 cos2a — 3 - 
16 cosa® == casö® + 5 cos3a 4 10 cos a 
32 cosa® = cos6e + 6 cos4a 4. 15 cos 2a 410. 
64 cosa?! == cos7@ + 7 cos5a 4 21 cos3a,-- 35 cos @ 
, 128 cosa! = cos8a — 8 cos 60 + 28 o0s4a -f 56 cos 20 + 35 


“ + % [2 ‘ ‘ ® ® % “ % “ ‘ “ « “ ‘ “ + “ + ® « . “ 


Fuͤr die Fälle, in en n feine pofitive ganze Zahl if, bat Poiſſon zuerft Unterfuchuns 

gen befannt gemacht. M. ſ. 
Poisson, Note sur le développement des puissances des sinus et des cosinus, etc. _Corre- 
spondance sur l’dcole polytechnique, par Hachette, Tome IH. Paris, 1813. p. 212 — 217, 


Wegen der neueften hieher gehörigen Unterfuchungen f. m. f 
A. 8, Erelle, Verſuch einer allgemeinen Theorie” der analytifhen Facultaͤten. Berlin, 1823, 
©. 321, u. f. 
M. Ohm, Auflage aus dem Gebiete der hoͤhern Mathematif, Berlin, 1823. ©. 8. u. f. 


\ 158, 


Noch andere allgemeine Ausdruͤcke fuͤr trigonometriſche Groͤßen, find $. 168. 174. 194. 199, 
201. 210, 286, 304, 388, 424, 473, 506. und 965. entwidelt. - 


EEE 
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Sechstes Kapitel, | 
Bonden Logarithmen. — 





3. 19. on 
. Die, Erponenten von Potengen, welche aus gleichen Wurxeln oder Grundgaßten entftanden . 
| An, beißen £ogarichmen oder Verhaͤltnißzahlen derfelben, Die — werden die den fr: -' 
garithmen zugehörigen aplen (Kogarithmanden) genannt, Wäre 5. B 
ad B, 
ſo iſt b der Logarithme der Zahl B für die Grundzpßl a. 
Diefe Grundzahl a Heißt auch die Baſis, und alle Logarithmen, welche aus einerle 
Grundzahlen entſtanden find, heißen Logarithmen von einerlei Syſteme. 
Es giebt daher ſo viel verſchiedene logarithmiſche Syſteme, ala man n veſhidene Brut 
- fen annthmen fann. 
Bezeichnet man die Bogarithmen eineß jeden Syſtems überhaupt vecch Lg.; fo iſt Le B=b, 
alſo b der Logarithme und B die zugehörige Zahl für die Grundzahl a, und man fann bier und 


in der Folge allemal dasjenige, was von den fo bezeichneten Logarithmen bewiefen ‚ auf jedes 
befondert Spftem anwenden, deffen Wurzel = a gefegt wird. 


Fuͤr beſondere Logarithmen ſchreibt man: Lg. nat.; Lg. brigg.; u. f. w. 


g 160, | tn 
Ware ad = B, fo iR, 160. b=LrB, daher | 
[ID dEP—=B. 

. Weil ale B = B, alfo auf 
. alsC ſſt, fo.folgt hieraus 
arte = B.C, daher nad (I) . 
Fa | aDWBC=IsB-+Isc. 
Eben fo findet man 0004 
| UM) Le 5 = Is B — Log C. 
Fuͤr ad = B wird ad = B®, alfo Lg Br = ib, Aber = -Ie B m ing 
> WW) LUBmnIsB.. 
Sir na — 1 erhält: ‚man ‚auf gleiche reife 


‚ Nu = 14 YB= LI B . Zu 
Eytelw eint Knaiyf, J. Ban. | | 86 


% ’ 


+ 


n . 
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(I) x —.a (oe Li: 


ein zweitheiliger Faktor, und 
-.. ' (u) æ — 2a 0 lH kan 


F 


ein dreitheiliger Faktor, mit Ausnahme Dejenigen Falles, wo der deuthelise daltor ni gleiche 
Wurzeln hat. 
Weil r fowohl d aldı jede ganze zehl bedeuten kann, ſo erhaͤlt man ſo viel zwei⸗ und drei⸗ 
theilige Faltoren, als man verfchisdene Wertpe- 0,1, 2,.3, . . . ſtatt r. annimmt. Allein man 
überzeugt ſich leicht, daß wenn 2r größer ald n angenommen wird, die vörbergegangenen Faktoren 
wieder erhalten werden, und daß man nicht mehr ald die dem Ausdruck "= + a” == o und ſei⸗ 
nen rn Wurzeln entſprechende Anzahl Faktoren findet. : 
Der vorfichende Sag, nach welchem man bie Saftoren des Aubdrucks x" + a* angeben 
fann, heißt nach feinem Erfinder Eotes, der Cotefifche Lehrſatz. Be 
Cotes lehrt die Faktoren zuerft geometrifch darftellen. M. f. 
Harmonia mensurarum, sive Analyas et Sprthenis ei. ‚per Bogerumi c otesium. 
Cantabrigiae, 1722, p.114. . : J— io, F 


4. 152. BE er 
ur den Ausdruf x” + ar find’ die jtoeitheiligen Faltoren 
ei =) u 1 
und die dreitheiligen N a BE 
— 2ax 008 — 4 + a* , 

Wird dies auf befondere Fälle angewandt,” indem. man nach einander 2, 3, 4... fttn 
und in jedem befondern Falle 0, 1,2, 3, ..- ftatt r fest, dann aber abbricht, wenn ſchon ges 
fundene Mefultate ‚wieder verfommen, ober wenn der © deeitheilige daltor zwei gleihe Burgen ents 
hätt, fo findet man on | 

I für n = 2, den Ausdruc: IJ 3 


æ a2; 

die mweitheiligen Faktoren: 

zz —aloin+tsanin. „“"ND=x-ey-1 
z— alosin — sinin. v-=aro v1 

wegen coäir=oinduninmi. 

- II. $ürn = 3, den Ausdruck: nn wg 


Le 22 75 
“die zweitheiligen Faltoren: nn 
zs— alosiatunsn.y-N=x— all. +yYY-D: — 
x — a(lojnr—sn;in.y-A)mx2 — ja — YI Yy— 1) 
z—al(cos n +sn zey-=rH+o, 


nee) 





® 


de * Wweitheiligen Faktoren: . 
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die breitheiligen Faktoren: 
a? -2arointemn—acthae 
wegen sg rm inin= 4 Y3; coon= — 1undsnn=o 
III. $ürn = 4, den Ausdruck: 
sr ar; 
die weitheiligen Faktoren: 
z—alois-tsn:is. „-N=2-altYV- 0% 
z— aloin —snin.y„-N=z—al —-—Y—- 1) Vi 
z—aloins + sunin.y-1N)=csH+a(ll —y— 1 Y 
z—alotns— snin.y-1)=x+a(l +Yr— 1) v3 
die breitheiligen Faftoren: 
a2? — 2ax ine an y2 4⸗ 
x — lan coist a? = a? ta: 
wen cain—=snin=yi; coin= — Yu unin=y: 
IV. Gürn = 5, den Ausdruck: 
" = _ a’ ta; 
die weitheiligen Faktoren: 
æ — a (cos Ja Fsnin.y-I)=x—3ell+ #5) + v(10 — 2 5) y—1] - 
2 — a (in — ini YA) = 2 — Fall + v6) — YO - 2 y6) y—1] 
xx—a (cos $ 7 + sin}. Yy—1) — x — jalll — Y5) + y(10 + 2 Y5) v-1]_ 
2 a (sim — sinn. VA) = x — Zalll — Y6) — ViQ + 2 y5) v1] 
z—alo sntsns.y-Y=x+%: | 
die breitheiligen Saftoren: 
a? — 2azcsoisn a = a — 3; (1 + 95) an + as 
2 -240 cos J + ae =a? —;(l —YV5)axr + a’ 
wegen can =} (1 +4 Y5); sin 5n =3/1(10.—2Y5; cos; s =} — 5); 
sin m =: Y(10 +2 5). i 
Vv. Für n= 6, den Ausdruck: 
| x6 4 a‘; 


z—al(otntsin;e. Dez-4aB+V—1 
z—alosgn — sing". V-y=e-3/3 v1) 
z—alosin+sniny-NWm=x—aYy—1 
.z—alosir—snysn.y-IN)=xc+ta ay—1 
B-alasgatiwiny- NWartieli— — — 9) 
z— als —sin!n. „-N=z+3e(! +79 


\ 


— 


de dreitheiligen Faktoren: 


a® — 2a costn-ta' = x” — ax y3 + a?, 

æ — 2arcoin—a=x’ + 0 

x® — 2a mine mat taste 
Evtelweins Knalyfis. I. Band. Aa 


a 


— - . - —— 
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wegen Sninmsninm=}; sin =; sinzn=i1; cojn= 0; 
os — —iYyd. nn u J 


d. 153, 
- Nach $. 151. find für den Ausdruck: Ä un 
| | je HE Pass . 
die zweitheiligen Faktoren : | Ä a er 
j u -.(möntmfn.y-ı), 
und die. breiteiligen Saftoren: 


2r 
3 —— . U; 2 
2 lax cos —n + a?, 


daher erhält man j 7 
_ I. fürn = 2, den Ausdruck: | 
x? — a?s 
die Aweitheiligen Saftoren: " 
| 2 —al(oson*sinom. „N=z-—a 
z—alcosin + sinin.  v‚-N)=x+ta 
wegen ni; sinen—sinn=0o; con — 1. . 
Bürn = 3, den Ausdruck: | 
72 — a’; u a 
die gweitheiligen Faltoren: W 
= — a (cos o n ksnon.Y-Nmx— a 
2 — a (cos In + sinz a.y-1)=x+;a(l—yY3Y—1) 
= — a (oos$n — sing an.y-N)=xz+%alt+yY3Y—1), 
die dreitgeiligen Faltoren: | u | 
i x? — Saw in pam at Harz a 


wegen cos J4n — 3; sinn iy3/, 
III. Büren = 4, den Ausdruck: 
xt — as; 
die zweitheiligen Faltoren: 2 


xz— a(oson+ + sinun.y-N)=x — a 
00 a lcos zn + sinin. Y-i) =. — ay—1 
2 — a (cos; — sinin.  -N)=x+ay—1 

w=—al(os nn +sinn. r-=e+a 

die breitheiligen Faktoren: | 

x — 2axcosin + a: . = x’ 4a. 
wegen cos ̃— 0 und sinin 1. u nr - 
IV. Für = 5, den Ausdruck: 


ao’ — a’; 








‘ ‘ 
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die zweitheiligen Faktoren: 
 s—-alsontsnon.y-A=x—oa 
= — a (ot + nie. y-D)= a + 3a [d—Y5) — VO+2Y3).Y- 17 
x= — a(0s3rn — sinn. y-1l)=x-+ a [l—Y5) + Vv(10+2Y5).y—1] 
z— alosga + sinin.y—I)=x + 3allli+Y5) — Y10—2Y).y—1] 
z — alcsin — sinn. v-)= = x + 3a [1+Y5) + y10— 273). aa 
die dreitheiligen Faftoren : - 
= — 2arco3n Fe +3(1—V5)ax. + a: | 
2 — 24 cos Hamm + 3 (1+ 75) ar + a | 
wegen car — I (l—Yd); car = — 4(l-+Y5); sinyn = 3Y(10+ 25); u ‚ 
äinya = 3yY10—2Y5). ' 5 
- V. Für n == 6, den Ausdruck: 
' x — .a°; 
die weeitheiigen Saftoren: 
x — a(cos0.shsnon.y-I)=x—a 
> | z — a (cos 33 + sindn. „D=2—4al+Y3y—1) 
æ — alosz3nr — snzn.J-N)=xz — 3a (1 — YV3Y—1) 
z — alos43n +sngn.y-N=c tie lt - YBY—1) . . 
x — 4 (os $r — inzn.J-N)= er \ — 
æ — alcos #5 sinn. d=are —*8 
die dreitheiligen Faktoren: 
a — lax 000 46 + am =’ — ax + a® 
a: — 2ax coo}n 4 a? ==" parte 
wen csäinmi; sinznr=enin=äyd;cojn—=— — . 
Hiebei ift noch-zu bemerfen, daß aud der Verbindung der gefundenen nweitheiligen Baftor 
ven noch mehrere dreitheilige entwickelt werden fönnen. 


\ | ‘. 154. 
es iſt nun auch leicht die n Wurzeln des Ausdrucs y+1 augen j wenn man in 


= + a" = o (f: 151.) a = 1 feht, alddann erhält man æ Y+ 1. 
Für verfchiedene Werthe von rn erhält man daher aus $. 152, und 153., wenn daſelbſt 


41 geſetzt und daraus — entwickelt wird, die verſchiedenen Auddruͤcke fuͤr —— 1 und 13 

—* 1= + +77, | 

+34 + 73/1) 

v1: =‘+3(1— Y3 Y—1) 
— 1 


pP . 


Aa42 
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gurftes Kapitel. 


kur 
5 — Vi 
/ u 1. y-1)% 
— 1 +Y-YV 
+ EI v8) MV 2 y0) v—1] 
Ä |+3 1a +5) — v0 - 295) v1] 
-1=:+3[1—-959)+Y10+2Y5) v—1] 
+3 [1 75) — Y(10 — 295) Y— 1] 


. 
RZ 


,(T103 4 0 

En 

6 —41 , 
y-i- 71 

3 (Y3 — Yv—1). 

3/3 - 


Hifi! 19 - 35- 


50458 — N 
.‘ #1 
4 — Y—1 
| 177 


+1 
4 [1 — v5) — v0 + 275) v1] 


J 


vpiz=3—- 3 [11 — Y5) + v(10 4 295) v1} 


3 [1 + v5) — v(10 — 295) y— 1] 
_ 3 [1 +95) + v(10 — 275) Y— 1] 


+1 
HER 
’ 31-3 v1) 
Im a rv-D 
- 34 + 137-1) 


u. f w. 
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. 155. 
Nah $. 147. iſt 
oos ne Sin no. Gos a 4 sin. — 9 und 
cona — sinna.y—i = (osa — sin æ. V— Iy.. 

Die Differen, beider Auddrüde giebt 2 sin nay--1 und ihre Summe 2 cos na, daher iſt 

— a + sina.y—1)” — .— sina.y— 1)” \ 
2 (A) sin na m re tin a Von are mn yon 

(II) cos na = (eos a + sina y—1)" + (wsa — sina.y— 1)” 

= 717.0. 


Aus (I) erhält man nach 5.45. (IE). - 
‚ (Ul) sinnamn; sina cosaı—n, sina® cosa”S-.Ln, sina® cosatd -....* 
und aus (IT) nad $. 44, (II) 
(IV) cos n@ == 008.0* — n, sina® cos et? In, sina* cosatA—n, sin a8 cos zen. 


Man fege nach einander 1, 2, 3, ... ſtatt à und ina=s, cosa=c, ſo erhält man 
Sina == s; 
sin?2a = 2sc; 
singe = Isc! — 8°; 
sinäa = Asce! — Astc; 
sinse = 5sct — 10? + 5; 
sin6a = 6sc! — 20s  6s’c; 
.  r.r 0 . 1 1 8 RR eb LT 0 + 
eos @ c; 

co 2a = ct — s°; 

cos3a == c! — 38?c; 

cosda=.ct — 6,’ s*; 

cos S = ce’ — 1052e3  55*%c; 


x 
nn 81 0 00000000 


6 156, ° . 
zuf a. Nas der angenonmmenen Bezeichnung der Binomiafoeffizienten ($. 20) 


sinna == n, Sin@ Cosa” — n, sina! cosa@”d I mn, sina’ caard— „... 
cone = ca’ — n,sinatcoet -n,snatcsatt —.,.., 


ur na __ 


eder weil = ige, Te iſt auch | 
(X) sinne = = cos (n,ga—n, 15 08 Inte’ —ntga? +...) 
(IF), cos == 008" ng Lnter nat... * vista 


— Men ıgua’ I ntgad —n ger. oo... 
‚Gin gne = " 1 — — niet — — +ıceer 


Wird nach einander 7, 3,4... ſtatt n und ge geſekt/ ſe erhalt man 
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u | , g2a= —— 
oo \ | t5 Ja = 25 
5. — 102 + u \ 


gbe=T pr rs 


' 157, 
But Entwidelung der Potenzen von sin und cos nach den Sinuffen und Coſinufſen 
ihrer vielfachen Bogen feße man 
csa+ sna.y-l1=x ud cosa — sna.y—1=y, fo wird 
2sina, A=x-y; 2csa= a -+y und zy=1. 
Wird. 2 — 5 ufd 2 + rauf die zte Potenz erhoben, alddann durchgängig xy = 1 
‚ gefeßt, und_die |. 20. angenommene Bezeichnung der Binomialfoeffljienten beibehalten, ſo findet 
man, wenn eine ganze poſitive Bahl iſt: 
2V- sin cu - n rt In, n teen y"ten: nah ya, [7] 
wo die oberen Beichen für ein gerades und die unteren für ein ungeraded m gelten. Fernet ift: 
rer —etn,a"ttn,critn, ati ui.) 5 le RA Eh 71,7 Ad BL Fat we ie (21) 
Nah $; 147. (T. ZI.) ift auch 
x= core + sinra.y—1 und y.= oru — sinra. Yv— 1. 
Giebt man nun r die verfigiedenen Werthe ns; n—2; n—4; ..... und ſetzt ſolche in 
. die Gleichung [1], fo wird: | 
(I) 1)" sina" =[cosn at sinna. Yy— 1] —n; [cos (n— 2) e+ sinn —Ya.y—i1]-k..... 
2 en, leos(a—Ya—sin(n—Y)ay— 1] + [cosne— sinne .y—1]. (IT ] 
Das zum rten Binomialfoeffizienten gehörige Glied ift: 
= n,[cos(r—?2r)a + sin r—2r)e. Yv—1l. 
Ä Iſt n eine gerade Suhl, ſo gelten die oberen Zeichen in [ZIZ] und man erhält alddann, 
- .. menn bie von beiden Enden gleich weit abſtehenden Glieder zuſammen addirt werden, nach §. 28. 
2an(Y—1)"sina"”=2 cosna—2.n,cos (n—2)@+2.n,co{n-A)a—..FEn,, ‚cos2@+n, coso; [IF] 


In—ı — "in 
wo cooso=1 iſt, und dad obere Zeichen fär ein gerades, das untere aber für ein ungeraded 7 gilt, 
Wird z ungerade, fo gelten in IIII] die untern Zeichen und man erhält ($. 28.) 


2{y—1)" sina”=2sin ne v-1—2n; sinIn—2)ay—1 +... +2. Prn_g sin 3a +2 ‚An sina, [97] 
— 


wo das obere Zeichen fuͤr ein gerades und das untere fuͤr ein ungerabes + gilt, 
Unm nun die verfchiedenen Fälle näher zu beftimmen, für welche sin a” entwidelt werben 
kann, bedeute r durchgängig jede ganze pofitive Zahl oder o, fo wird fürn — 47 + 1; 
G-r=Y—1(, 14). Wenn man alfo in [77] durdgängig mit 2,/— 1 dinidirt, fo wird 

















. Bon den Kreisfantjionen und dem Coteſiſchen gehrfage. 5 (157. 191 


60) ar sina® 


= sinna nein (n-2) a4 "7 ein ln) an BEN 2 
Ä wo r=4r+1 iſt. 


duͤr r—=Ar +2 wird (V— ) -1 4. 14.); wenn daher dieſer Werth in um} ges 
ſeht und durchgängig durch 2 dividitt wird, fo ſindet a man 
(II ) — 271 sin a” 


= o0sne—ncoln—2)a+7 





n. 





cos (n—4) G—un 
| "io n=4r +2 if. 
Sürn=4r +3 iſt —1) =—y—1; wenn man’ daher diefen Be i in ft 
und durchgängig durh.2 y— 1 dividirt, ſo wird 
(UI) — 2 sin a* 





ee sinna—nsin(n—2)a} en sin(n—4),0 — u... t} Ey de — sin a; 
wo tr iſt. | 
Fuͤr — 444 iſt y-W=+1; dieſen Werth in LP ] gefegt und Bude 


durch 2-dividirt, giebt 
(IV) Qr—1 sin a" 
=cosna—ncos(n—2)« +3 cos(n — da — .... — 
wo n—=4r+4 iſt. 
"Endlich erhält man aus III], wenn ftatt = und > die entfprechenden Werthe geſetzt werden: 





untl. int? : un. nt. 
T.2..p 1 92et3.T2.. in’ 


|  Meoosarm [cosna--sinne.y—i] + n,[es(n—2)a + sin(n— Ba.y—-1j-+ ..... 


.. P arl[cos(a — 2) ae— sinn —2)a.y—1]+[sosra— sinne. ’- 1}. 
erden die von beiden Enden gleich weit abſtehenden Glieder additt, fo findet man, wenn 
n eine gerade Zahl ıft ($. 28.) 
Acosat—=2%cosna+?2.n, cos(r—2)e +2.nz cos(n—h) at. rt 2. Aeı eos2e4 An 6080, 
und wenn ungerade ift ($ 28.) 


Posetz2csnatt. n, os) + 2.n, Nat ut. m gen0da} 2m. ori. 
— 


Dividirt man die beiden zuletzt gefundenen Auddruͤde durchgängig durch 2, fo iſt 
(PP) 2771 cos a” 


= coına+ neo — ut” 5 





anne rar N tet, | 


wo n eine gerade Zahl iſt. 
VI ) 2 gos a" . 


== cosna + rn cos (n—2) «+7 n.n1 A os (n—4 Lt te ga ——— cos c; 
| - wo n eine ungerade Bahl iſt. 
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Beim Gebrauche dieſer Ausdruͤcke iſt zu bemerken, daß 
wenn n=. 
2; 6; 10; 14; 18; .... fo gelten. die Auödrüde (II) und v ) 
3; 73 113 15; 193 .... fo gelten die Ausdruͤcke (III) und (VD 
43 83 125 163 20; .... fo gelten die Ausdräde (I9) und (F) 
5; 9; 135 175; 21; .... fo gelten die Außdräde (I) und (FT) 


Sienach ſind folgende beſondere Werthe berechnet 
2 eine = — cos?2a +i 
4 sino? = — sinda + 3 sina 
8 sina® = + o0s4a — 4 cos2a + 3 | \ 
16 sina! = + sinda — 5 sinda + 10 sine 
32 sina® = — cos6a@ + 6 cos4a — 15 cos2«a + 10 


64 cos «@? 


, 128 cos a3 


ee... 


cos7& + 7 cos5a 4 21 cos3«. - 35 cos & 
cos8@ + 8 cos6a + 28 oos4a 66 cos 20 4 35 


0 ® % “ ‘ “ % @ “ 6“ °” 0 “ ” + % + ° “ 


B64 sina” = — Sin + 7 sin5a — 21 sinda -- 35 sina 

123 sina® = + c0s8a — 8 0056 28 cos4u — 56 cos2a + 35 

eg 
2 cosa: = cos?« — 1 
4 cosat = cos3a + 3 eosa 

8 c0s a* = coo4a + 4 cos2a 4 3 - 

16 cosa® cs 4 5 00s3a -F 10 cos a 

82 cosad = cos6a + 6 cos4u + 15 cos?2a + 10: 


Für die Fälle, in welchen n feine pofitive ganze Zahl ift, hat Poiffon zuerft unterſuchun⸗ 

gen befannt gemacht. M. f. - | 
Poisson, Note sur le d&veloppement des puissances des sinus et des oosinus, etc. Corre- 
spondance sur Pécole polytechnique, par Hachette, Tome II. Paris, 1813. p. 112 — 217, 


, Wegen ber neueften hieher gehörigen Unterſuchungen ſ. m. f 

%. 2. Erelle, Verſuch einer allgemeinen Theorie der analytifchen Facultaͤten. Berlin, 1823, 
©. 321, u. f. 

NM. Ohm, Auffäte aus dem Gebiete der hoͤhern Mathematik, Berlin, 1823, ©. 8, u. f. 


- 3. 158. | 
Noch andere allgemeine Ausdruͤcke fuͤr trigonometriſche Groͤßen, ſind $. 168. 174, 194. 199, 
201, 210. 286. 304, 388, 424, 473, 506. und 965. entwidelt. - 





‚ | | u Sch: - 





Schötes Kapitel, \ . 
Bonden Logarichmen 


‘ 





‚ Zu 2 189, eu 
.. Die, Erponenten von Potenjen, welche aus gleichen Wurzeln oder Grundgaßten entftanden 
Ä And, beißen ogarithmen oder Verhaͤltnißzahlen derſelben. Die Potenzen werden die den Lo: -' 
garithmen zugehörigen ʒablen Cogarithmanden) genannt, Wäre z. B. 
ad == RB, 
fo ift b der Logarithme der Zahl B für die Grundzahl a. . 
Dieſe Grundzahl a Heißt auch die Baſis, und alle Logarithmen, welche aus eine 
Grundzahlen entftanden find, heißen Logarithmen von einerlei Syſteme. 
Es giebt daher fo. viel verſchiedene logarithmiſche Syſteme, als man n veſhadene oanded. 
len annehnen kann. 
Bezeichnet inan die Logarithmen eines jeden Syſtems aberhaupt Bu Lg.; fo ift Lg B=b, 
alſo b der Logarithme und B die zugehörige Zahl für die Grundzahl a, und man kann bier und 
in der Folge allemal dasjenige, was von den ſo bezeichneten Logarithmen bewiefen iſ, auf jedes 
beſondert Syſtem anwenden, deſſen Wurzel == a geſetzt wird. 


Fuͤr beſondere Logarithmen ſchreibt man: Lg. nat.; Lg. brigg.; uf. w. 


5 Ä 160. | 
Wäre BR, fo iſt $. 159, b=LeB, daher 
(DM auB—B 


Weil aleB = B, alſo auf 

. als lc —=.C If, ſo folgt hieraus 

air B+igc = B.C, daher nad (I). 0 
. | WIUBE=uB+Le on 2 

Eben fo findet man dd | | 

| Um) I 5 = Is B— Log C. 


Für ad = B wird a”? == Br, alfo Lg B” = ib. = IB), follich a 
AW) IB =nIsB.. ' 


* . 


Sür 12 — erhält man ‚auf aleide Weiſe — J u - 


. Nu = Iν— in 
'  Gpteiweins Analpft. 1, Bat. | 85 


" vo 
_. 
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| 4. 161° 0 
Wal cr il ſo ieh $L 160) 2 
MD ige, 
d. h. in jedem logarithmiſchen ESyſteme iſt der Logarithme der Grundzahl dieſes Syſtems der 
Einheit gleich, oder Br Bahl, deren Logarithme = = 1, ift die Grundiah des Syſtems. 
es iſt 1 > 3 ILB - IL B G. 160. IN), weil 3 = 1 ift, daher‘ wird 
(IM) Lsl=o, 
d. h. in allen bogarithmiſchen Syſtemen ift der Logarithme von der Einheit = 0. 

Wir y Lg, fo.chält man, wehn a die Grundgahl des Syſtems iſt, Le a 1, 
- (TD.dfoymylga=La (. 160. IV.) daher ame fa 

Wenn daher a die Grundjahl eined Syſtems iſt, und man findet 
..: ten Rn 

| (I dd = x und 
yz= led. 

In dem Auddruck a z, wo y det Logarithme von der Saft x ift, und a irgend eine 
poſitive Zahl bedeutet, wird a jederzeit poſitiv, man mag poſitis oder negativ annehmen, daher 
iſt es unmdglich, für x einen negativen Werth zu erhalten, fo lange a poſitiv bleibt, folglich 
muͤſſen in jedem Logarithmenſyſteme, deffen Grundzahl poſitiv iſt, alle den verſchiedenen Logarithmen 
entſprechende Zahlen poſitiv ſeyn, und es iſt unmoͤglich, fuͤr eine negative Zahl einen 5 
enden. Cogarithmen anzugeben ($. 167.). 

mym=Lea fie mny m x Igs, fo win. = Ig 2m Id erter me 
j. 160. (IP%) | 
Lg 2X — Lę a* Lg =, . 
Da nun zu gleichen Logarithmen in einerlei Syſteme auch gleiche Baften gehören, fe wird 
auch, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen uͤbergeht, 
AP) x = ale: 
wo a die Srundyafl ded zugehörigen Bogariigmenfoftemd iſt. 


Weil nach III) $. 160. 1, - - = L%il— Is x ik, fo, will. man wegen an 
i ) —————— a. 
Uebrigend wird allgemein bemerkt, daß Ze (æ“) duch er und. |. 


| (Lg x)” dur * u . 
eutgiriet werden fen J * * ee 


er 
ur Eriwidelna⸗ der voraͤglichſten Ausdruͤcke für die Logarithmen, ſetze man ‘.- rn. 
Hierin a = 1 + 5 gefeht, giebt nach dem binomifchen Lehrſade ($. 26.) - u 

| ee Fi... 








= 


Bon ben gerri, | Due DE SE 1:55 


7 P} 


P oder à — 1 mit d vertauſcht: | | 
Hos=1+2@-)+2771 ur... 
Da diefe Reihe alle —* von enthaͤlt, fo kann man ſetzen 


dal+yrar Han tArtee [0 
wo 4; dı; ... noch näher zu beftinimende Koeffizienten find. "- 


Multiplizirt man in (Z) die Faktoren y.y — 1 Y— 2... mit einander und fon. 
‚dert bie Glieder ab, welche den Faktor y enthalten, To findet man ($. 52.) 


. , ‚fe-9- — +25 .]=# folglich | 
MD) A=izl_ ——*—* Zr Zr+gze- on 
| Wird z flott > in [I] sefeht, fo erhält man 
"m1ltAdt+ ser + AH... 
"— !“=AeR- AI —y) the . .. 
Man fege z zy+tuse amd" d.a, alfo 
“dee Nette hut...) daher 
a (Au u . J=4E—-Nr4ıe Irre 
oder, mit u = z — y dividirt, 
Ar: u 40 +..)J=4+4 — *14. Per 


pr zu y 
. ” 


Nach §. 60, iſt — — . .. FP , und es wird, fire, 


ee ae Wenn tr alfo u == v in [IF] gefegt wird, fo findet man. 
_ Ad=A+ 2A +34 + Ari nad Li 
5 Ad = A+ 447 + 44,7° + 443° +... 
hieraus nach $. 71. 
=; ei, . ; ... dahet 
A=55 Pen 4,= . folglich nach [7] | 
ame ei+ ir rhrtmartannte 
Bel! — * alfo y = * x fie die win uheince Grundiahl a AZ fo erhält man | 
ai in am ) 21 ge > giebt —8* 
Ma=147 rtat sat ante 
8652. 


| . ® 


a  Sehötes gepitel. 


I. 


., Wenn daher die Grundzahl a willkuͤhrlich angenommen witd, ſo kann ach a) daraus - 
der Wath von A, und wenn A willkuͤhrlich angensinmen wird, daraud die Grundrahl a deß ent⸗ 
ſprechenden Logatithmenſyſtems gefunden werden. J 


Dasjenige Logarithmenſyſtem, für welches 4*14 if, heißt das natdrliche Syſtem und 
die zugehörigen. Logarithmen ‚beißen natuͤrliche Logarithmen, welche hiee durch Lg. nat. oder 
fürger durch Zar oder Ig. bezeichnet werden ſollen. Waͤre e die Grundjahl der natürlichen Loga⸗ 
rithmen, fo erhält man aus III) (9) und IV) 


nett +; tt at 


- (U)e=?2+75 tat tree KErserurn cas 


TRASH | 
a rn 

In (IT) und ( V) werde y Ttatt a, und z ſtatt 4 geſetzt, fo erhält man: | 

tgl} — Lam „un _ Er... tum 


y=1+7 454* 


o 
+ 





In em) werde y nie z = vertauſcht, fowid 0 
ee mi +4 + i4 + T. = 1.73. + er. alſo e; daher für jedes Logarichmenſyſtem, 
Ley = zIge, oder nad) Cart] kur = 1er [5 _ Et u —. “ —F 
Hierin / 4 geſetzt, giebt Lga=Lee 5 — _ 1 II +... .) oder es wird 


wenn‘ a die + Brunel dieſes Logarithmenſyſtems iſt, Is a=41, und man bill wegen rn, | 


‚I1=4l1ge pder Igı= 1, alfo 
_ * N 48 4. — 4185 
ax) Ley „4 1er _ Ti y—1)} + g-1)? =) .. 41% * 4 nt > „er J 


Aus y- = e: erhält man für bie natürlichen —* m y=2 Ip e, oder M wirv, 


weil e die Grundzahl, alſo Igne = 1 ift, 
Kay si _ N 4 Want won men... 


eo... 


Hienach erhält. man ſowol fuͤr die natdelißen * auch fuͤr * Logarithmen eines jeden 
andern Syſtems allgemeine Ausdruͤcke, welche den Zuſammenhang dieſer Logarithmen mit den zu⸗ 
gehörigen Zahlen angeben. Der einfachſte Ausdruck wird fuͤr die natuͤrlichen Logarithmen erhalten, 
weil hier L21 iſt. Fuͤr jedes andere Syſtem muß bekannt ſeyn oder wullkuͤhrlich angenom⸗ 


. men werden, daher auch alfe Logarithmenſyſteme, für welche A größer oder Meiner als 1 iſt, kuͤnſt⸗ 
liche CLogarithmenſyſteme genannt werden. Die Logarithmen rare kuͤnſtlichen Syſteme wer⸗ 


den mit Te: -art: oder ee mit Lg. beieichnet. 


— 


N 
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‚Aus IX und X :abäft man- Le y,— 4 kr} 5.. Wenn dhahen die nataͤrlichen Logarith⸗ 
men belannt ſind, ſo „erhält man die kouarithinen eined jeben kuͤnſtlichen Syſtems, wenn erſtere 
mi 4 multiplizirt werden. Der Gaftor + heit det Model oder “ Mas detienigen kuͤnſt⸗ 


dm Syſtems, deffen Srändgehf = = a if, Dan ſetze ie -—=M ſo wird 





— LSV Mlen y, oder auch | 2 
ILcy- m — zn + — m... 
und nach (an der Model N 
. Sn . u un M= Fe om GE Zur — — en. . 


- sub) wird no (9) — 2 und um | 
a + 


(am) item temswtimsamte. 
ir at a + ae + at. 


Bedeutet weine willlaͤhrliche Größe und man fest ux ftatt = in (III), fe. wird wegen 
er u! = x Ionu " 


lonu 2 Jon’ m s Ion? + lon® u 
A DEZ Zn Zu Br er. 


Alle vorſtehende Audträde gelten für ‚die naturlichen kogarithmen, 0 wenn in m deofelden M 1 | 
und 1= =e gefest wird. 


4. 163. | *b 
Zur Erleichterung der Berechnung der Logarithmen koͤnnen folgende Auedruce dienen. 
Man ſetze 14-7 ſtatt Yin. (XxI) 8. 162., ſo wird 

(N Fe Ty2=MAr— 47° +ir-iy+3r 37° + 
Dierin — y ſtatt y gefekt, giebt u 

A) Is dl —9y) =—-M(y+ si’ + — * +ir7* +ir Fer 8 

»Weil Ls (14.) — Is -5) =.Ler Ti, fo erhält man hieraus 


« . ' 


am) Bit =2M(y+in +ir' #37 alas | 


⸗ 











Man ae hr ein daher 
oe 1 X — 1 
le a) HH) HH y+-1' 
zn tdyez, ge (ih mem 
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1! ern gelangen ie un 

”) 1 = Te tat 1- 
oder æ — 1 ſtatt = geſetzt: 


FI) Lex ie tert: 4 
In dieſer Reihe ſetze men ac? ſtatt = und bezeichne die in den Klammern enthaltene Reihe 





mit S, fo wid I 2’ = Le’ ( æx —1) + R MS, ode wie 1=(e+1) —1) . 


#2le=lu@+D+We@—ND+2MS, daher . 
win Let = 1a) 2] tigt J 
Sind x und r zwei große wenig von einander verföiedene Bahlen, und es ift L r bes 
tanzt, fo ſee man # fatt = Im (17), ſe wird wen gt —mlse — Igr _° 
rin) Ise=ler +2m[i til * +: NL, ] 


wodurch eine ſchnell abnehmende Reihe entficht, ‚Bedeutet = die Grundzahl Veijenigen Syſtems 
deſſen Model = MM ift, fo ſeze mon = = X in ar I: dann wird Lg a1; folglich 


BNSTITEN HET... 

wederh eine ne ſchueller abnehmende Reihe als $. 162. (XII) entſteht. 

Wäre = eine große und hr eine verhältnigmäßig Heine Zahl, fo feke-man —  fatt, in ¶ J. 
Dedunh wird, wegen Is (142) = IH =le+n—Iee Ä 
c) ne -Rtp-.) 

In (XI) 5. 162, fege man y = ,; To wird = 
yteltn - (2); —*— Is = — 19, daher 
aD Use= n [He HF, HEHE) + | 

Die vorfichenden Ausdruͤcke gelten für jedes logarithmiſche Syſtem, deffien Model = M iſt. 


Wegen noch anderer hieher gehöriger Reihen ſ. m. $. 210, 300. 324, 614, 3. 966 
und 99, 6 168 


. Fuͤr die natürlichen Logarithmen wird der Model M == 1, und wenn bie Geundahl dere 
- ſelben wie Bisher == e gefegt wird, fo erhält man für dieſes kogerithmonſyſtem, mit Huͤlfe der 
vegan Ausdruͤcke, folgende Bufammenftelung : 

a Ione = 1. 
(N) dr —= x. ($. 160. 2.) 





& 
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Bay = im if, fo wird (4: 161. UL) | 
e = 
005 En 
⸗ und. ... } 
(NM) = eIlr:, 0 
-(IP’) Ip (1 + =) = x u re + a2! — za" +5=' — 25° + 4x” — 0—60226 
(9) ler di—)=— («+30 + 2* +3" +i=' +32" + ne) 
(FI) Ian Ha=2etie tie Hi Hier tet hen) - 
(VI) na = 2 [Ext + eh) + set)‘ +4) ++... 
(FIH), elta that] 
uw Ien= = Ignr + +2 + ic) +3 — ++ > + Ba 
im le =) Helle) +; N hama 
(EM) Int) inch. gatse: — te 
Hierin h= _—1i gefeßt, giebt | F 
Ku). R A a en oder 
r Ä | I 











> 





7 


sr x—=1 in (IF) wir — 


XWAI) ————— Hadtsnmt iD 


 _ 


1.1 Fan 1 1 PERF | 
Weil 1 — 7 = >’ 3077 32° 5.775 =. 0... iſt, ſo erhält man, 


wenn in (XNI) 8 wer auf einander folgende Slicher addirt werden, 
an weututstutmtrentent ..... 


Sir = = 1 in (A) wird | —57 
art — ) 2 -1-ı-3-—2+ 
-and—-N= (+i1+s+ir 

die über einander freenden Glieder dirk, swb 4.. 


re Btatutst — Feen. 





Pr 
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‚Nah. > 65, chau man ferner, wegen UP), 67 voarmur 
rin PIE rs mi-6 +6; z&üuG, ‚+4, 2I—G ‚aha — G, 26 hu 
wo die Koeffizienten @ G, 6G, 6, ... . 65. Höher, belimnt fu. Ä k 
Nach $.. 162 aan wird 


— zer rt — ——— + Ber... 
Entwickelt man * — % @- R) und sieht. die —* ie bon m) eb, 
ſo wird: 


a nh= 28 ee] Bu 
: Senh= uy—1 gefeht‘, giebt 


by—i be vo tzız 
Per DE +75 au , — 2 vl, 


. ober auf. beiden Seiten mit — 1multipliiirttt 


- 
+ 


EB EnaEe = ie Ba as nee EEE ek]. 
» J. 165. 

Es iſt nun it, mittelſt der Alett. gefundenen Audetdite wenn für irgend ein Loͤgarith⸗ 
menſyſtem die Grundzahl a gegeben iſt, daraus den Model, oder, wenn dieſer gegeben woͤre, die 
gzugehdrige Grundzahl zw finden, weil man eine dieſer Größen willkuͤhrlich annehmen kann. Die 
natuͤrlichen Logarithmen laſſen ſich zwar am leichteſten berechnen; fie ſind aber fr der gemeinen. 
Gebrauch nicht ſo bequem als wenn man ein ſolches Syſtem aufſtellt, deſſen Grundzahl a == 10 
geſetzt wird. Die Loparithmen‘ diefkö Syſtems heißen briggiſche oder gemeine und werden durch 
Lg. brigg.; Lg. vulg. oder bier durchgaͤngig durch Lgb oder auch Le angezeigt, um fie -von den . 
nattelichen Logarithmen ·zu unterſcheiden welche dad Zeichen Zgn oder auch Ig. erhalten haben. — 

Weil fuͤr die gemeinen Logarithmen die Grundzahl == 10 iſt, fo erhält man für = = 10 
in (IX) }. 163,, wenn der Model der gemeinen Logarithmen mit m bezeichnet wird, | 


m — 0, 438 208 Agt 08281 2. und 
. 2 lat + Amtie] -- 


. 30m ni om —B 


-. ...- L . a 





Nach $. 163, (IP) if 
Is«=2m 4] WO EEE En SEE 
ee 
nn Ze =. = m, Folglich * “ ä on Br 2 
0) Lg 4 -n Ign a x \ I “ u J J 2 NE 
J — —— Wa... 1— I 


fo 
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fo daß man Siena mittelſt des Models der gemeinen kogarichmen , die natuͤrlichen in gemein 
oder umgefehrt, die gemeinen in natürlähe Logarithmen verwandeln kann. 
| Für die gemeinen Logarithmen ift Log 10 = 1. Iſt daher der natürliche Logarithme der 
Sahl 40 befannt, fo erhält. man nach (T) für z==10 den Model der gemeinen kearichmen, oder 


1 
(U) m = 7.7 u 


Zür die natürlichen Logarithmen iſt 25e = 1, dagegen wird 
Lab e = 0, BR 208 481.008... ..... 


$ 166, | 

. Unter den verſchiedenen Reihen, welche auf die Berechnung der Logarithmen angewandt wer⸗ 

den koͤnnen, verdient die ©. 163. (VII), wegen der ſchnellen Abnahme ihrer Slieder, den Vorzug. 

Weil aber zur Berechnung iegend eined Logarithmen, die beiden vorangehenden um eine Einheit vers 

fegiedenen, befannt feyn muͤſſen, wenn derfelbe nach (FIZ) beflimmt werden fol, und weil die Reihe 

nur für große Werthe von = ſchnell abnimmt, fo fann bier ald Beifpiel die Beſtimmung der Lo⸗ 
garithmen von den Zahlen 2, 3, 5 ſtehen. 

Man feße ' L;' j j 
| ats tsae trarte.- 


_ 1.4 | 
= = 5* —— or RES 


R' a + ago tz toren + 
Schreibt man nun nad) einander 4, 5, 9 ftatt = in (WII) $, 163., fo erhält man 
Ls, 5= 214 — 193 — 2mR 
LI 6=2145— IGA - 2mR 
LYl0=2189—-178—2mR, _ . 
oder weil Le 4 2 12; Lg 10-= Lg 2 + 15, u. ſ. w. 
IIS2 - 183 —1g5.=2mR 
21.5 — 3LG2 — L3 = 2mR 
AISS — 4.2 — u5=tmER. 
In biefen drei Gleichungen fommen nur die drei unbekannten Größen 142; Lg 3 und 
Lg 5 vor. Entwidelt man diefe auf die gewöhnliche Art, fo erhält man . 
IEs2=2m(7R+ 5R-+3R) 
\  B3=2m(1MR+ 8R+5R) 
IL5=2m(16R+12R +7R), 
fo daß mit Huͤlfe der drei Reiben R, R', R” diefe Logarithmen auf jede beliebige Anzahl Dezi⸗ 
‚ malftellen beftimmt werden koͤnnen. Durch die Rechnung findet manı 
"© Ig2= m. 0, 69314 71805 59945 .... FB 
Lg3 ='m . 1, 09861 22886 68109 .... 
Lg 5 == m „1, 60943 79126 34400... 
Eytelweins Analvſis. J. Band. = ec 


- m 








22 
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. Diefe Werthe gelten für jedeß mögliche Logarithmenſyſtem, weil der Model m noch unbe⸗ 
ſttimmt iſt. Fuͤr die natoͤrlichen Logariihmen iſt m = 1 daher 
| lg nat 2 = 0,69314 71805 ... und 
Ig nat 5 == 1, 60943 79124 . . . daher au, - 
lg nat 10 = 2,30258 50929 . ... | 


§. 167. 

Daß die Eogaritimen negativer Bahlen in allen Syſtenien unmoͤglich ſind, laͤßt ſich auf 
folgende Art beweiſen. 

Es iſt nach S. 163. (IT), wenn zo y—1 flatt y geſetzt wird, . 


Lg =2M (2 — 32° +38 — 3a . .. ) -1, 
oder 1 ſtatt = gefet, "giebt: , 
BI H=2mM1 343-440). 
Es iſt aber 4 = = AH ID Y4, daher _ 
Lv te2md—itsir dr, 
oder man findet, weil ILy-1=;Ls(-9, 
U-)=4MAl—-3+4—- +...) 17-1, 
welches ine unmöglihe Größe ift. 
Yntu-J=lsa+ Les (— 1) folglih Lg (— a) unmoͤglich. 
- Eben fo wenig fann man den Logarithimen von o angeben, weil Lg 0 = — oo ift. 
Denn man febe y= a“ wo a > 1. feyn-foll, fo wid Ley = — x Lsau. Wegen 
y-Zwy=o für x = ©, daher | 
Lso=— oo. 
In (9) $. 164. werde = == 1 gefegt, fo erhält man 
Ki -yeyo=—-ld+ts+it+tiH+4 
“=i4s4+3+stits ++ 
168 
Nach $. 155, ift, wenn a ftatt @ geſetzt wird: J — 


sinnx == cos a? (ns FT we.) und - 


+...) ſotglch 
+. 





cos n© = 008 a" (1 — em ig x* 4 nn in in 2 — ... ) _ 


Nun fege man na = 0, alfün = *, fo erhält man 





. sin . — — o 8 u 
. .— Bu _ neuen EL... 
- 05% % 1, 2.3 * 
csa _ a.a—n tg x? * — 2. — 33 tg x* 
— 21— — m — 7 — Bo 4 


cos o” . 1,2 93.04 * 
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Es iſt aber x und Sin æ C , Nabe © "Sim 2 <£ u 


2 005% 
Der Werth von — faͤllt alſo wiſhen 1 und aa und näßert fid) defto mehr der endet, k 
fleiner der unterſchied zwiſchen 1 und erg wird. Für =0 wird cos z==1, alfo . == l,- 
folglich faͤlt der Werth von EI, für «= 9 wiſchen 1 und 1, daher ift ($. 17. 9%) = 24 
für = 0. | . 
TE; 


Seat man hienach in den vorftehenden Ausdrüden = = 0, fo wird =— 





= 1 und 
’ a 8 a®' ‘ 
ende near nen, Zee und 


che = na = = eher der Bezeichnung $. 6. 


(I) ne=7— tan +5 a Re .... 


a10 


6 ni 
Wo -1-5rH -5t5- Dit 2*26* 


Mittelſt diefer Reiben ift man im Stande aud dem Bogen or den zugehörigen Sinus oder 


„ Koftinus zu finden, wobei zu bemerken ift, daß & die Länge eined Kreisbogend für den Halbmefier 
1 bejzeichnet, daher nicht in- Graden, Minuten und Selunden in Rechnung kommt. | 
Den für sin @ ‚gefundenen Ausdrud in Faftoren zu zerlegen, feße man = — x, fo wird 
5510 


mr oo? + 
= -Ht5- ntr9- nıt:..+-+. 


Kennt man nun biejenigen Werthe von a welche diefen Außdrud in o verwandeln ‚fo er⸗ 


hält man dadurch, nach 3. 144., die diefem Ausdruck entfprehenden Fakltoren. Nun iſt sine==o, 


wenn 0; + n; +20; + In; .... flatt = in sin gefebt wird. Uber für = — 0 
wird der auf der rechten Seite des Gleichheits zeichens ſtehende Ausdruck = 1, alfo 21 


fuͤr x 0, daher iſt = = 0 feine Wurzel dieſes Ausdrucks. Sagegen wird .. == 09 fr 
x = + ns, wenn n eine pofitive ganze Zahl bedeutet, "weil alddenn sin x = o wird, & . 


. find alddann 2; — nn; 2n; — In; In; — In; .. +. . Wurzeln von 
+5 folglich . 144. - 


me ze CHE EICHE) AH 


Ferner iſt cos (+ 21 r) == 0, daher wird für die Reihe - 


o=1-5+5— it:'-- j 
cos x =0 fir im 


Ge 2 


x 


1 


— 


n, oder eb find Em; tin; +inzın.. Wur⸗ 


⁊ * 


204 | | Sechstes Kapitel. 
zeln der vorſtehenden Gleichung, folglich $. 108. 5 | . 
— SEHZE-BLH BEN 


In (II) und (IP) die im Klammern neben einander ſtehenden Faktoren paarweiſe in 
einander multiplizirt, giebt: 


— 
| ‚eD c= = (1 — =) (1 5) -% Er S)(t- 8) (1.— en)... 











81 n? 


Durchgaͤngig & = * in die gefundenen Ausdeüäde (ZIF) (IF) (9) und * gefetk, 
wo n, m, zwei willführliche Bahlen bedeuten, giebt 


man(n) (tl N a 


nn n 2m—n 2mt+n Am—n Am+n 6m—n 6m+n 8Sm—n 


a = (3) (HE) EHE) EE 2). 


m—n mtsn 3m—n 3m+r 5m— na ,5ö5m+n nz, 
ER 


* 














ar) an =. lt) (t- le 3.) (1 9% 
Ä | Bi 


.n dm’—n?’ 16 m2 — n? „36m" —n? Gmt—n? 








D — 2 ‘ m 6 Am? “ - 16m? . 36 m? 0 64m? . . oe * . 

un. n? n? n? * —* 

-) (1-35) (t-2) 5 —9 
__m’—n? Y9m’—n! 2 Am n 81m? —n? . 

. 
m— n x n 
Num iſt sin 2 2 ain ( — 7) 7 09% Zi 146. 12T, und 
m nn n . n n 8* 
Ooc ur == cos n — m-23 * Jın nn 7 \. 146, BI u 


(XI) cos an _ » m —r m+n 3m—n IZm-tn Sm—na 5m-n 


2m m 2m 2m ’ 4m 4m R 6m ⸗60o2—46 2 
Git) sun Eu Zm—r 2ntr Am-n Amtn 6m—n Gm+n 


2m m m * 3m ° Zum 5m * in * Im 222* 


Me (XII) in (FI bivibiet,- giebt FL 


.3.3.5.5.7.7.9. 9.11.11.13..... . 
1=.. 1.37. 9. 9.11.11.13 oder 





4.6 _ 
‚4.3.3.5.5.2.7,9.. ir. IT. —— 
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Diefen Ausdruck fuͤr den halben Umfang: deö Kreiſes int welt 3. Walls: in feiner Arith 
metica infinitorum, Lond. 1655. gegeben. 


Hieraus erhält man ferner u 
_28 24 4 9 10 N 
5 5, Zu 


2-1 2-1 7—1 2—1 12-1 
=. een "177 .aeer 0. oder auch 


HA 


Wird (VII) durch (XI ) dividirt, fo erhält man 


n:2m —n.2m yn.Am—n. 4m £n.6m— nn... 


. am) es Bremer —— TTT. 


Aus (HIT) (XT) und (XIV) findet man für m = * 


xrv og. ıi—n.1i+n. In. 2 rn.3—n. I3+n. A—n.A+n.... 
1 Ysinnn=a.n "TIT.-1.27,2.3.3,..4,4 ,„.., 


x _ = » 41—2n.1+2r2.3—25n.3+2n.5—2n.5+2n.7=2n... 
( YI) cosns 3 ——7 7 ẽ 


2 2_2n. 2+2n.4--2n.4+2n.6—-22.642n.8—2n nn 
KIM) tra = 1—2n.1+2n, 3—2n.34+2%.5—2n. +2n.7—2n.7$2n...r 


Auch erhält man aus (XIII) 
zr sinne __ n Ion An .2on.2tn Jon. 3hn an. sn... .. 












sin mn m. —mirm. 2—m.2 m .3—-m.3m.4—mAtm.. 


169, 1 
. Einige wichtige Veglehungen zu atelen werde + = y—1 ſtatt y in (I) 5. 162. 
geſetzt, ſo erhaͤlt man: 
avi: =1*+ er! _ Eu 7 —— + 
Safe sad, (I) und (IT) $. 168. \ 
AP e tey-1 cos # F y— I.sinz, oder 
et core -y— 1. mw. 
EN or — y— 1. sin. 


Dieſe beide Auedruͤcke zuſammen addirt und dann von einander ſubtrahirt, giebt: 
Wi + — 





+ u... 


IOS 








were 


un 








(ID) cos x = ‚ und . “ 
. — lan | | _ 
ji (Ar) sinz = = < er er F u ." 
- gen ge= sin © erhalt man auch: | 
erh — — 5 — e 


WW <= —— 
) tg ge A (e?* — 








ae er 7". 717° 5 1) 


— 


Ferner iſt nach a) 
V) + zy— 1= lnat (osx + + Yy— 1.sinz); 


wo- durchgaͤngig entweder nur die oberen oder nur die unteren Zeichen gelten. 
Den Ausdruck III) mit $. 168. (7) und () verglichen, giebt 


en Tee HH nra-mr 
ee 
Hierin 7 flatt = gefegt, wird | i 

ICE THE A SE Se DU .. 
| EDER 
Ferner giebt Be I mit $. 168. (ZZ) und (V) verglichen 

run © te ei 





— 06? nt x 968 
=1 — ar nn ar KT 


—⸗ — 55 Kr .... . 
= AU . 
oder 71 ſiatt x gefekt, giebt | | 
in leg 3433543 in 
j +%% oc? 4x8 4x? 4x? 
(+) (HE) HE) HER HER) 
Es iſt noch gu bemerfen, daß Pi imagindre Ausdruck a + b y— 1 dur Kreisfunk⸗ 
‚Nonen dargefteilt werden fan. Denn man fege 
(X) atbsy—-1i=P(csa + sina — 1} 
ſo wird * 14.) a=f.cosa und b=ß sina, alfo a® + b* == P* (cos et pane)=P, daher - 
‚, B= Ya? + *) 


cos = ar pin Und ein a = 7a + 
Nun find die beiden Ausdruͤcke ORT und EU) Heiner als 1, daher vage sine ” 
und cos @, folglich ift @ ein reeller Bogen. - i 
$, 170. 
Zur Ablurzung fege man £ = A, — | 
A= 000. + sine. V— 1 un 
B= cos a — sina,/—1, fo wird nad) X 147, 
At = cos (a nf) + sin(e + nf).y—1 | 
Btrh — cos a nf) — sin (a vr nf). Yy—1, daher 
ah Br 2co (a + n.ß). [7] Ä 











E wegen [I]. 
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Nach (7) jr 162. wird | | 








| “=1+# Ir + Le, TE ine alſo 
* X „3 
ah =4+ A "+ he +... 
daher, wenn man x = v und De a = w ſetzt, 
“ ar, Athen 4 
id.e+i Be= +34+ 51 + 7.3. + 557 ++. 
” B Br, BR. —e 4 
ri # + 2.1! + a + 3.31 „00. 





— TER Ale HÜTE Sea 
= | = coa-+ ern x + a æ + ——2 * re 


_A+B , AH4ıBr 5 ginn Artsh, pt) 
= Immer gg 


Nun ft A= cosa@ + sina.Yy—1, alfo $. 147. (I) 
A’ cos hœ + sinha.y—i1 = cos + sin d.y—1, ode . 169. (I) 
Am em Ba ei, alfe 
ie Bun ze/- . ex eos + Rsinp.y—ı 
iB. == ie = BKcosdp—xsinß.y—ı, daher 


" (a+xsinP)y-— ce n 
14. +32. u we Kerr ee He oder $. 169. (IT) 


Von cos (+ = sin). 
Hienach wird: 
(I) eX°0sP, cos (upAöſsin f)=coscH th + nn a rer) et, + teten rt 


‚Hierin durchgängig 4 ro flatt @ gelegt, ſo erhält man, wegen sin p == cos f + N) 
‚146: (5) 
un er 00P, sin(atxein )= = tn Han „4 tet let un... 


% 


Hierin a = 0 gefegt und dann ß mit @ dertauſcht, giebt 
an tete 





6) — rt a tz ee et baren 


Wegen der vorſtehenden Ausdruͤcke ſ. m. einen hieher ‚gehörigen Auffag von Tralles in den 
Abhandl. d. Afad. d. Wiſſenſch. zu Berlin, Jahrg. 18% — 21. &. 137. u. fe, und D, Ohm 
$. 157. angef. Auffäge S. 80. Auch Tann man hiemit die Abhandlung in den Annales de ma- 
thematiques, par Gergonne, Tome XIII. No. 3. sept. 1822. p. 105. vergleichen. | 





298 | Secechstes Kapitel. 
§. 171, 
Es ift a vw ) 8. 169., wenn « ftatt = gefeßt wird, 
ey—1= 1% (cs«@ + Yy—1.sine) und 
“ - ay-1i=1 (ou +V—1. sin a). Fa 
Den weiten Ausdrück vom erſten abgezogen, giebt | — 
2ay—i- — 15 'cosa + y—1.sina j N - +y—1. ga 


v 


8 cam y—i.sina sin a - y-1.ig0 
Don feße in (XXx) 14 zei mdb—=tgo, wid. EN 
Bee lee wer ..] ‚v1 beiglich 


Dez=bße.e— it!a 3a — tg erinnert... 
 Mafgeegsa—x, ro wird $. 146, (79) 
n Arcgz=x —j2! +32: —i2’+ ia — jyıx!! + —RX 
Es iſt Arc cot <= — Aro te x; daher wird 
(III) Arc cot = = in—ctim—4 æ IT 209 u 
wo * den halben Umfang des Sreifee für den Halbmeſſer 1 begeichnet. 
Sept man „Arc cot x = a, fo wird.x = cot @, daher - 
V)o= En cta@ + Tote it he a—dentah.n... 





MWelige = md cot — it, fo erhält man auch aus (I) und ar ) 
7 1 
Nein ri igattanne 


u 1 — x . zZ 1 ” 
— (FI) — Ian +7 cotd « Hat 5 or m 


Sind.tg a und cot a fleiner ald 1, fo fann man, fi der vier seften Reiben, und wenn 
ſolche groͤßer als 1 find, der beiden lehten Reihen bedienen. 


In (IN) werde — . fatt & gefeht, dies giebt , Er 


bb pr 
, m utet +3 te 
daher nat $. 164. (XX) u | | 
by—i _ 
FH).—2Arg2=y-1. Betr. 
Behalten A, B und rn die $. 170, gegebene Bedeutung, fo wird $. 164. (197) 
ABA + Me) = Arthæ — Athz2 L 3 dreh — 224 
| Bis (i+ Bio) = Bin — 3 Bid BipA æt 0... 
daher findet man, wenn S= . Ig 1 + Az) - IB. (1 4 BAh) set wird, 
at. purh rꝛh 4 gıtzh — pt 
| sage gg et 
oder, hierin die entiprechenden Werthe na) $. 170. gelebt, 
U 2 - a+3 
s- etz ED ga 4 ut ze — rn. [!] 


— 





IV — 


este, 





— WVron den Logarithmen. 5.17. ‚209 
AES=53AG + Az) BAGIS B*x) wird nach $. 170., wenn man jur 
Abkuͤrzung / — 1— i ſetzt: 
5* tz [1 Host izsinß] + 22 mt [+00 ß—ixsin 8] 
oder cosa—b, sne=me,1+txcsß=dud »osinß=e geſetzt, giebt 
Ss te Ig (d+e)+°5% Kld—ei)=4lg[(d + ei)dri, (d— eöjd—i], oder 
Sz=jk sfr. (dei). Ge) ]= J arte Pt beit 1 Ja u 
Run iſt | 
(de) —bilg(d’+e!)=cose.ig[l +xcosf)?+x = c0s@.I5g (1 +22 c0sß+ æ2) 
und nach (FIT) 
nn cilg it I 2er = — 2üna drei 


Sd-ei txcop’ 
Folgtig wird nad) [1] 
sin 4 


CVIII) Zcos«e. i (14 2 cos Bit 28) — sine. Aro or 
— wle+R) 2 HEN zn rt ._ meet er u _ 








—R 


gierin durchgängig Into a ftatt & gefeht, fo erhält man, wegen sin = eos (3 “+ 
und sin (3 ql + a)= = — vos q, nach \. 146, (5) und (12) 
xsinß 


(IX) ı1sina.lg (1 + 2x cos 8 + x°) + 008 &. Are en 
ut, — sin (a +28) „u + rer3 24 ‚alarm ze + Hut5n 2 


S 


(1.04% 


- Wird, hierin — x ſtatt = gefest, dann durchgängig mit — 1 multipfiit, fo ergiebt fich, wegen 
= — Are 8 7 »sinß 


— 6 sin , 
—xcosß 


1—xeosß 





"Arc ig 


æ sin ß 


(X) — 3 cosa.Ig(l— 2x cos 84640) —sina.dretg 1—xc0sß 
— ler 4 — EN u 4 


es. 99 0 4— 


x sin ß 


(XI) —4sina.Ig 1 —2xcosß-+x?) + cos. Arc og eord 
— HN, + HN ze Erlen zo y daten ze Lt, 





.„-....on 


Durchgängis in (II) (IX) (X) und (XI) a=o geſetzt, dann A mit @ vertaufcht, giebt 
ie Pe ie 3_ cotdn 4 4 20s5a 





(KT) Ils iH 20 cat ar) Mer A 3 I 
Gn) Ares are ae. ide za ende a dinde, zen Zaun 
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(XIV) — 3 (1-20 42) =°2 + x 8 ee me, 24 m 


in a in? 3a 4 ind 
i ta?) Arc Üz ger: = =, — 6 + a @ x + — a@ PCR OR 
In den vier legten Mudbräcen durchgängig 1 gefeßt, giebt, wegen . 
lg (2+2cos a) = 152 + Z1g(1+cosa) = 4182 + 3182 (cos 3a)” $. 146. (44) 
(XPI) Igcosija +lg2 = cosa— coS20 + Zcos3a —cos4a cos 60 — .... 
Arcig; Er = Arctg (ie 3«) $. 146, (58) oder (82) 
(XVII) iamsina —isin2a-t3sin 3a} sinka sin das - 
Ferner, wegen |. 146. (43), 
C6GVIII) — — Ip sinia— 12 = oosatkcos2atjcosdatZeodatgensdat.... 
und wegen $. 146. .(60) (20) (82) 
| (AIX) Tem metimntotjandetimtetjnseh ine. 
Wird (XII) zu (XIV), und (XII ) zu (XP) addirt, fo erhält man 


(XX) ggitlueserst _ se, de, J— +: a’ + gr PLZ WG . 


1—2xc0s« +x? 











x sina x sin a a a sin Zu sin 3a sin 70 
j (XXI) z 3 Arc Ig 14xcos0 Arc SS re — a + 3 a3. 5 x’4+ 7 x" + “... 


X cos 


In (XX) werde & = 1 geſetzt, dies set 


2+2 1 
en He Hl (oot a)? = Hlgeot fm $.146, (49) (44), oder 


(XXU) —Elstgie = coosa-t$cosIa+Fcos9gea+5co 7a +%c0osIaH+..... - 
Die vorftehenden Reiben (XF’I) (XY III) und (XXII) findet Euler, Institutionum cal- 
culi integralis. v ol. I. Petropoli, 1792, Cap. VI. $. 296. p. 177. Auch fann - man biemit 
die 5, 170. angef. Abhdl. aus den Annal. de mathemat. vergleichen. 








$. 172. 


Die gefundenen Ausdruͤcke zur Berechnung eined Kreisbogens aus der Zangente bdeffelben, 


fönnen zur Beftimmung der Zahl se dienen, weldye den Umfang eines Kreiſes für den Durchmefs 
fee 1 oder den halden Kreißumfang für den Halbmeſſer 1 ausdrückt, 


Denn es ift der Bogen welcher einem Winkel von 45 Grad entſpricht — =:in, daber- 


ty 1, folglid) $. 171. (T) wenn 3 n ſtatt a gefegt und mit 4 multiplizirt Wird 
| s=41—1+37- ı +35 —ı tas-HHr:-..) 
welched die leibnitzſche Reihe für den Kreisumfang ift. | 
(Acta 'eruditorum Anno 1682, M. Febr. — De vera proportione circuli — a. G. 6. 
Leibnitio. pag. 41 — 46.) 
erden jede zwei auf einander folgende Glieder diefer Reihe zuſammen addirt, ſo findet man 


12.) 





\ 


Von den Eogarithmen. —. 173, | - 211 . 


um eine fchneller abnehmende Reihe für m u erhalten, fege.man ga = 5, fo findet 
man hieraus ($. 156. III.) ist 40 = 333.- Ferner wird $. 146. [53], weil gi 4 1 ift, 


ig (da — 


. dam 4 Arc ig 35, und FR —in)= Arc 18 217; daher | 
4. — kla—Iinmıin=AkArcty — * drc ig sis: 
Nun iſt $. 171, (II). _ \ 


j 1 1 1 1 1 . j 
Ara 4564 Fe rzwt::... folglich 


14 t 42 1 4a 

+1! -smt sw - Tet | 

—1 141 ' | 
\ ee 

Berechnet man von der obern Reihe nur 7 und von der unten, wegen ihrer. ſchnellern Ab⸗ 
nahme, nur 3 Glieder, ſo erhaͤlt man 
or | + 0,789 582 239 408 - 
| .- ” 0,004 184 076 0024 = 3,141 592.093 6 Ä 
wo bie neun erften Desimalftellen vollkommen genau fi nd. ' 


Wird die Rechnung weit genug fortgefebt, fo findet man .. 
I. 9 = 3, 14159 26535 89793 23846 p1 1, 5 N 


4 _ 0,31830 98861 83790 6715377679 . 2.0 
Yn = 1,77245 38509 05516 02729 81675...... Br 


0 Agnat a = 1,14472 98858 49400 17414 342.200 “ 
Lg br m = 0,49714 98726 94133 85885 17° 2.2200. 


Auch ſi find hier, ihres oͤftern Gebrauchs wegen, noch einige Quadratwurzeln beigefuͤgt. 
2 = 1,41421 35623 73095 04880 168837 ...... 
Y3 = 1,73205 08075 68877 29352 74463 . 2... 

.. Y5 = 2,233606 79774 99789 69640 91737...... . ‚ 
on 46 = 2,44948 97427 83178 09819 784.2... +. | 
u Y7 = 2,64575 13110 64590 59050 16158... +... ' 
Y10.= 3, 16227 76601 68379 33199 88935... . .« Ä 


nn 


| g, 173. | 
"Man feße j 167, die Fehl sc ſtatt der dortigen Reihe 4 cz — 3 +4 3; r . > 
fo wird 
| \ 60) ECOSSVSI, und Narr—1. 
Do 2 


— - 
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| Berner wird, wenn « irgend eine Zahl bedeutet, | 0 
Lg (— ute XAIGCC ) äAMAM 1, daher 
MLu-1 = +oMnyvwiu- N =tany1. 
Bedeutetn jede ganze Zahl oder o, fo wird ER 
x = x (—1)®, und — x a (— Net, alfe — 
—X =Lsc+ Inls (— 1) und g(—a)=Lsx= + (?2n + 1) Is — 1), oder 
un Lx =Lsx=x + 2nMny—1 
Le +1)MayY—1 
Weil nun für z jede ganze Zahl oder o angenommen werden kann, fo folgt hieraus, daß 


jeder pofitiven oder negativen Zahl unendlich viel Logarithmen zugehören. Unter den kogarithmen 
pofitiver Zahlen iſt nur einer reel (für z = 0), ale übrige find unmöglih.. 


Seht man zur Abkürzung yv-1=i, h wird aus (II ) nad) $. 161. un 
nee 
Hienach wird auch — uiff⸗ = et", Bedeutet nun a nur eine. ganze Zahl oder 0, 
- fo wird — y“ = (— tr — = +1 für ein geraded @, und 


1 = (— 2„*° = — 1 für ein ungerabed a, daher wird, wenn a jede ganze 
Sahl oder o bedeutet, 








WW) gari — — uni Br - | — 
Auch erhält man nah (19) | . 
vn, )r!> E, für ein gerades m 
i= zer, für ein ungeraded @ 


174 


Die . 171 gefundenen Ausdruͤcke koͤnnen auch zur Entwidelung von Arc-sin x und 
Arc cos x dienen. Denn ed ift $. 146. [22]. 


1 _ sin a 1 sin a" . ’ 
— * Tun in ar oder — — — 5AF daher, wenn man sina = x feßt, 
‚n( — sina®)” 


1 - don)! oder $, 25, 


ncotu® . 
HH FH) +1 (9 rl, zen. 
wo (7 >); — .... Binomialkoeffienten ſind. Entwickelt man hienach die Werthe 


von — Ian or 00. fo findet man nach (FI) s. 171. 
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wenn die entfpreihenden Werthe nach x geordnet werden, 








.e237+15+:390|5+:915 +39 +9|5 +..-- 
—i)| — 4 9) -3M| - —3M. 
+ 3 + 1 +39 +3@:|. 
u —— 5 — 1 — ã 6* 
741—7*5 
| Nun ift nad) $. 41. (XXXIF) ** 
0. -1=4.34-3 
— E—— 
1.3.5.7 
31 G) — ih rd Im 3 
T (2). 3 (9): + 3 2) — 3 @), + 1= 3 + * 


— 


Dieſe Werthe in die vorftebende Bleichung gefest, giebt 
1.3 x 1.3.5 x? 1.3.5.7 x? 
e=x2+3 stastzar tT3733 171... 


oder, man erhält wel = = sina, alfo Arc sin æ = a, fo 
> 13x35 ., 1.3.5 x7 1.3.3.7 2° 1.3.5.7. 9 Be 
MD Arcsnz=c+37 a a 


oder auch 
| Mi a , 13 sina® 135 sira’? 1.3.5.7 sin sin ar 
U a=snatz aa ram 5 Tee 


Nun ift Arc cos= = En — Arc sin x, daher wird 
* 
x’ 1.3 x5 1.35 xr 1.3.5.7 x9 
(MM, Arrosz=min— a 53 ZA 5 306 T 346853 


Für Arc cos = a wird x = cos e, fotglidy 








R » 1.3 cosa® 5 7 
IWW) a=in — sa — 5” BEE en 
Die entfprechenden Werthe vorfichender Koeffizienten in Dezimalbruͤchen find: 


= 0,10666 66667 Men HE 001736 27684 


13 1£.13 
205 = 0,07500 00000 34:00 = 010 48437 
135 — 0,0464 38574 13.:::.13.15 _ 0,01155 18000 


ı 2.4.6.7 ZA... 1617 

_1.3.5.7 13... 15.17 
34.655 = 0,03038 104 37a 7 90076 10095 
1.3.5. 7. 9 13... „ 17.19 
= 0,02237 21591 rn = D0083D 03368 


2.4.6,8.10.11 2 
u. ſ. w. 
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%- 175, 
- Dur Anwendung der Tögarithmifch » trigonometrifchen Tafeln, Tann die Auflöfung der Ge 
ungen vom dritten Grade fehr erleichtert werben. | 
Es fey dher zuerſt die Gleichung 
æFAxxB 0 | Ä 


groeben. Dan feße tg => Vor 37 5, wo @p einen noch näher zu beſtimmenden Bogen bedeutet, 
ſo wird = 5 A. ze = = 7 A! co ii und ZB = cot p.. Vz- Diefe Werthe 
in p und % $. 136. er geben 

ne Ver »-Ver — —1— cot p* + 7)|= Ne — Y(cot ꝙꝓꝰ +11. ya ‚ oder 
es wird, weil lest ꝙ⸗ +)= — * in MA ' 


sn @ 





u | 
,P=-” - Ver - sin | Vz =- — l-v3 3 um eben fo 

— — 

qg=- NE = |- v3 oder 8. 146. (58) und [60] 


ve l-wig. .V3 = tes ip.y3 —, und g=— Yo}. y3- daher 
P+ = Weip— Verka], VE und p—g= Weir + Vorzgl.yF, an 


Yıri igy= 1 u‘ gefeßt, giebt Ycot & p= co y, alfo 
ptg=ley — cot V]. y;= =—2 cor2w.y4; wegen 6. 146. [59], und 


p—g=ley + oryl. y; = 5 Vz; wegen h. 146. [61]. 
- Man findet daher ($. 136.) die drei Wurzeln der gegebenen Steigung, oder 





ec =p+qg=—2co2y, v5 0» 
co = —ttrı Zt y„-3i= cor 2. VS + 5. und 
EB 1 1 2 SUSE er En a 


Fuͤr ein negative B ift die gegebene Gleichung 
at» Ax—- B=o. 


| Sun man nun, wie vorhin, ey = Von fo wird ZB? = 2 A! cot p°, alfo 
iB=— copy 5 und man findet eben ſo fuͤr die drei Wurzeln der vorſtehenden Glei⸗ 
chung, wenn 8. 136. — B ſatt B geſetzt wird, | | 





+‘ 


Bon den Logarithmen. s. 175. 


x =2 cot 29.93 
yAy-i 


“. > A \ 
“mn 2 y.Yz — inzy > Und 


4 dy—i 
ı=— co 2w. Yz u 


Wäre die Btisug 


AB om ind LH 


gegeben, fo ſete man inp = Var 75: , dann wird. diefer Sinus Fleiner ald der Halbmeffer, und 


man erhält 3 


= 


ſtatt Ad gefegt wird 


= este ler Wie 





und — — i* zit vs ober $. 146, [58] und [607 


sin o 


+=s- Vie $ io. — B und g=— - Voot 59° Y$: daher 
+ = — [Vis 5 P + Voot 4 gl. v3 und p— —g=lYorjp — Yis3 9]. 3: oder 


tg 3 p= tg w geſetzt, giebt Voot$ 9 = cot ıy, .alfo . 
ptrg=—-Iav+ cry]. yz = . wegen $. 146, [81], und 


sin sin Zu" 


B= =. Zug fo wie ıB— = nr Vz -, daher d. 136, wenn daſelbſt —A 


1 Vz 


p—qg= [eat v—1Ev]. v3 == 2 cot 2y. * wegen $, 146. [59]. Dan findet daher 
($ 136.) die drei Wurheln der gegehenen Gleichung, oder 


— — 4 
*—— 5 4 


1 
F v3 + cot Ip. YA. vi 


u ' 1 
= my ‚VS — t2v. v4. v1 


. Eben fo findet man für die Sbeichuns 
— Ax — B= o 


2 y4 
sin Zu" 


t > —— 


— 


8 
| 


x, 


= ng Vz tv. YyAy1. 


N 


= VS — cr2y. v4. Y— 1, und 





9 
7: 


u sin = 2 und, cos 60° = 2 ft. Weil 
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Waͤre endlid) die Gleichun⸗ 
= — da rB= om * „4 >3B 


gegeben, fo ſetze man cos ; * Var: dann wird diefer vorn feiner ald der Halbmeſer, und 
man erhaͤlt: J Z B#= = A! cos Pf ‚a3 B= cp 2a daher . 136. 


p = — Vloosp — V(oosp? — 1)]- v3 wdg=— Vlcos rl —1]. VE, oder 
p=—lop- np. vr. vs und g =—[cosp + sing. y— il ‚v3 ‚oder 3.147. 
= — [ip np. V-I. v5 und g=— [cos $p+sin 4 p.y—1].Y4, alle 
pe +g= — 20039. v5 ‚und p—g =?2sinzP. y3- 1. Man findet daher ($. 


136,) die drei Wurzeln der gegebenen Gleichung, oder 
z=—2costy. v3 | 


x = 0839. v3 + sinio. v3.73: und 


x = 0039. ‚v3 — sinä 9. y$:v3. 
. Die beiden legten Werthe laſſen fih noch einfacher ausdruͤcken, wenn man bemertt, Bf = 


1. 


op runjg =? 20539 + +2 


sin 4 a4) | | -. 
2 _ == % [cos 60°.c05 39 + sin 60° „sin 191 2 cos (60° 3 
wegen J. 146. [31] und [32] iſt, fo erhält man auch 


x = 2 .c0s(60° — 39). v3: und 
-x = 2 cos (60° + i9.y%- 
Für ein negatives B erhält man 
x: _— Ar Bmom ADB. 
Hieraus findet fich, wie vorhin, 
x =20039. v5 


x = — 2 00s (60° +49).y7 


x = — 2%cos (60° — 49). V3- 


Aus dem Borbergefenben folgt, daB wenn die Gleichung 
(I) + AxıhB=o 


“ gegeben. ift,_fo ſuche man 2 2 W 








Gleichung 


wo die oberen Zeichen für ein pofitived und die unteren für ein negatives B gelten. 


. 


= 


J 
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ig p = Ver a und hieraus 


BVZ Vis 39 
‚fh iſt hienach det Winkel v belannt, und man erhaͤlt alsdann für die drei Bari d der gegebenen 


2 = = FR 2y. Vz 


.e= +2 cot 2y. vs + 


z=4+2 002%. vd z YAıyaı 


- Für die Gleichung: 


ſuche man 


fo wird 


(II) x? — 


AztB=omd 4: <ıB 


vAyv—1 
sin 2yp - 





und 


sin 2yw : 


> 
sng— Van: und bieraus 


72" 


ur —t_ 


— sin 


8 - x 
= Vtsj 9, 





sin 7 3 


"Endlich ſuche man, wenn die Gleichung: 


gegeben iſt, 


cp = 


27 B* 
vw ol 


ſo findet man mittel des belannten Winkele Hp 

z = + 200} P- y4 
FE 

= + 2 cos (60° —39). — F und 


x = + 2c (6030). vi _ 


wo die oberen Beichen- für ein. pofitived und. die unteren für ein negatives B gelten. 


+ co 2%. YA. v- i und 
Fort ‚Vs F Foot 2y.YA.y— 1. 


(HM) “—- 4stB=o und 4: >iB: 
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Hienach ift man im Stande, mit Hülfe der triganometrifchen Zafeln, jede Gleihung vom’ 
dritten Grade aufjulöfen, und weil nad; $. 140. hievon bie Aufldfung der Gleichungen vom viers 
ten Grade abhängt, ſo Tann man auch hienach die Be einer jeden Gleichung vom vierten 


Grade finden, 
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1. Beifpiel. Die Wurzeln der Gleichung a >92 -6=o gu u finden, wird 


bir 4= 9 und B’= 6, daher nadh (I) 7 
up Y3= 160° alfo p = 60°, daher | | ü 


gy= Vie} 16 * Ytg 300, oder 


% 


Lg tz y = Lg tg 30° = '9,9204798 — 0 = = Ltg‘ 39 u oe 


daher 2u= 79 34 4,78. Hienach 
Lg.cot 2y = 9,265 1172 — 10 
“Lg 2 = 0,301 0300 
3 Lg 3 = 0,233 5606 R 


Log 2 cot 2y. Vf = 0,804 7078 — 1 = Lg 0,67 833. 


Sutht man auch die unmoͤglichen Wurzeln, ſo wird 
0 283 = 0,477 1213 oo 
. Lg sin2w = 9,992 7602 — 10 , 
Le, = 0,584 3611 = 15 3, 940 268. 


Sina find die Wurzeln ber gegebenen Gleichung 

x = — 66378343 

x = 0,6378343 + 3,840264 y—1 

x = 10,6378343 — 3,840264 Y— 1. 
Hiemit vergleiche man $. 136. (1. Beifp.) . . 
2. Beifpiel. Die Wurzeln der Gleichung x! — 2a —5= 0 zu finden, iſt hier 
4*2 und B= S, alfo Ar 3 B? daher nad (I) in = Var; alſo 
[going = Hg Ar == 9,3379231 — 10 = Lg sin 12° 34 33,7" . 

daher 1 = = 6 17 16,6" und Lg ig y=4 Lg ig 3 p = 96807114 — 10 = Lg tg 25:36 #9, Vz 


daher 2 vw —= 51° 13° 39". Hienach, wegen 2 — F -yE 
v 4183 = 0,212 9843 
ea = = 9, 891 8933 — 10 . 


P 0 Ba, VF = 0321 0910 = Lg 2,094551. 
Für die unmoͤglichen utzeln erhält man \ 


‚Lg cot 2“ = 9, 904 8404 — 10 ... 
IL,20, 150 5150 | 


Lg cot 2w.YA = 0,055 355% = 15 1,135980. ° — 


Hienach ſind die Wurzeln der gegebenen Gleichung | N 
aa 20. on . 
z == 1,047376.% 1,135940 v- 1 Ä Ä ' 
x = 1,047276 — 1,135940 — 1. 
Kemit vergleiße man $: 339, und 0 


N 
4 


[4 











‚Bon den kogarithmen. 175. 1 7 = 
3. Beifpiel, Die Burgen der Gleichung = — Sr + 3=oy finden, it Bier u | 
A=5 ud B=3, alſo „A? >i B®, daher nad (III) , Ä 
cosp = Y24, oder 
Lcsyg =il3 = 9,8433181 10 = Lg c0s45° 48 8,070o9.. u 
daher 29 = 15° 16° 2,693”. Hienach, wegen 2 v4: = 2y3 = 2, u . 
| 3 Le 22 = 0,411 9543 Ä Er 
Lg cos4gp = 9, 984 396 — 10 
| 0,396 3499 —= Lg ”2,490863. 
Ferner ift 60° — 4 = 44° 43° 57,307”, alfo 
4 Lg 22 = 0,411 9543 
Lg one Goe — 19) = 9,851 50% — 10 
0,263 4568 = Lg 1,8343. 
Et wird 60° +39 = 75° 16' 2,693”, alfo on 
#12 = 0,441 9543 \ Ä 
| Is cos (00° +19) = —'9, 405 3600 — 10° 
0,817 3143 — 1 = Lg 0,656620. . 
Gina ai man für die drei Wurzeln der gegebenen Gleichung u F 
= = — 2,490863 . _ 
x = 1,8342343 
x = - 0,656620., ° j oo. Ä | - 
4. Beifpiel, Die Wurzeln der Gleihung = — 72 — 7 = 0 zu finden, wird Hier 
A=B=7, alfo Z,.4°> 3 B? daher nah (III) cs p= var: und wenn man fich der großen 
logarithmiſchen en bedient , um mehrere Decimalſtellen der Wurzeln zu finden, fo erhält man 7. 
Le dos ꝙ 37 = 9,992 1028 664 — 10 = Lg cos 10°. 5%. 36,22086” 


daher. 39 ='J° ar 52,0736". Hienach, wegen ıyi= = 2 \;= 142 az 
Les 22 = 0,485 0185 883. zu \ 

Lg cos 3@.== 9, 999 1272 618 — 10 “ | 

\ 0,484 1456 501 = Lg3, 0489173368. | 

Berner in 60° — ip = 56° 27 7,9364”, alfo —— | | 


— 





.4Lg 2 = 0,485 0183 883° | 
Is cos’ s.(600 — 40) = 9, 743 3874 819 — 20 | 
== 0,228 4058 702 = Lg 1,6920214727. | 
Ä Endiich wird 60°. y= 639.37 52,0736, ale“ . .- no 
4 Lg 0, 486 0183 883 16 
Lg eos (80° 9,647 5281 313 — 10 en 
0, 132 5465 100-=: 1, 1,8568988087. 
- * E € ‘92 4 
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Hienach erhält man für. die drei Wurzeln der gegebenen Gleichung | 
x == -+ 3,048 917 3388 | | - 
x = — 1,692 021 4727 
= = — 1,356 895 8667. | 
Weil nun nach &-104, die Summe diefer- drei Wurzeln = 0 ſeyn muß, fo- folgt hieraus, ° 
daß jede derſelben bis auf neun Dezimalſtellen genau berechnet iſt. 


\ 





0 y 


W Siebentes Kapitel. 
Von der cylonſhe Reihe und | den abgeleiteten Funtzionen · 





4. 176. 

Die Abhängigkeit beränderlicher Größen von einander TAßt fi burch Gleichungen austei- 

- den ($. 1.),.und man überfieht leicht, ‚Daß, wenn in einer Gleichung zwifchen zwei veränderlichen 
Größen eine derfelben eine Veränderung erleidet, alddann die Gleichung nur noch beftehen Tann, 
wenn die zweite veränderliche Größe die erforderliche Vermehrung oder Berminderang erhält. Es 
ift für die in der Analyſis vorkommenden Unterfuchungen von der größten Wichtigkelt, und die 
Aufloͤſung der vorzuͤglichſten Aufgaben haͤngt davon ab, daß man anzugeben weiß nach weichen 
Geſetzen gegebene Funkzionen veraͤndert werden muͤſſen, wenn einzelne Groͤßen derſelben ſich aͤndern. 
Bedeutet y irgend eine Funkzion der veraͤnderlichen Größe =, welches duch y == fx be⸗ 

zeichnet wird, ſo läßt ſich fragen, welche Veränderung wird y erleiden, wenn die Größe x irgend 





vermehrt: oder vermindert wird; oder,-wenn x in fa um irgend eine gegebene Größe A vermehrt _ . 


wird, wieviel wird der Bufaß w betragen um welden y no aͤndert. Dier Tann man auf folgende 
Weiſe ausdruͤcken. 
Wäre y.== fx, fo werde 
ytn=/acH+ N, 
Soll hienach der Merth, von. w, alfo der Bufag von y beftionmt werden, fo muß h bes 
kannt ſeyn. 


Wenn daher, B. y=a— bz + ex gegeben iR und y wachſt um w, wenn a 
um h waͤchſt, fo wird: | 
ytw=a—b(c rt ec(e + nr oder no 
ytw=a—be—bh + or + 30a'h + Bexh + ch®. 
- y=a-—bx + 02° abgejogen, giebt .. | 
wu — bh + 3oath + Ich? t cht, F 


— 





Taplorfche Reihe und abgeleitete Zunfjionen. 176. 221 


wodurch der Zuſatz w welchen y erhäft befannt wird, die Größe A mag pofitiv oder negativ_feyn, 
oder irgend einen beliebigen Werth erhalten, 
Um nun allgemein das Gefe zu beſtimmen, mach welchem ſich die Bunfzfon y=fx 
verändern muß, wenn z_einen Buwachs = n erhält, werde vorauögefekt, daß die Funkzion von 
x. dureh folgende Reihe, welche ohne Ende fortfchreiten oder abbrechen fann, gegeben fey 
y= 12 +2 4 +10 + AR HA F+..... 
wo 4, Ay, Ay, Ay.... unda b c,d.... , villkuͤhrliche beftändige pofitive oder negas . 
tive. Größen bezeichnen. Wächft nun x um A und y um w, fo wird 
I A ) + Act + Ale ht... 
oder nach dem binomiſchen Lehrſatze (J. 20.), wenn man die Glieder nach den Patenten 90° von h ordnet: 
4x +4 ax""|ht- A a,x”®|nt + A 0,x$|hi4+... 
_ Ir + Adam) +4,50 + 4,5,83| +... 
yre=jetne +4, + Acx) +4,0,x0 + 4,0,x°3) $... 
4 Az +4; dat + 4,4, + 4,4, +... 
oder man findet, wenn die Binomialkoeffizienten A Qay on. b,, b, .. in ihre Faktoren aufges 
loͤßt, und die Nenner derſeben unter die Potenzen von A ‚gefeet werden, 
ytrw=f/e+= 
Aa" + Aa ir + A ala —i1)xr” 2 + 4 ala — 1) (a — 2) 005 * 
A, æ A, b4x—4 36 — 4, 36- 6—-— 
+40 + 4,0) + Acl—Dem| + 4c0l—Nlc— 2a 


— 


. m. .eo es: oo 00 a Ve 3 33 3xXRq 
FFAA(A— I) -2) (a - 3) 44 a(@a — N) ( -) (4- 3) - 425 these 
+4,56 16-63) +4,56—1) 6-2 6-06—H-5| +... 
+4, e(c—1)(ce—2) (c—3)x° +43 (1-9 (ee a r. “. 
- Die neben einander ftehenden Glieder der vorftehenden Entwidelung, welche ſich ſo weit 
man will fortſetzen laͤßt, geben zu der wichtigen Bemerkung Veranlaflung, daß die Koeffizienten 
von 2; ; nn; ar aan ‚ aus den links unmittelbar davor ſtehenden Koeffizienten auf einerlei Weiſe 
dadurch erzeugt werden, wenn man dem vorhergehenden Koeffizienten, den Exponenten des veraͤn⸗ 
derlichen Größe = als Faltor vorfegt und hienächft durch ar dividiet, oder den Erponenten von = 
um eine Einheit vermindert. So entficht aus A, x? der darauf folgende Werth A,5x°-', wenn 
man A, x? den Erponenten db ald Faktor vorfegt und den Erponenten von z® um 1 vermindert, 
Eben ſo entficht aus A, c (ce — 1) (ce — 2) x°”5 der darauf folgende Werth 
A, ( — ) — 2) E— 9 ar 
wenn man dein erſtern Ausdruck den Erponenten c — 3 als Faltor vocſett und den Erponentan 
on um 1 vermindert, | 
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+, 


Diefe gleichſdemige Bildung. der nachfolgenden Glieder and den "unmittelbar vorhergehenden, uns 
abhängig von der Größe des Buwachſes h, welchen x erhalten hat, ift wegen der daraus entſprin⸗ 
genden Folgen hoͤchſt wichtig, weshalb auch für biefe Ableitung eined Werthes aus dem andern, ' 
eine eigene Bezeichnung eingeführt ift. 
Bemerft man zuerft, daß In der vorftehenden Entwidelung die Summe der über einander 
ftehenden ‚Glieder der erften Aotheiluns * fx ift, fo fann man die Summe der Glieder ‚der zwei⸗ 


ten Abtheilung durch fa. 7; der deitten durch F2 14* der vierten durch FI x.;'U. f.w. 


bezeichnen, und es entftebt alddann fa auß far eben fo, wie f?x auß f"x; wie —* aus F22 
u. ſ. w. Dieſe auf die beſchriebene Weiſe aus einander entſtandenen Sunfgionen mit Rüdficht 
auf ihre Entftehung zu benennen, fagt man alddann : 

fo ift die erſte abgeleitete Sunfzion vn. fx; 

7F æ ift die erſte abgeleitete Funkzion von fc, oder die zweite von fa; 

ft ift die erſte abgeleitete Funkzion von f?x, oder die zweite von "a, oder die dritte von fa; 

Ueberhaupt ift fra die erfte abgeleitete Funkzion von fr! x, oder die rte von fx. 

Nennt man y==Fx die urfprüngliche oder Urfunkzion (Brundfunfzion), fo find die das _ 
raus entftandenen abgeleiteten Funkzionen, welche man der Stürze wegen in der Folge durch das 
ort Ableitungen (Derivations) bezeichnen wird, Koeffizienten der Entwickelung von f(x + h), . 
welche mit den aufeinander folgenden Potenzen von AR multipliziert und durch die, dem Erponenten 
von A entfprechende Faftorenfolge dividirt werden müffen, twerm man daraus die Glieder der voll- 
ftändigen Entwickelung bilden will. 

Wird hienach ald Aegel feit geſetzt, daß jede Ableitung einer algebraifchen ganzen Sunfsion 
von x, in welcher die Erponenten der beränderlichen Größe x au) negativ feyn können, dadurch 
gebildet werde, daß 

jedem Gliede der Funfzion, der Erponent der veränderlichen Größe als Softor vorgeſeht, der 
Exponent ſelbſt aber um eine Einheit vermindert werde, | 
fo fann der vorftehende Satz auf folgende Weife dargeftellt werden: 
Wenn y = fx eine algebraifhe ganze Funfjion von x hereichnet, welche aber auch nega⸗ 
tive Exponenten von 'x enthalten fann, fo ift auch 


fa +h)=/s+7 fit uf u ρ α ehe. 


Suͤr ein negatives Rh wird 


fie. — R) = fx — — 4 —* — wg + pet. +. fe} + u 
wo die oberen Beichen für .ein gerades, die unteren für ein ungerade gelten. _ 
Sucht man den Buwadhd w von y, wenn « um waͤchſt, fo wirt, wegen , 
- , af 
äM — fs, folglich aus (I) 


(IM w= — BEE EEE SEES Ei u 





- t 
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u Stellt man fi vor, daß x in fc+ A) unverändert blelbt und daß dagegen x den Zuwachs be⸗ 
reichnet welchen. r in fr erhalten ſoll, fo findet man auf gleiche Weiſe, wein 2= = fh gefeßt wird: 


(IT) fc) =fh +7 af +ZS°RH+ fırH+.. + Pit. ..... 

Hienach iſt man Im Stande jede algebraiſche ganze Funkzion einer veraͤnderlichen Größe, 
deren Erponenten auch negativ ſeyn koͤnnen, in eine nach den Potenzen des Bumwachfes fortfchreis 
tende Reihe zu entwickeln, wenn man die auf einander folgenden Ableitungen von fx, welche un⸗ 
abhaͤngig von der Groͤße des Zuwachſes der veraͤnderlichen Groͤße ſind, anzugeben weiß. Dieſe 
Entwickelung nach den Potenzen des Zuwachſes bleibt aber nicht allein auf-algebraifche ganze 
Funkzionen von a eingefehränft, fondern es laͤßt ſich auch leicht überfehen, daß fie von jeder mögs 
lichen Sunfzion gelten muß, welde man in eine nach den Potenzen von x fortföhreitende Reihe 
verwandeln kann, weil ſich alddann von berfelben, nad) der vorftchenden Regel, die Ableitungen 


finden laſſen. Da nun alle his jegt befannte Funfzionen in Reihen verwandelt werden koͤnnen, 


"welche nach den Potenzen der veränderlichen Größe fortfchreiten, fo ift man auch hienach im Stande 
die Ableitungen dieſer Funkzionen, und daher auch die Entwickelung nach (7) und (II zu beftimmen. 
Der vorftchende allgemeine Sab (I) zur Entwidelung einer jeden Funfjion nad) den Po- 
tenzen ihred Zuwachſes, führt den Namen der taylorſchen Reihe oder des taylorſchen Satzes, 
von ihrem Erfinder Brook Taylor, welcher dieſe Reihe zuerſt in ſeiner Schrift: Methodiu in- 
crementorum directo et inversa, London, 1715. gegeben bat. 
In der Folge werden die wichtigften Anwendungen diefer Reihe vorfommen, da ſie in der höher 
Analyfis eben ſolchen Einfluß bat, ald der pythagoriſche Lehrfag in der Geometrie; auch werden die Bälle, 
in welchen diefe Reihe auf unbeftimmte Ausdrüde führt, noch befonderd entwidelt ($. 205.) 


Ss 17. 
.Die allgemeine Anwendung der taplorfihen Reihe auf die Entwicelen der Funkzionen 
"hängt davon ab, daß man die Glieder derſelben, oder welches einerlei ift, daß man von jeder möglichen _ 
Sunfjion einer veränderlichen Größe, die entfprechenden Ableitungen anzugeben im Stande ift. Es 
ſollen daher hier nach einander für die am meiften vorfommenden Funfzionen, die entſprechenden 


u Ableitungen entwicelt werden. 
Nach der Regel im vorigen $. ift es leicht, von jeder algebraifchen ganzen Funkzion die auf 


einander folgenden Ableitungen auch in den Glen zu finden, wenn die Erponenten dee ver aͤnder⸗ 
lichen Größe negativ find. 
Waͤre z. B. fear — ba gegeben, wo &, A auch negativ ſeyn koͤnnen, fo findet man 
fo = gan — — 
[’x = ale —1)aa — PART 1) 5x2 
fa = a Na Yaxrs — BE-NE- Ni 
Die Ableitungen von far zu beſtimmen fegt voraus, dafi der entfprechende Werth von fz, 
die veränderlihe Größe z. enthalte, weil nur eigentlich bei einer folden veränderlichen Größe eine 
Ableitung ftatt finden fann, weshalb die Ableituns einer beſtaͤndigen Grdße = 0 iſt. 


J 
® 


fix = A.0x' = 0.1 = 0, oder für 
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Hievon kann man fi fo aberzeugen. Es ſey fe — 4 Tine beſtaͤndige Größe. Nün iſt 
4 == Ax°, wegen 2° = i, daher erhält man nach der Regel S. 176, aus far = Ax°, 


- 


) fe = 4d4wpdf'x = o, 
d. h. jede Ableitung von einer beftändigen Größe ft = o, 
Waͤre daher z. B. u 
fs=atbx + 6x2 + dx’ + ext gegeben, fo wird P 
” i x =b +2cx + 3dx® + 4ex: 
fx = 2c + 2.3dx + 3.4ex? 
f!x = 2.34 + 2.3.%ex 
fx =2.3.%e 
f'’s=o. | 
Auch fieht man hieraus leicht, daß wenn in oc” der Erponent r eine pofitive game Zahl ift, | 
die r + ite Ableitung von x” verfhwinden wird, Died gilt aber nicht, wenn r ein Bruch oder 


eine negative Zahl iſ. 


Die zweite, dritte, vierte,... Ableitung einer Sunfjion beißt eine Höhere Ableitung und wenn man 


die rte Ableitung einer Funfzion für jede mögliche ganze Bahl r anzugeben im Stande ift, eine alle 


gemeine Ableitung der gegebenen Bunfsion. 
\. 178. 
Die abgeleiteten Sunfzionen fönnen auch noch dadurch bezeichnet werden, daß man die erſte 
Ableitung von „= fx durch 5 die zweite durch y’s; die dritte durch y; u. ſ. w. andeutet, 
Diefe Bejeichnung ift aber nicht für alle Fälle zureichend, weshalb ed nöthig ſehn wird ein beſon⸗ 
deres Zeichen einzuführen um anzudeuten, daß von irgend einer Funkzion eine Ableitung (Deriva- | 


. tion) genommen werden fol. Hiezu Tann ein Eleined (curſiv) 0 dienen, welches ohne Ordnung: 


erponent die erfie Ableitung; mit einer Fleinen 2 die zweite; u. ſ. w. bezeichnet, 
Hienach find. folgende Ausdruͤcke einerlei: 


Jx=y 
| f=y=0y 
- . f’» =y O*%y 
| fx=y/=0ry 
und überhaupt fs =0y. - 


Auch folgt hieraus, 
of f'x; A eh, of = fix; ...... 
fa fx; fe=f'x; ft mfin; serie 

. Die oben ftehenden Wertbe in (I) S. 176. geſetzt, gegeben, won fo A) my + w 


für die taylorfche Reihe folgenden Ausdruc: 


(7) yte= =y-+-- hen... 


mer rare... 
- — ee Die 


Taylorſche Reihe und abgeleitete Bunkzionen. 5.17.  . 225, 
- Die Ableitungen der Funkzionen verdienen noch eine beſondere Rädficht. Den biöherigen 
Vorausſetzungen gemäß war y.eine entwickelte Funkzion von x, welche man durch fx bezeichnete, 
Erhielt x den unveränderlichen Zuwachs A; fo bezeichnete w den entfprecdhenden Zuwachs von y, . 
al ytw=f(x K). De BZuwachs h von &xCiſt geheben und unveraͤnderlich; aber der 
Zuwachs w von y ift veränderlih, weil er ($. 876. II.) eine Funkzion der veränderlihen Größe 
os iſt. Hienach ift ein vorfentlicher wohl zu beruͤckſichtigender Unterfchied Jwifchen den beiden ver= ' 
änderlihen Groͤßen x und y. Denn ob fie’ gfelch wechfelfeitig Funkzionen von rinander find, fo J 
iſt doch der Zuwachs der einen eine beſtaͤndige, der der zweiten eine veraͤnderliche Groͤße. Offen 
bar ift es willkuͤhrlich, welche diefer beiden verämdetlichen Größen einen beftändigen Zuwachs erhal⸗ 
ten ſoll, denn man haͤtte eben ſowohl in „= Fr den Zuwachs von y,— h ſetzen können. Al-· 
lein, wenn einmal: unter mehrern von einander abhängigen veraͤnderlichen Groͤßen eine angenommen ' 
iſt, deren Zuwachs unveränderlich feyn fol, fo muß diefe Vorausſetzung im Verfolg der Rechnung 
wohl beachtet werden, daher man auch diejenige veränberliche Größe, deren Zuwachs als unverän- ° 
deslich angenommen wird, die abfolur oder unabbängig veränderlihe Bröße, duch Urver⸗ 
änderliche Fariable independante ou principale ) nennt, -um fie von den übrigen abhängig 
veränderlichen Größen, deren Zuwachs · veränderlich if, zu unterſcheiden. Bei den biögerigen Un 
terfuchungen war x Die unabhängig veraͤnderliche Groͤfe. J 
Wenn hier und in der Folge nicht daB Gegenteil bemerft wird, fon unter x Jebehmal 
die unabhängig Veränderliche verftanden werden. | 
Die Regeln, nach voelcher die Ableitungen einer jeden Funtyion gefunden werden Tönnen, ’ 
heißt die Ableltungorechnuns. Sie wird auch Differentialrechnung genannt, weil man aus i 
den Differenzen einer Funkzion die Ableitungen derſelben finden fann ($. 570, ), welche alddann 
Differenziale heißen und nichts anders als Koeffitienten von den aufeinander folgenden Gliedern 
der taylorſchen Reihe ſind. | | 


179, 
J Weil durch die auf einander folgenden Ableitungen die beſtaͤndigen Faktoren vor den ver⸗ 
aͤnderlichen Groͤßen nicht geaͤndert werden, „fo fann man auch) diefe Saftoren außerhalb des Ablei-⸗ 
tungszeichens ſetzen, oder es wird, wenn A eine beftändige Be iſt, 
| DAN). (2) ==; zer. BE . 
Die Ableitung von der abfolut veränderlichen. Groͤße x- Mi finden ‚feße man  - 
fx =x, fo wird nad der Regel $. 176, 
fo a1.x0 = 1, oder auf „ 
(I) 9x =1, alfo |. 177. 2 
dx a0; Oo 0; HH m0;. 4... 
Hieraus folgt, daß die erfte Ableitung der abſolut oder unabhaͤngig veraͤnderlichen Groͤße 
der Einheit gleich iſt, wogegen die Ableitungen der abboͤnis veraͤnderlichen Größe Funtzionen d der 


abſolut veraͤnderlichen ſeyn formen, | 
Evtelweins Anelvſis. 1. Bart. | 857 


v 
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Es laͤßt ſich n nun von dem aerdenc an® jede bleitung gau; aldi angeben. Denn 
re | fx - as", fo wird fa oder | | ——— 


ad Km ng: 

' a dt ar == n(n—1)asrt , 
adtar En — ) G —)a 

—RE a("—1)(n—2)(a — 3) ur 

und überhaupt die allgemeine Ableitung 
_ : (IQ) a —mul-i) Rd arten, 
oder auch, nach $. 6. und 20.,. 
ae m—r! nor 
. wo n jede mögliche Zahl feyn kann. 1 
| Fur rn wi 
are nV) u... 3. 2.1. 22°, oder 


— Saharn!a 


Wird ꝛ negativ alſo > = -_ fo findet man and (UI) : 
ur) el mtna+d @+9.... tr) 
wo. daB obere Zeichen für ein gerades, dad untere für ein ungerades r oil, \ — 


doͤr n=1 wird 
m: cher ze, 


$.. 180, 
7 &ucht man die Ableitung von der Funkzion ax, wo der Erponent von a* beraͤnder⸗ 
lich iſt, ſo kann man die erſte Ableitung Bucch Iy == I (a) oder fürger duch dy = d.a” bes 
zeichnen. Run ift, wenn man /gnata = @ ſett, nach $. 162. (XVI) 


“=14+jetne +H=+7 hehe 
eetr+ttiertlnr,..... | 
| =elitie+rg® Hit Jene 


O. = a*,.Iga. Hieraus ferner 
0° ..a* = dar. Iga —= a“. Ig?a 
9. m akg?a und überhaupt, wenn bier durchgaͤngi nur. natürliche Logarithmen 
‚verfanden. werden, findet man die allgemeine Ableitung | 
| (N. or = a. kra. | 
Bedeutet e die Seundpapl der natuͤrlichen Logarithmen, ſo wird ge e 1, daher 
Meer 
oder alle Ableitungen ſind in dieſem Falle der Urfunfgion gleich. 


F 








, 
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, Roc $. 164 (IP) iſt 


Kit =n— ie tie 4er... fe 


Ott =i-eten 


trat... 


Il +a)= et oder, c— 1 fatt x geſetzt, 
85 — — leo m hieraus ferner 


eu =— 1.0 


(UT) Ok +1. 2. 3.. 


.(—1) ne lee un 


. 


Ham — 1. 2. 3. ac, und aberhaupt 


— ten! 


wo Dad obere Beichen für ein gerade, dad untere für ein ungeraded r gilt. 
Eben fo leicht laſſen ſich die Ableitungen der trigonometriſchen Groͤßen finden. Nach $ 168, fr 


ne=7—73 +5 


cos x = I- Ft 


Osinz = 1-5+Z 


2 er bb — —9 
ine=— 47 


ine=—1+5 


u. ſ. w. ben fo findet man 


- se’ 
Ioss=— +3 — 7 


"om it — 


uf. w. Bird diefe Rechnung weit genug fotarie fo „entftehen folgende Werthe 


O rin æ -cos 2 

Osinz = — unx 
| sin m 008 . 
—— Hunt sine 


sine cos . / 


Ö'sinz = — sin — 
O'sinz = — 008% 


. 
...1r 0 10000060 %° 


oc? 
7 24 und 
6 
af 
-5+ . * 0058 


206 oc? . 
sy ty. = gas 


- G+5t+. =-wr 


mE. ms 


co x = — sinx 
0° 008 2 == — 008 & 
cos = + sin 

òõ cos = cos x 
com — sin. 
car = — cos 
eos sine 


| rer ne 


r 


* 


unterſcheidet man die geraden von den moeraden Ableltůngen, ſo erhält man lem, 


. went r ‚jede pofitive ganze Zahl bedeutet: 


IP) Fans tsinz und gehn own. 


0: ) Droemer ce und IF os = F sin. ' 


. 0 bis. oberen Zeichen ie ein "orale, die unteren fe ein. ungerades r gelten. 


8 


5f2 








‚228 a Oiebentes Kapitel. 
Nach $. 174. iſt ferner a J | 
- 5 5 5? .3. 5. 9 ' \ s . 
nme Hr Htrhl Ttamsst-- | 
Daher wird _ Ä N ——— | | 
OArcsne=1+4ar +35 EINERELDAFERTL BEN See 
Dieſe Reihe ift aber nad 3. 31. = t. rg» Daher wird | | 
(VI) 9 Ars = an 


1. 
vaze’)‘ 
Eben ſo findet man ni §. 174. 





— oc’ Me 135 0 - 
— pn ——— (GUME  ——— ‚a — 4 
1.3.5 u, 
udn a — „6 ” 
0 Arccosx =E. 143 37 246° — ... 





folglich 9. 31. — — 
EU) BAre ca = 1 


Weil fih nach den vorfichenden Sägen auch die, ——e— transcendenter Größen finden 
laſſen, fo ift der taylorfche Sag auch auf kuntuonen, welche deegleichen Groͤßen enthalten, anwendbar. 


— 


2 


. 181. 
Aufgabe: Bon der Reihe | 
y=A+4,x + 4, J FE OB 'y 22 vo 
die rte abgeleitete Funkzion zu finden, 


Aufidfung. Es wird 
0y7714,+24,2+34,x" +44, 21 45.4, came \ 
@y=1.24,+2.34,2+3.44, x +4.54,0° +.. ++ nt) Ana +.. .. 
3,1. 2.34, +2. 3, 14,0 +3. 4.54 ee et. 
u. ſ. w., oder auch — 
9y=14,+2A,0 +34, aA SA ll) Amar +... 
‚9y=212,4,+213,4,2424,40° 4+...+2! 04, Amart... 
0y=3:3,4, +3! 4, A,x + 3:5, A, æ +....+3!(n+3), Ar" +... 
09y=4!4, 4, +4!5, A re 6, den a &- 
daher ganz allgemein. 


2 


4 


x 


F * Mt — ... 
5 189, u 2 
Sind —* und. Fx- deelhhiedene Buntjienen son der unabhängig veränderfichen Greße 2 
und man ſucht die Ableitung don dem Prodult F. Po oder olfe.Fx), fo wird nach $. #76, 


EN \ 
) 


⸗ 
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SCHNn sc + tft fat... 


Fatn=rat+zg Pat Petgretee... 
Beide. Reihen mit einander multipliziert und die Summe derjenigen Glieder, welche den Fak⸗ 
tor A? und die hoͤhern Potenzen von: A ‚enthalten, unter dem Ausdruck A®.R begriffen, wird 


— F(cx--h) =fax.Fx +4 (fx.F’x + Fx. fx) + x R [14 


Man ſetze px = fx. Fa, fo wird 
26 — N Fa+ » und 
pa+n=gr+7P tn ztmpst... und nad [1] 
et N=sere + (fx. Fxz+-Fxfao) RR 
Beide Reiben einander gleich Hefest, 9x =fx.Fx vorggelaffen und durch A dividirt, giebt 
pPaetnpetipet...=feFa+refotaR 


Weil A jeden Werth erhalten kann, fo fee man'h = 0; dann wird | 
9 =fx.FxhFo.f a, ode, wegen _ 
gz=fx.Fa,coeoyx=—=0(fx.Fx), 
' (T) I (fx. Fa) = fx. FxcFx.fx, 
ober er, wenn-man fr = p und Fx==g fegt, wo p und g’verfchiedene Sonfjionen von & find, 
0011) õ (p. D=p.g + 9-Pp, oder auch 
o(p.=Ppdg + gar 
Die Glieder der‘ vorftchenden Geigung dividire man durch p q, fo wird 


ap.) _ er 24, 
P-9. + 


chung in 
26 N m er + I) =), oder weil 2 (m) 


tn = = tu + ut, fo wird 
em +7 9: 4: en, Oder auch 
(IT) O(p.t. = = tudp + pudt + ptöu \ 
.Mehnliche Folgen erhält man für mehrere Faktoren, daher findet man die Ableitung eines 
ſolchen Prodults, wenn die Summe derjenigen Ableitungen genommen wird, welche entſteht, wenn 
‚man nach einander die Ableitungen des gegebenen Produfts fo nimmt, ald wenn nun jeder einzelne 


Faltor veränderlich wäre. 9r 


1. ‚Beifpiel. Von dem Produft y = (« + bat — =") e — ea — =) die 
erfte Atleitang zu finden, ſete man . 


"Man ſete g = ru wo fi u Hanni von x find, fo verwandelt ſich vorſtehende Glei⸗ 
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p=o+be a; gze20—e2t — æ20, fo wird 

Op = 2bx — 3x? und dg = — Kex! — 5x*, daher 

= (a+ bx? —a°) (— beat! — 55) + (e eat — a) (le —3r*), 


, BZeifpiel. Die erfte Hleitung des Produkts 

ı | y=@-)G+en— a) (+0 4a) un ſuden, fee war 
‚p=ı—at =bto=— ae mdume gut + 2%, fo wiıd 

Ip=1; dt=c— 2%; dumm 35x? + 42°, daher nach (III) 
H—(2—a)(b+ ——— — +x*). 


> 3 Beifpiel, Vom Produft y = (ax + sin x) (*— c)(d+ er) bie. erfie 
Ableitung zu finden, fege man _ “ 
pz3aX Fin te om um dt Igx, fo wir 


Op = ara + ca; tab" ib un dumm, daher 
y= (x o)(d 4142) (ar + 008.2) + (ar +einz)(d+ ga) drigb+ (ax tetna) N, 


Dur die vorftehenden: Beiſpiele übayeugt man. fi leicht, welche Exkeicterungen fuͤr die 
Rechnung aus den aufgeflellten Sägen enieiagen, vu dederqh weitlaͤuftige Wultiplifationen er⸗ 
ſpart werden. | 


$, 183. 

Zuſatz. Weil die auf einander folgenden Ableitungen von dem Produft y = p. .q .oft. 
erfordert werden, fo bemerfe man, daß Op, dp, Op... . als Sunfjionen von & ebenfals 
als folche bei den fortgefeßten Ableitungen beßandelt werden muͤſſen. Nun war 
| 0 y=p9q + q9p, daher wird | 

y=pö’rg+opdg+g9r+ dgdp, "ode 
öty=pd’g + 2opdg + 9*p.g. Hieraus 

oy = potg + 309p.0*q + 30°p.dg + 9’p.g . 

0*y = p0*qg + 40p.0°q + 60°p.9?qg + Ad’p2.dg + 92.4 
y=pörg+ 5:0pg +5 pi + 5, pi + 50tpdg + ö'p 
m ſ. w. wo die uebereinſtimmung der ZBahlenkoeffizienten mit den Binomialloeffizienten list. 3 
bemerken iſt. 

Gilt nun der vorſtehende Satz fuͤr 

ν« por + r.öp. og + r,0?p0g 4 F— . . P . .. 
fo muß ex auch Für d gelten. Denn man nehme die erſte Ableitung von dem voeſtehenden 
Ausdruck, ſo wird 
omy ——D——— .. Hradpöghötp. q 

+ropfgt rn öpentg nA ptgt.. tt. "P2g 
daher wird, wegen $. 38. (LXT), 

ty =pöetg ler +loptg po +... . 





! 
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Run gift diefer Satz erelhredr=3, daber muß er auch für 
tim 5, 6, 7 .... alſo für jede noch fo große ganze Bahl r gelten, 
“ Hienach erhält man bie allgemeine "Ableitung, oder 
a(p- 2 =pegtrapeg + eg + * Pag +-: +? :q 
5 18. - 
| Unter der Borautfegung daß pP. % u, v, w Funkzionen von = find, die Ableitungen 
> von der gebrochenen Funkzion / EI zu finden, erhält man hieraus yuva = pgt, dar 
»* vo. F 02,28 ö ö FRE | - 
-08 9 ww 1 N 
Ttr=tr7+7=e7tr7 ri 
ou. 2+4+5-2-%-2 


Ehen fo sit dieſer Sat für jede noch fo große Anzahl von Faltoren. 
Sry = 4 wird 2 = — Ex „oder auch 


Bey Zn = Eꝛ, one auch 
um a(2)= erzedt, | 
Eben fo findet man -. 
ar) 8 (@) = pad + 1u32 — 200 
u. ſ. w. 
J. Beifpie. Die Aökitung vony= er, zu finden, feße man 
ma trbtmdumc-ert + a, fo wird. Ip = 2bxr und du m3en* 4x, 


daher Iy oder k 


2(e + ex! + x%) ba — (a + bx°) Sex’ * 4x°) 
ö(? =: (e Heat + xt)? 


2. Beifptel, Die Ableitung un SERIE ER pa m 

Zu | - 

yeo+% gettai und u == 28 c, fe wid. öp=1; gG=76r5 
und u me 2x, daher i . i . | . . 


. (a +$+x) (30? = 6) _ *23 
E) en) _ Wert a YA +“) — u te +) Ylb tx) 
ee c) / 


“ let 9) +29 G+rn)—Teete (+x 












> ⸗ ' ” ) * 
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| * 8. 185, R j 

88 laflen ſich nun auch, außer den Bereits. :$. 180, entwiclelten een Muh 
den, leicht die Ableitungen der übrigen finden. En 
Denn 8 ag x sin © ; alfo |, 184, (LIT) 


cos?’ 


dry m iQ eine — sinn. d cor= men, oder, wegen $. 180, 


cos x? 


Li 





on 2 
Ra tm, oder es wird, “weil cos = + sin a —=1, 
Xx F 8 | —. . . 1 J 

(I) urn man. 


el cot æ =, fo wird $. 184. (X) 





; 1. 915% 1 
— — — ——. | 
ôõ cot = d tg 75) — gu: 7 cos x? 1g x" | . 
sin »* ' J | 
Aber 15 æ⸗ * rd baber . . 


gm = — cosec. æ⸗ =. — (1 + cot * 


(u) 9 cot x — — 


* _1_ ‚O0 _. sinw _ 
Wegen seo x = —— IE: wid dscc m — a En Od - 


9 —XE Er == tg sec, 





j | ‚d sin X. cos % ⁊ 
Aus cosec x = 55 folgt 0. seco = — = — ng oder 
\ 17) 0 cosec = — sex == — cot x c0sec . 
sin x 
Es iſt ainvers x 1— cos, alſo d sinvers æ — — 8 cos, oder 
(H)Osinersa=sinz. .. \ 
und weil cosinvers — 1 — sin , ſo wird 80 cosinvers æ = — 95 sin &, oder 
- („1 ) 2 cosinvers æ = — cos. N 
a §. 186. 


Es hat nun keine Schwierigkeiten von einer jeden Funkzion, welche außer der Urveraͤnder⸗ 
.lichen ar, feine andere veraͤnderliche Größen enthaͤlt, die Ableitungen zu finden. Wenn hingegen 
y eine Funkzion der abhängig veränderliden Größe p, und p eins Funfzion der Urveränderlichen 
x, alfoy = Fp md p=fx wäre, fo ift nur dx == 1 und ed entſteht die Frage, wie dy 
als Funkzion von p gefunden werden fann, da p nicht die Urveränderlihe ft. | 
Man bemerfe zuvdrderft daß diejenige Funfzionen, welche feine amdere Beränderliche al die 
Arveraͤnderliche enthalten, einfache Funfjionen, und daf diejenigen, welche ſolche veränderliche Gro⸗ 
fien enthalten, die wieder Funkzionen der Urveränderlichen find, sufammengefegte Zunfzionen ges - 
nannt werden. So ift p = fx eine einfache, und y = Fp eine yufammengefegte Funkzion. 
‘Der Unterfihied zwiſchen den Ableitungen einer einfagen und zufanımengefegten Sunfzion | 

un fi überſehen⸗ wenn man ⸗ 182. au 2 | i | 


x 

















- 


- 
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p=t= u fest, fo wird -. ‘ » 
' 0.p? == 3p? Op, wogegen 
9.2: = 3x2 iſt. 
Seht man — Fp = ps, fo wird 9. Fp = 3p®. öp und ı wenn man IFp und Fi p 
dadurch von einander unterfiheidet, daB die Bezeichnung 
OFp gan atlgemein andente, daß die erfte Ableitung von Fp genommen werde, wogegen 
F!p bedeute, daß man die erfte Ableitung von Fp fo nehme, als wenn p die Urveraͤnder⸗ 
liche waͤre, 
ſo erhaͤlt man auch | 
Imr= 3p°.Op Frp. Opꝓ. 
Mit Beibehaltung dieſes Unterſchiedes zwiſchen OFp. und Fa p, ſey nun ganz allgemein 
y=Fp. Wählt dann p um v, fo ſey w der Zuwach von y, daher wid ypw=F(p-&v) 
und man erhält eben fo wie y 176, (IT) | 


w=vrpr+; Fp + Fr+d% TFep+..... III . 
wobei wohl zu bemerken ift, vaf die Ableitungen Zip; Pr; nn ebin fo genommen werden als 


wenn p die Unveränderliche waͤre. 
Für p = fx wahfe p um v, wenn x um hr waͤchſt, fo wird nach $, 176; an _ 


v=ehf’c+ 2, fex x + fx +...» oder wenn man alle Glieder, 


welche den Faktor A2 und die höheren Potenzen von A enthalten, mit A®.R bezeichnet, fo wird 


vmıhf'cx--h®R=ırh(f"a + HR), alſo 
= rn. (f"x + hR)* 
u. — h AR)t; uf. w. 
Diefe ehe in [I] gefegt und durch h dividirt, giebt - 
e=(f’x AM F'p +5 " fx+ hR)® Fip tr... 
> Weil pP eine Funkzion von x und y von p ift, fo ift auf) y eine Sunfjion von x, und 
wenn gleich die Geſtalt dieſer Bunfzion unbefannt ift, fo fann man dennoch feßen 
y=9YX% 
Waͤchſt x um », fo wa p um v und y um w, daher wird $. 176, (IT) 
erste 9 tn are Blch wer 


—E + 2 p* x + .. = Sc AR) F'p + * (f'x + AR)’F’p hai 
und weil’ diefe Auddrüde für jeden Werth von Ar, alfo auch für 7 == o gelten, fo eilt ı man 
0 diefen Sal ' 


⸗ 


— x. Fi p. 
| Nun war y= ga = Fp, bdaher wid px = öFp, und aus p=fz wird 
op = f'x. Diefe Werte’ in vorfiehenden Ausͤdruck gefegt, giebt n 
Gytelmeins Ynalyfis. I. Band, . | £ ®s 
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Hieraus entſteht die Regel: 
wenn p eine Funkjion der Urveraͤnderlichen = iſt, und man ſucht ve Ableitung von Fp, f 
j nehme man diefe Ableitung eben fo ald wenn p die Urveränderliche wäre; nur daß man der⸗ 
felden noch die Ableitung von p, alfe Op, als Faktor zuſetzt. 
Weil p =FSx alſo Fp = Ffx iſt, fo erhaͤlt man auch 
(II) OFp = OFfx = F'fx.f! x. 
Bin Fp = 2x gegeben, fo erhält man wegen dx = 1 
(HI) OFp = F'p.dp = 9'x, oder auf 


9! \ 


1, Beiſpiel. Die - Ableitung vony=ap-tip w finden, wenn P eine Sunfion 
von der Urveraͤnderlichen & iſt. Man febe | 


ap” riep=Äp fo wird nach (7) 
Fııy= arpftt - * = rt, daher IF p) oder 


dlap Fun = "IE —— 

2. Beiſpiel. Die Ableitung von ya = kin (ax —'bz*) wu finden, fege man 
=ar—bax* und Fp=sinp, fo wird ($. 180.) FFp=cosp=cos (ax —bx). aber 
Op=a—2bx daher OFp=Op.F'p oder 0 sin(ax—br’)=(a—2bx) cos (ax —bx*). 
3, Beifpiel. Aus der Gleichung ap — bp‘ + 1g’p = ren die erſte Ableis 

„tung von p ju finden, fege man | 
Fp= ap’ —bp' + igtp und fx = 

F'p = 2ap — 5Sip* + SER, md 


S'x == nt, babe nad) (LIT) wegen P= er 
Böex"— 2cx?ı b) 
‚(e—x)?(2ap?—5bp! +3ig”p)' 

4 Beiſpiel. Aus der Gleichung y = Ig (a? „m p*) die Ableitung von y zu finden, 
fege man a? +r=9 ſo wird y=Igg alſo = a, Es ift aber 9g9=2pöp, folglich 
_2poOp - 

ar — Fer 
u Beifpiel. Die Ableitung von y = p“ zu finden, wird $, 160, 
By=zigp alfo 6. 183. j 
Ol p P lge p; aber u 


ouy= = I = 





ben’ ‚fo wid 





op= 








—P, folglich 9.p* = pr. Oley oder. 
| er N 


— 
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Bier pw «. vertaufcht, fo findet man Ä 
9. = (+ ir). 


6. Beifpiel. Die auf einander folgenden Ableitungen vony= = 0° au finden, wird 
- dymlliHlx)a*; ober wenn man 1 P ig m == ſeht, 0g= 2 daher 
Oy='ga“ 


#,y=(5+r)= 
y=(-A+lırg) 
= -Aetsrirte)® 


ey= -:-21-5— taste) " 
u ſ. w. | J 
187. 
1. 3ufag. Nach (I) wird wegen $,180, 0: Fed. Ig.a. dp. oder, wenn man. p=fx 
feht, 
| (I) d.cd” = uf“, a. fin. 


$ür a == e wird 
| UT met, fix. | 
Auf ähnliche Art erhält man nad) $. 180, un 188. .._“ 
(m) I,lfx = Te 


(HU) d.sinfx = f!n.00 fe md d.drisinfs= 1— SFr 


an d.cafz—= — f'ıx.sinfz mb d.Arccosfı = — 
— ) 0. fc = * > und 0 ..Arc #f/z =; 40 
rn. O;cofx = 555 und 0. eg 
x 


Fu) sec —=f'x.tgfa.secfz und O.Arc secfx = SASZT 
(WII) 9 .cosee fr m—f "w.ootfo.coseofa und d.Arc cosec fx = en 


(IX) d.siwersfz = f’x.sinfx und 8. Arc sinuers [0 = el - u 


) O.cosinvers fx = — f'x.cosfx und d. ‚Arc cosinvers [x = RR Ga 


In (II) werde nah einander sin x, chez, 15 az u, " w. ſtatt fx geſeht, ſo findet 
man ferner 
Gg 2 
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(x) dig sin x = ot.x 4— 
(XII) Olg 08x = — E72 
1 0.2 


i (XII) lg tg æ 78 7 
—1 —2 


6IV) õ Ig cot æ A  sin2m . 
(XV) Olg sec. 19% ' " 
(XVI) O1, 00secx= = — cot =. 


- Hieraus überfieht man auch wie in dergleichen Fällen, in ber asteiang, die Logarithmen | 
wegfaden, 


⸗ 





5 188. 
2. Zufag. Man fege Fp = p" wo n jede ganze-ober gebtochene poſitive oder negative 
BSahl bedeutet, fo wird FFp = np", folglich d Fp oder 

9 r = np"0p. 

. Au wird hieraus d.p" = — np"-1d.p, ode 


1 nOop . 
I. En _ ar 


LBeifpien Die Ableitung von (a — bt + —8* zu finden, ſetze man 
p=a— ba! 0x*, fo wid dp= — 3bx* + or’. Abe 9.pr® == 5p*dp, daher 
8.p =5(a — ba? + cat) (ka? — 3be°). | 

2, Derfpieh Die Ableitung von Ya + b2° — cat) zu finden, ſche man 


p=atbe ort, fo wid p= 1004 — jca®. 


Aber d.p= ip tor = = = daher 
p" 





u. et tee wu 
Verde — 15°) 


3. Beiſpiel. Die Ableitung von a, zu finden, fege man - 
p=x+ Ye — 2), fo wid Op=1— (a - a’)! | . 
Aber 0. ==, daher -- UU 


3. 4 _-Atzlt-n)t _ __ see) 
Bra) ra yVa—ar)" 
4, Beif Die. Die Ableitung von e”* zu finden, fege man p = e*, fo wird 





= (et = 0X und Id me G. 180.), daher \ 
9m ne t.e® oder Zr 
O. unc, | ' —— 


5. Beiſpiel. Die Ableitung von ** = ei finden, ir man p er, fo wird 
Op ne und" a ex, daher | j 


P 
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1 nx 
- 0 - = — --, oder 
6 


Dieſen Ausdrud hätte man auch aus ‚dem 1 vorhergehenden Beifpiele erhalten fönnen, wenn — n 
ftatt z gefeßt worden wäre, 

Bei der hier gewählten Bereichnung ift wohl zu bemerfen, daß, tvenn die erfte Ableitung 
von p" genommen werden fol, died mit J.p”. bezeichnet, daß aber die nıte Potenz von Ip durch 
Gpp == Ip” angedeutet wird. Hienach iſt ferner 

9 (pr) = Or.p”, wogegen — 
(or p ungeaͤndert durch (Op), oder wenn feine Verwechſelung zu befürchten R, mit ar Pi be⸗ 
zeichnet werden ſoll. 
34. 189, 5z2 


3. Zzuſat. Die Ableitung von y= * zu finden, wenn pıq willluͤhrliche Funkzionen 


der unabhaͤngig ee x, und n, m ganye oder achrochene⸗ noſitiye oder negative Sahlen 
- bedeuten; erhält man $. 184. (IIT) | 


- * 


3 ——— onen h. 188. 
ap" __ ngp"öp—mp"dg- 
een. 
Hierin n anftatt m geſetzt, giebt 
un 8 —— 


Ferner wird hieraus 
a? ang är— 
17 


248 . 
— —— oo. 
ZA Zur I | 2. 
2 = 2er pn. 
® Vz = ZI 
4. 100. 


4. zuſas. Sucht man die Höheren Ableitungen von pP”, fo wird, wenn man 
-op.dp = Op’; öp · õↄp = Op’; u. ſ. w. fehl, | 
d.p" = mp"iöp, daher $. 183, a | BE 
02. ee a A +- mp"":0?p " 
0°.pr = m(m —1) (m — 2 p”50p? + 3m (m - — 1) prdpö® p + npeöp 
&.pP=mm-—1) (m — 2) (m 3 p"t2p “+ 6m(m— 1) (m— 2) pr p?o®p- 
Ä + m (m — 1) —J +3 (d?p°] pP”? + mp 


N 


u fe w. 
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| oem = — m wid p = daher 


».1= ehr —mpötp]) 
(m+1) (m+2) 09 p* Im (m+1) pöpdp tan ötp] 


; [m 
= 3 fm (mt) (m+2} (m+3) 0p* I 6m (mi) m+2)pöp'ö'p 
+m (m+1) Kara) mp r] 
U. f, w, . 
Allgemeine Ausdruͤcke fuͤr die hoͤhern Ableitungen findet man $. 880, 
Um das Gefeg zu erhalten, nach welchem die Ausdruͤcke der’ höheren Ableitungen —— 
wenn d? p==o wird, bezeichne man die Bahlenfoeffisienten von Op mit A, ; "As; Ai. 3...... 
ſo wird mit Anwendung der Bejeichnung für die Binomialkoeffizienten, für | 
| O0p=o 
d. pr=mp”” op 
22. pr=2!m. p"*0p* +mp"!ö®p, 
oder wenn man r! mp” "== pr ſetzt 
de. p y Op +?A:p, 0°?p, wo dh, =1 iſt. 
9. ep, op?+. 2 Ip. 0 p0°p, oder u 
+41 , > 
or. = = p, dp" +"Aıpı9pö*p. u — 
a. pr pu0Pp*t 3 12 op? o?p+’Arps 3, oder 
+° ı| 
ö*. BP" p4dp* +*4,p,0p*0°p ++4,p» (0° p)”. | | | 
Pı opld’ pP)’, oder 








9% Pr pop‘ t 4 Ps 0p° 0?p +2. ad, 
+4; + +4, | 
| x = p,0p! +°A: pA OPOäA, ps Oõp(O p-. 
0, pr=psdr't A ps öp*0°p+3.4,1pa0p*(ö’p)* + "Aapı(ö*p)", odm 
+ ’4. 





9°. p"= Pe d pẽ 6A; p,0p* oO? pt A, ?,0p° (9? pP)’ + A, Ps (0? p)®. 
ↄ. p. 6 |psdp' 9? p+4.°A, ı|Pı op (@p* +2: sA,|ns0p(d?p)*, oder 
+ A, . + 6A;\- ' + °A, 
O7. pr p} Op? +7 Ar ps Op O*p +74, ps d’ p (Ö*p)? + "A, padp(ö* p)*. | 
Geht man auf diefe Art weiter und vergleicht die gefundenen Zahlenkoeffizienten mit einander, ſo 
entſteht folgende Bufommenfielung: :; Fe 
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Ad, — = 1; A, = :4, + 2; 4,=:4,+ 3; A td, 4; . .o...0.. 
A , 4* 44 ‚+2 “As; A, A, +3. d.; 7 „= ‘A, +4. A.;. ..... 
4,=’4,;; "4, =°'4,+2.4; A, ="4,+3.74:; = 4, +4. ;. .... 


A,’ A,; A er t2.14,; 4,=’4,73.’4,; "A, = 4 tar... oe 
u.f.w. Hienach findet man 
ei +2 +3 +44... -0=n ($. 40. XIII.) 
»4,=3, +2.4-+3. 5,..+4. 8%, +...+ (nn 3) (n— 1), 
*36. +% +5, tr... Feb wer 40, (XIII). 


u f ‚In. 
"A, —8 +2,43 ++... + 5) Dil 
=3.5[5, +6, +7,+...+(r—1)], we $. 40. RI). | „N 


A, =1.3.5.n, Auf gleiche Weile findet man 
"4, =1.3.5.7.n,;"4,=1.3.5.7.9. ro, und überhaupt 
a, = 1.3.5.7.. .er—i). Nor 
Hienach findet man eir Opy==o . 
un mprior  + Am an Nm prtop 0°p 
- + 1.37, (n — 2)! ma pt dp” (9° p)® | 
+ 1 en 
+1.3.5.7n, man or Rn 


oder wenn man die Binominffoeffisienten z., n. " oo... in ihre Baftoren auflöft: 
anr-n [mir + 7 a1): m PApt örp 

+ a2, mp öpt(örp) 

+ 50 - 9 mu, pr O p*°(ö* p)* 


+ N mp pr p) 


ai — m hatt m gefekt, fo findet man ‚ wegen §. 38, LFI. : | 

u) [mtr 10 Aa—D, mt 2 part dp 

| + 13 m—2), (mEn—3)p? 87° (02 p)* 
J— (mn ———— Ge 


355 


wd dad obere Beihen für ein gerade, daB untere für ein ungerades nl. » - 


. , 
0 
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Für m -1 wird 
au) od * 2 ae NP Or ν 37” (8° 7)" 


mare — Honor] 


Wird dp = 0, fo findet man: 
0”. Pr — 27 ! mn pn äp" 
IV 
{ mE — +, LENNEN 


und daher auch 





„A. elop 
.ne. > a 





1. Beifpiel. Die nte Ableitung von == 5 zu ‚finden, ſehen man p 4 + bar, 


fo wird — 234 und 02p = 2b, daher nad) (III) 


+n! non _ Kin 
rg [ (2b — 3 (m (2ER + ba) 


LE (m — 2), 2a bar)? — = ie + 2 . 


Hienach wird Ä 
3.1 1 — 2bx 

"a 3 arbeit * de + bx?)? 

mr rm ah ine net 

- u . A: 
8°. — 3 73% een [82° 23 — Ab? (a + var] 

- j " 4 4 . 

J are! + 5x? = er 5.x?)8 [16 52 x —125° cc» J— ——— 


ſ. w. 


2. Beiſpiel. Die ate Ableitung von («+ yaym su finden, ſete man P= = a+bz, 
fo wird op = bund ö?p * o0, daher nach ur) 
Ka (a + ba)" = n! dr (+ —2 


3. Beif piel, Die nte Ableitung von — — zu finden, wid dp ==, daher ia (19°) 


+‘ 


(a * x)” 

oo on. 4 —4 at(m + n— 1,5" 
(a2 5x)” (+ den 
Für m = 1 wid rn 

“ or, - n!b" ü 


a ee he Sera = 
und für a = 1 und = — 1 wi 


= 


4, Bei: 
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4 Beifpiel, Die nie leitung von 1% p au finden, wenn dp 0 iſt. Man 
findet | 
ur = = er, alfo,- wegen — dap: = 0, 


= ZA dtlp= 2,7; ;0*lgp = tr Re folglich 


Alp + ana. 
Bürp= at be wir öp=b, daher 


0*. k.ati)=+ —*. 


Weil 14 - er = -%k « -> dx) ift, fo erhält man auch 


- 48 — 13 
* Ig (a + Die (a + 5x)"’ 


wo durchgaͤngig die oberen Zeichen für ein gerades, die unteren für ein ungerade r gelten. 








5. Beifpiel. Die nte Ableitung von e” zu finden, wenn d*p = o ift, wird für , 


y=e nach .17,,0y = Pop, daher ty e.pd.P.öp— e.äpr. 
Hieraud ferner d’y = ec. Op?; 04y = e.Op*, und Überhaupt 
ee. dp". - 


8. 191. 
— 58. Zuſatz. Waͤren die Beiden Gleihungn y == Fp und p = fx gegeben, fo wird 
Oy Fr p ‚Op und op=f'x, folglich 

| (MN ody=F'pf'z 

Wenn ferner die Gleichungen 

pi p=ggg=yimi=fa 
gegeben find, wo ꝙ und y Funfgionenzeichen eben fo wie EZ und f bedeuten, fo findet man ar 
gleiche Weife, wenn x die. Urveränderliche ift 
(A) 8, = Fp.gig.yit.fie. | 
Diefer Sag läßt fich leicht auf jede willkuͤhrliche Anzahl von Gleichungen anivenden. 
1. Beifpiel. Aus a beiden Gleichungen 


= a = und p= = — = die Ableitung von y zu finden, wird ” 
—X ——— dp und = — BEIFPSFET folglich 


(a »)? 
” _ €&- 23p 2 222 Gaæꝰ — 22? + c®) _ 
oy= p* — 
8 * 
2. Beifptel. Aus den vier Gleichungen y = —* u Di ter 


g=atre ude= Yo — =) wird 
Eyteiweins Analyfis. 1. Vaud. 56 or 





€ 
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j ge ar ar = an, = 1 1dı und 
. dt Teer Poli X 
N N —X 3 (cp — * — 24) (e9 — 5) —— 
SP — a . 
j. 19. 


» 6. Zuſatz. Bezeichnet wie bisher p eine Funkzion der unabhängig Beränderlichen z, fo 
wied d. ‚Fp = F’p-Op, und.wenn may‘ hievon wieder die folgende. Ableitun nach $. 188. 
und $. 186, nimmt 

%.Fr= Fip.ö:p + OF’p.oOp. 
Aber oFp=oFp.op=F?py.dp daher 
OFp= FEp.ö*p + F?p.dp®. 
Geht man auf diefe Art weiter, fo findet m man —* einander: 
OFp = F!p.dp 
. #Rp=Fp.d?p+F’p.öp® 
Ö’Fp==Fip.ö’p+F’p.30p. 0?p+ F’p.0p* 
. &*Fp = F'p.ö*p+F’p[10p0°p+3(0?p)’]-FF’p-60p”0”p+F*p.öp* 
0Fp=F'p. ‚OSp+ F°p5ßpd*p+100°p2 ’p)+F°p [100p?9°p+150p(0°p)?]+Frp.10dp*0?p-+-F5p.Op*® 
9° Fp= Fip.0°p-+ F*pl&öpd®p+150° pd*p+1000° p)?]+F*p[150p’9*p+609pd”pd’p-+150”p)*} 
u. kw +Fep[WOp PO? pP+50p" A’ p)’IHF*p- 150pt0°p+Ffp.op*. 
Wegen des Geſetzes, nach welchem die Glieder diefer ailtitungen foriſchreiten, ſehe man $. 880. 


z Sucht man die auf einander folgenden Ableitungen von re wenn p g willkuͤhrliche Funk⸗ 
pr von: Ai nd, fo erhält man (% 184. HL) 
6)* — 23 ”, und wenn mar hievon ferner die Ableitungen nimmt 


)= 2er_ ——— + 2rdr — 
0: (2) = —_ &p _ AArör tape —* 4 609pd9° 0300 ak seäs! 
7 * Er, * | 
(7) — *r_ FEED are — ——— +UOpAgE?g + BPÄgd’g +5 PR’ T" 
q 7 


BETEREE Ye + ar 
Zr ſ. w. 
Das Geſet, Pr welchen diefe Abfeitungen fortfehreiten, findet man |. 884. 
Beiſpiel. Die Ableitungen von ot zu finden, fege man p = * — 1 ünd 


qgexr—A, fo wird dp=(n-H1)2”; p—n(n ti); Op=ln—Yrln-+ 1), 
u. f. wög=1;d’y=o;uf. w., daher J 


- 














5) = 


te un ne 


wu + 1)0”- _ 2.41 a” 4 2609 
s—1 (vn — 1)? ki — hd?! 
(Nana tn" _ In (n + 1) 0” 6a +Nx” 
w—1 “1 + (a — I)" 
u. ſ. w. 
u; 198, 
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1 
2) = 


(= 


6 — 1) 
5. 


Ed iſt wohi zu bemerken, daß wenn p eine Funkzion der unabhaͤngig Veraͤnderlichen a iſt, 
alsdann, d. pP =rp” dp und dx’ = ra’ wir, | 


Wäre x nicht unabhängig veränderlich, fo wärde man alddann 9. x” 


ra 0x er⸗ 


halten, welcher Ausdruck in den vorſtehenden über geht, wenn = unabhängig veraͤnderlich, alfo 
dx == 1 wird. ($. 179), daher ift es ganz willluͤhrlich ‚05 man bei den Ableitungen, welche die 
unabhängige Veraͤnderliche enthalten, eben fo wie bei’ den abhängig Veraͤnderlichen verfährt, alfo 
die Apleitung der unabhängigen Veränderlichen oder Ix ald Faktor zufegt, weil hiedurch der ent⸗ 
ſtandene Ausdruck, wegen dx = 1 nit verändert wird. 


Diefe Beibehaltung der Ableitung von, der unabhängigen Beränderlichen hat den Vortheil, 
daß fie zugleich anzeigen fann, welche Größe als unabhängig veränderlih angenommen ift, beſon⸗ 
ders deshalb, weil in der Folge nicht jedesmal die veraͤnderlichen Größen durch die lebten Buch⸗ 
| ſtaben des Alphabets bezeichnet werden. Haͤtte man z. B. den Ausdruck 


u == ab!c} — a?’b*c* - 


und man nimmt a ald unabhängig veränderlih, die übrigen Größen aber, außer u, als beftändig 


an, fo findet man 


Bu = Dies — 3a®b?c* [I]. 


Wird aber b als unabhängig veränderlih angenommen, fo findet man 


du = 3ab*2cH — 2atbc* [II] 


offenbar zwei fehr verſchiedene Ausdrücke, bei deren Gebrauch man wohl unterfcheiden muß, welche 
Groͤße als unabhaͤngig veraͤnderlich angenommen worden, weil das erſte Au von dem zweiten ſehr 


verſchieden iſt. 


Haͤtte man hier die Ableitungen der unabhängig Beränderlichen eben fo wie bei den abhäns 


gigen genommen, ohne fie = 1 zu fegen, fo wären folgende Ausbrüde entſtanden 


9u = b! c’da — 3a?b?c*da ode 2 == bIc5 — 3a? b2c* | 


du == 3abt0°'9b — 2a! bc*odb ober * = 4brc — 2a?bc*. 
| Ohendar iſt hier Ge 
deſe Art die Ableitungen von u bezeichnet, fe wird durch 3 


“ * 


= mit du in(/] einerlei ‚ er da =1 iſt; allein wenn man auf 


z wugleih angedeutet, daf in dem Aus⸗ 


drucke, weicher ı entfpriöt, ? die Größe a als umso —* vorausgeſetz· erden. Wemn 


| 862 
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. aber, wie die bier gewöhnlich der Fall ift, die unabhängig Veränderliche mit x bezeichnet nird, 
fo kann 04 1aus der Rechnung, wie bisher, wegbleiben; ſobald aber Bweifel darüber entſtehm 
koͤnnten, welche Größe einer Funkzion als unabhängig veraͤnderlich vorausgeſetzt iſt, wird man bie 
Ableitung der unabhaͤngig Veraͤnderlichen beibehalten und dadurch, daß ſolche als Diviſor unter 
die Ableitung der abhaͤngig Veraͤnderlichen geſetzt wird, beſtimmt anzeigen, welche Größe ale ads 
bängig veränderlich angenommen ift, Wenn daher 
u = .axty! > bxr — 0oy*% 
gegeben ift, und man nimmt u ald abhängig veränderlih oder als Furkzion der unabhängig Ver⸗ 
anderlichen an, fo findet man, wenn = ald unabhängig veraͤnderlich, die übrigen Größen a,b, c, y 
aber ald Heftändig vorausgefegt wann, 
- Ge = 2axyt + Abar. | — 

Wird aber als unabhängig veraͤnderlich, die übrigen Größen, außer u aber, als beftändig 

angenommen, fo erhält man 
de = Saary? —koyr. \ 

Aus du = 2axy?dx + dba! 9x erhält man ferner, weil dar = 1 ald ein beſtaͤn⸗ 

diger Faktor anzufehen ift, wenn a, db, y als unveränderlihe Größen behandelt werden, 
O?u = 2ay! dx* + 125x?dx?, oder 
m = 2a y’ + 125 x*. Ferner eben fo 
g | m = 24 bb»: ’ 

| Kaf ähnliche — *— wird: 


5 = bax?y — 12cy?; 


u 5 = 6ax — %U4cy; 
= 4 mio, 
Für y == wird eben fo wie d. 186, (F) _. 
I%y=0dfe—mf'x. 0x oder 3 = = Par: 
Ferner eben ſo: Zr 0" * —XR 33 f’ æ; * =/*:; und überhaupt: 
| y_d = r 
0%" =f’x 
In der Folge wird in allen den Pie we fein Zweifel entfteht, welche Größe als unab- 
haͤngig veränderlidh angenommen worden ift, und Befonderd dann, wenn die unabhängig Verän- 


derlihe mit = bezeichnet wird, zur Vermeidung dee vielen Ix, diefe Ableitung weg bleiben; _ 
font ‚aber, wenn Zweifel entftchen Kanten, | fo jedesmal unter die Ableitung der Funkzion, zugleich 
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die Ableitung der unabhaͤngig Veraͤnderlichen geſetzt werden. Auch kann man bei Funkzionen von 
mehreren veränderlichen Größen, wenn bald eine oder die andere derſelben ald unabhängig veraͤn⸗ 
derlich angenommen werden ſoll, zur Vermeidung jeder Verwechſelung, die Ableitung dieſer Funk⸗ 
zion und unter dieſelbe die Ableitung der unabhängig Veraͤnderlichen, in Klammern oder zwiſchen 
zwei Striche ſetzen, um dadurch zu bemerlen, welche Veraͤnderliche als unabhaͤngig in der Rech⸗ 

nung angenommen werden ſoll. Hienach wird, wenn 
—— bat — cy* gegeben iſt, 

Be == 2axy! 4 Abx: 
. Ba = 2ay? ++ 125? | 

\ " = — — key? 


u. ſ. w. wo man u die Werthe RE partielle Ableisungen von u nennt. 








$. 194. 

Durch die bieherigen Ausmittelungen iſt man im Stande, von jeder Funkzion von =, in 
welcher die veränderliche Größe ar einen Zuſatz A erhält, die Entwidelung diefee Funkzion nad 
den Potenzen von A mittelft der taylorfchen Reihe zu finden, fobald man nur die Ableitung der. 
Sunfjien von ac angeben fann, und erhält alddann ganz allgemein : 

(f) f(z-+%) =/c+tf:2 + 57° chf: +2 — — +..+ fat. 

j Auch muß diefe Reihe abbrechen, wenn eine von den aboeliteten Funfjionen = o wird. 

rk — R wir 
(IF) F —h) =/s— 7 Fach: nf: fa tfie Epaz.. 
Au y=frwaerytw—fle + H. Nun iſt fix =; Pa=T%; 
u. ſ w., daher erhält man auch | 
4 ⁊ 2 
III) stw=y+4% h a A SE . .... 


—— ———— EBXM. .... 
1. Beiſptel. Sir sine —Fæ wird, wenn «un A wädlt, sin (cr) = flo+-R). 
Ferner ‘5 180.) f'x = cosa; Pe=— ine; ff e=m— con; ffr=sihn 
u f. w., daher 9 176. (I) ö 
in (+ = sin ct Jena — sine — 04-7 Gate ine. . 
wo die Beichen nach der Ordnung 
- FHHF rt fen 
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Wird — a flatt hr geleht, To findet man 
nenn to h inctzs cam +7 sin= — irn 


wo die Beiden nach der Ordnung 
' + - + - - ++ —- ++... auf einander folgen. 
2, Beifpiel. Für cos x == fo wird $. 180, "x = — sinn; f!x= cosx; 
fest sinu; fen + cosa; u. f. w., daher wegen $. 176, (I) 
cos(e-+h)= cos= — sin hun ne tn 
4. 195. 
. De tahlorſchen Reihe kann man noch verſchiedene allgemeinere Geſtalten geben, nur iſt ale 
dann (fx) von f(x”) wohl zu unterfcheiden, weil der erfte Ausdruck anzeigt, daß fx auf die 
rte Potenz erhoben, der. legte aber, daß man a ſtatt x in fx ſetzen ſoll. Auch fann man tx’) 
durch /. x” bezeichnen. 
Aus y = (fx) erhalt man, wenn x um h wählt und w > den entfprechenden Zuwachs 
von bezeichnet | 
’ | ytw=/a@+mMTr. . 
Diefe Wertde flatt y und y  w in (III) 6. 19. gefeht, giebt 
VG M tree. + Er... 
- Seht man y = (fx). (Fx)” in an )%19.,fowid 
(I) [fe + MY. [Flo + A” 


= (fo) .(F)" + wenn ELssreer „+E2lUereg" FR 


Segt man ferner p = fx, fo wird Fp = Ffx und man fann au Fp = 9x feßen, 
wo gp ein Funfzionenzeichen bedeutet. Waͤchſt p um v wenn x um h waͤchſt, fo wird 
ptv=fß@+n, ao Fr tv) = Fila + n). Es ift aber auch 
FprtvV)=y9(&-4 h), alſo p (x +R) = Ff(& + Rh), und nad) $. 176. 
h h? 28 \ 
ge th)=9<s-+7 px ps +. . PR. ..... 
oder wel 9x = Fp, fo wir $. 186., weil x die Urveraͤnderliche iſt, | 
== as u, ſ. w. und man erhält 


(I) Ffetn=Ffx+ harfe JEBEeL er. 


Dan fee fx = w, fo wird Fix + 3); oder . 
ner + tete Het 


oder, wenn in (III) fx = p und Ff(x + Rh) = F(p + v) gefegt wird _ 
= i rt ati 


* 
— 


=> 
x 


⸗ 3 


—2 $. 108. 


— 
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Bei der Anwendung dieſes Ausdrucks iſt wohl zu bemerken, daß A den. Zuwachs der Ur⸗ 
veraͤnderlichen x ‚bedeutet. Sonſt iſt, weil der Ausdruck $. 176. für jede ver inderliche Groͤße gilt, 
wenn ſolche auch nicht die Urveraͤnderliche iſt, 

FT) FptWV)=rp+ZFp +5 F’p + ....+3 "PP +. 
wo, nach der Bezeichnung $. 186. der Ausdruck "pn bedeutet, daß die nte — von n Fr fo 
genommen werden foll, als wenn p die Urveränderliche vodre, wo alddann 0 p= 1 geſetzt wer⸗ 


den muß. 


Beide Ausdräde (7) und (VI) geben nothwendig einerlei Refultat für F (p tv), nur 
daß der Ausdruck (9°) die Enewickelung nad) den Potenzen von A geordnet enthält. 
J Setzt mn fx = Fra, ſo wird F( + R) = F’(zrEh); ferner , 
S'z=FtHt(c +; Pe=Ftr(ctn;.... ffa= Fo. Diefe Werthe in 


u (T) $. 194, gefegt, geben | j 
Om Foet=ra+tFts+rtect..+Protieo. 


Hienach erhält man zugleich ein Mittel, die Ableitung von umentwigelten Funfzionen meh⸗ 
rer abhaͤngig veraͤnderlichen Groͤßen zu finden. 


Wäre y eine Funkzion von p und q alfo, y=f(p; 9) und p und g verſchiedene Funk⸗ 

zionen der unabhaͤngig Veraͤnderlichen x, fo iſt auch y eine Funkzion von x. Waͤchſt nun y um u 

“, p um v und g um.u, wenn. um A währt, fo wird 
Ä ytw=/ep+vıatu. 

Nimmt mniny=f(p; g) nur p als veränderlih an, und wid andeuten, daß von y 


die Ableitung nur nach p genommen werden fol, fo erhält ‚man für. diefe Ableitung 2] oder - 


Waͤchſt in / — F(p; M nurp umv, ſo wird Ha m Bo N 


Sets 9=/e;d+7Z Syn 2 FEN L..... . m 
Waͤchſt nur g um u, fo wird en 9* 


Set +] Ren: ef: " +... [N 
Bon diefem Auddrude die Ableitung nach » genommen, and die nenn ie, welche 














den Faktor w haben, = 0 geht, giebt 


iz sr) = — - fir: Di + u 
Nun fege man in 1 er gta ſtatt > fo wird, wenn bie Glieder, welche den Faktor v? 
haben, mit O’.bereichnet werden 


 Seotvietw = 03 get) rt „[eft 7. +) ug”. 


» 
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Hierin die vorfichenden Werthe geſet, giebt, wenn man in [IT] die Glieder, welche den Saftor 
u* haben, = Q feht: 
Sotu test + wo 
+u [2:2] +0] + u: 0”, oder 
wert — —V———— oder 
vv +usl+ “Q +vuQ + vl". [217] 


Weil p und q Funfzionen von = find, fo erhält man nad) (IV) h 194., wenn bie Glie⸗ 
der, welche h® zum Faltor haben, mi R und R' bezeichnet voerden, 


vm n SE E+ h®R, und 
Ä uch 27 + RR. 
Dieſe Weithe in [III] und alsdann alle Glieder, welche a* enthalten, S geſetzt, giebt 


ob + aber ws 


Auch wird, weil y eine Funkzion von a ift, nach (79) 5. 194., wenn die Glieder, welche A⸗ 
als Faktor enthalten, = S gefeßt Werben, 


| vn + mS, nis 
nit ns — — +2 ts oder 
== —— 


Weil dieſer Ausdruck he jeden Werth von h gilt, fo muß er auch fuͤr h=o seen 
Hieraus erhält man 


ram) ar = Ball + a8 * | 
— 9 — ftp:nlde + Brwinlde. 


Durch ein aͤhnliches Verfahren findet man, wenn y = 7/0 # r) gegeden ift, 


ux) GE = bil + Be + 








Ä 4. 196. j | 
Die taplorfche Reihe fann auch darauf angewandt werden, gegebene Funfjionen von x nad; 
den fteigenden Potenzen von = in Reihen zu verwandeln: Mit Rüdficht auf die Erläuterungen 
$. 3. fege man 8.176. (I) == vo, fo wird | Ä | 
Rp h2 h? h* ı 
e r=/trzf' tft tnf't-- 
| u | ‚ und” 


— 








ll 


. r . ‚ 
9 ‘ 
D . 
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und weil » jeden Werth en je fo.fege man A = x. dies sieht . Ä 


DIReItHIr HER PET HER HE en + hen. 


wo uͤberhaupt Fr bedeutet, deß aus die an — beſtimmt und in biefem Ausdrud als⸗ 
- dann 6 geftgt werde. 


Dieſe unter dem Namen der maclaurinſchen Relhe (Colin Macl ayrin Trait£ de . 
"Fluxions. Trad. p. Pezenas. ‘Paris, 1749. Liv. II. Chap. II. $, 751.) bekannte Entwidies ” 
Iongöformel, ift auf. alle diejenigen Funfzionen anwendbar ‚ von welchen n man die auf einander fols 
genden Ableitungen anzugeben im Stande ift. 


m 


Einen von der / vorſtehenden Entwidelung Serfihiepenen Ausdend, kann ‚man auch auf fols 
gende Weiſe erhalten: Dan fee A == — a in (I) — 194., ſo wird 


J= f2-if’=+3 Pen t... folgte 


J 
(IN fx — Ef fin— pcs... FT F: pet ren. 
wo die odern Zeichen für ein gerade, die untern für ein ungeradeö'n gelten. | Ä 





4. Beifpiel: = = = nad den Potenjen von = zu entwickeln, iſt 
fe = e+® alfo für x = 0 wiid f=z — — 





5 | \ 

Pas In  fl=-1. | 
Eu . z=+1. 2a | ?=+1. 2a \ j 9 
. Pe=-1. 2. sr fi = 1.2.9208 


” 


® ® + ® ® + ° % + 0 0 + “ + ‘ ‘ “ [2 + ‘ 


folglich nach (T) fx, ober | 
5 4 * 2 —b \ — 
DE Zul u + pr ea + Er — ... 


‘ 


2, Beiſpiel. fa—=sinz cosa nach den Potenzen von x zu entwickeln- iſt nach $. 180, 


‚fx==sinx cosx, babe wird für. = 0; f=o. 
Neuere u f=1 

zz - 2% sinx cosx - f’=o 
Sie = + 2%sinx®-—2?cosa’ f=— 2 J 
fe=t+% sinzcosa æ J=o:- - 
Se=— Hin? +2 cos? u f=+% 
fm — Msinzosa | f‘=o 

fx = + 2% sina® — 26 008 =* | f= 2% 


. . 0 o 40 J F ® + % + . + . ’ 
Eytelwetnt Anatyfis. I. Band. 


L - 
> * 
* 


“ 
v 
® 
” 


0 
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folglich findet man nach (I) fx, oder | 5 


6 .. 
an æ cos æ tn — zur + pa’ — — —— ———— rn 


| 3..Beifpiel. Sucht man die Entwidelung von fx = = 
fo wird alddann | | 


“+2 *— E———— (a—b) x? (a—b) ae « (bie _ 
b+ 3. Er B+%) — (b+n)* -b+%)E ... 9* .. 


nach dem Ausdruck (IT), 


- 


$. 4197, i 


Im allen dert Fällen, wo fi ch aus fa die nte Ahleitung oder F"x algemein darſtellen läßt, 
if es leicht wittelft der machaurinfchen Reihe jede Funkzion von a in eine nach den Potenzen von 
x fortichreitende Reihe zu vermandeln, und das allgemeine Glied derfelben ($. 7.) darzuftellen. In 
vielen Fällen fann man aber‘ auch diefe Entwidelung einer ‘gegebenen Funkzion, welche Potenzen 
‚oder Wurzeln enthält, mit Hülfe der Ableitungen bewirken, weil man dadurch im Stande ift-die 
Murzelzeichen wegzufchaffen. | ö 

Wäre z. B. der Ausdruck 
J y-ll+al+ayp, in 
oo m jede mögliche Zahl bedeuten kann, in eine nach den Potenzen von & fortſchreitende geihe zu 
verwandeln, ſo laͤßt ſich das Geſetz nach welchem die Koeffizienten der-entfprechenden Reihe fort⸗ 
fehreiten nicht wohl überfehen, wenn man den gegebenen Ausdruück nach dem binomifchen Lehrfage 
- oder nad) der maclaurinfchen Reihe entwickelt. Nimmt man dagegen die Ableitung von [7], fo wirb 


2 1 cr " 
teten Inst 1]= —— 
| Y-— = FETT Diefen Ausdruck quadrirt, giebt (1 + =*) 9 r= = m?”y* und bievon noch⸗ 
mals die Bring genommen = 
2,1 + =?) öy0?y. + 2209y°-—= 2m*y.dy,.oder dur) 29 y dividirt 
 AdAFM)P®yHtady—m’y=o, [I] 
wodurd) ein vom Wurzelgeichen befreiter Ausdruck entftanden ift. Setzt man nun bie entfprechende Reihe 
y=4+4:+40+42° +... thx" +.... fo wir 
9y = 4A, +24. + 34,22 +44, +... Inh +... und 
9y=1.24,+2.34,2+4344,0° 4... 4a Dora... 
Nun wid y=1füicc=o na fr] und = A fi æ S o nad vorſtehender 
Reihe, daher 4 1. Eben ſo wird in = =, 715 Fa; ;öy fuͤr a = 0, und in vor⸗ 
„ Nepender Reihe 9y = A, für. = 0, daſer iſt 4, = m, folglich 
y=4-+mx.} Aix® u 
gg =m+ 24x +34. +. + aD Ana +. ... und 
0% = 1.74,-+2. 34 +3 AA, er +... + a u +. .. 


* 


x 


> 





r 
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Dieſe für y, Ep und 825 gefundenen Derthe in [II] gebt, erhält man 
o.=1. 24; +2; 3.4; x +3. 4A, &° ee FEDEHNAr teen 


. + 1.24, + (r—1)n An 
.+ 1A + 24| ° > n An 
— m’ — m? A, — m? A; . — m” Ar 
Weil diefer Ausdrud für jeden Werth von — gilt, fo iſt . 52.) nn 
R 4 1) (n + 2) A n>2 + (n — In An + 14 — m* An = ſolglich 
tn? 
An = An (a+1)(n +2)" ; .- 


Nun.ift A=1 und A, = m; wenn daher 0, 1,2, .... flatt m in n vorfeen 
„ Poeffüientengle gung gefest wird, fo erhält man: 














A =1; oder d = 1; 
> A,=m .. A, =m; \ 
2 m? 
A, = A 13; A, — 7 ⸗ 
m1 mim — 1 
A, — A, 2.3 y A, —— 1.2.3 3 
n? — 2% m’ m! — 2° 
A,=4775 4.2 7137370°% | 
m? — 3? m.m’ —1 nm! — 3 
A,= A, gsi Am 777705" 
m? — 41 m? m! — 2. m! — 4 
Am A, gg AZ 3a 50 
m? — 5! m.m: — 1 m! — 3? m? — 5% 
A, = A, ET A, = 1.323073 — zu 
u, f. w. 


Weil die geraden Koeffizienten von den ungeraden wefentlich verfchieden find, fo mat man 
allgemein, mit Ausnahine der, beiden erſten Koeffizienten: 

Ai: m’, m? gr, mAh, 0. nt (dr — 22° 

ST Ta art io. 

— Mm. — —* m? — 5°....m’: — (2r— 1)?, 


. 6 T- ver. 2r.2r+1 " 
Fun wer y= At Art A, +40 4a vu . 


nt n — 1 | 1.m?—3 2, 
an m.m’— ‚mi? 4 m.m?—1.m 3 m?.m?— 9 m’—4? 
Serie +7.33 Here — —— 













x ‘+ vo... 


. 198. er 
Zuſatz. Wird x negativ genommen, ſo findet man = 7 2 
Wat) ar | 
m.m’—1i m’. m’—2? m.m?—1.m? 3? m’.m’+.21 mi._4: 


eier +7734 4“ TE 3.4.3.” 117 3.3.98.6 SUCHER 
— Ji 2 





® 


Dinge iſt ferne 


ıı 


Sichentet gopitel J 


ICE SEE rd Ha) 


: m?.m’— 2?,m? 4° “ 





2, m? — 2? Fu 
145. + 3.34% 4.7.2.3.7.5,6° Tegseee. md 


at) HYd+a) tar lvl a) —a]" 
 -7et7 332° tT 33145 


1 





mꝰ—1 m .m’—1.m?— 3? r + m — m?— 3? .m 2— 52 . 


.2. 3. 4. 5. 6. 7 x ’ + 24 
Die vorſtehenden Entwickelungen findet man sei Euler (Institutionum calouli integralis. 


- Fol. Petrop. 1732. $. 179. Pas. 99). 


worads nach. (IT) $. 198. md S. 14 folgt 


W sin mp = zT siny— sin p° per rer. 
.. m.m?’—1.m a. .m?— (Zn - 


u ee 0... . ” g. 199. * 
Dan fe & = sn g.Yy—1, fo wird YyA-Hx2) = cos, daher nach (F) 4. 155. 


sinmg Y-1=3W/(l +24 2m lv +29) — 2] \ 


— 








wo das obere Beichen für ein gerädes, das untere für ein "ungerade rn gilt. 


* 


vidirt, 


Dieſe Reihe bricht ab, wenn m eine poſitive ungerade Zahl if, und man findet heuat— 
‚sinip = sing; 4 


sin 3 ꝙ = 3sing — Asing'; 
sn5g—Ssng —- Wang: + 16 5in pP}; 
sinTp = Ting — 56 sing! + i2ung‘ - 64sing'; 
u. ſ. w. 
Von dem Ausdruck (1) die abiaung genommen und alsdann durczgaͤngi durch * die 


! 





giebt: 
(II) ungmeng[1-3- Yen unge tert 


oo di 


nee 


'oberen zeichen für ı ein gerades, die unteren a eur mocrades re gelten. 
Diefe Reihe bricht ab „Denn m eine yolitive ungerade a ift, und man findet hienach: 
eos 10 coo . 
eos 39 (1 4 sin 9°) cos ꝙʒ . 
cos 59 = (1 — 12 sin p* + 16 sin p*) 608 5 . 
es 7p = (t— 24 sin g® + 80 sin gt — - 64 sin 9°) c0s.P; 
u. ſ. w. 





sin ae + .... ) 


Sur æ unyp.y—1 alfa Yi+z”) = gorgy wird femer nach (ZI) $. 155. 


eos m 


‘ 


gast pa) rer +3 ir 1 x’) — *]" woraus nach m 1 198, toi e 


t 


Kl a . . .. 


m 
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‘ , 2 2,m’— 2 . ® m !_2?, 2 J 
4 HT TAT 
+ m’. 2%, — (2n— 





1.2.3.4 — In Lange Free 
wo die oberen Zeichen fuͤr ein gerades, die unteren fuͤr ein n ungerade r gelten, 


Die Reihe bricht ab, wenn m. eine pofitive gerade Zahl ik, und man erhält Feng 
‚ cos2p =1— 2sinp%. 


04 = 1— Being: Bsinys; un 
. | 6118 sing‘ +48 mt 32 sinn 
u. ſ. w. | 


on den Auddruck (II) die leitung genommen, und olshann Dur — mas divi⸗ 
dirt, giebt 





| 0) _ 22 ‚mi — 2? y 
m) umge]; en 5 ange — oo. 
m.m s_.2, ..m!-s(2n) 
„tn 2.8 ...2n. | 
wo; die oberen Zeichen fü ein gerades , die unteren für ein umgeradeB rn gelten. 


Die Reihe bricht ab, wenn: m. eine poſitive gerade Bahl ift, und, man erhält: 
— sin2p 28Sin ꝓp cos ꝙ; | 

sinap = (sing — 8singp!)'oosp; | 

sin6p = (6 sinp — 32 sing: ce 008 p; N 

8 ſ, w. 





N 


g. 200, 
auf gabe. Den gegedenen: Ausdruck a. 
y=[e+Ya®-ıp IH 
ww eine fallende Reihe zu entwideln, welche nach den Potenſen von æ fortſchreitet. 


Auflöfung. Die erſte Ableitung von [I] giebt, weil dx = 1 if, or, 
Tinten n[x + y (x? — 27” 
drmnlat var np [a +70, le = an 


der Oy.yla*— 1) =ny. Die einzelnen Glieder quadeict, giebt (=? — 1). aye —n.y?, 
und bievon wieder die Ableitung genommen 22077 + 2 (0° — 1) Iydy= == Intyay. 
Durch 297 dioidirt, findet mtan 

o=n'y— »dy — (@—1) 0?y [IT Man ſetze 

y=mAR+ Aa + Aa + , . LAT], ſo wird 

Grand m DA ta DAS Han 
Hymer DAR La N rRr— 9407 tm 2), (n— DARTtt ie. 

Diefe Werthe in un arfent und: nah, den MPotenzen von. x geordnet , gieht: 


DJ 
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x 4 * 4 "ir n 4, u © n? A, „8 








o=+ PP A. 
— „dl — (n—1) 4, — (n—2) A, _. (n—3) 4, 
— n(n—1)4 — (a1) (n— 2 4ı — 5 — (n-3) (n—4) A, 
._ u + n(n—1) A + a-Da—IAN. 
— n® Ar x”. oo... “ 
un (n—r) Ar 


— (n—r)(n—r—1) A, 
nn +a-r+Hya-r+1 A | 
0 Nach $. 52, die Koeffizienten jedes Gliedes — 0 geſetzt, fo erhält man für den erſten 

Koeffizienten o = 0.4, wodurd A unbeftimmt bleibt. Für den zweiten Koeffizienten wird 
o=(?n —1) A, Beil nun 2n — 1 nidt = 0 werden fann, fo muß 4, = u 7 
Hienach findet man eben ſo A, =0; A, =; A * q3 u. ſ. w. 

„Fermner iſt ganz allgemein 

o= [n? — n—r) — (n—r) r—r-1} A, + a=-r+2 Bert 
Hieraus findet man 








— ar —— 
Ar — rC2n — 7) Ara: 
Hierin nad) einander 2, 4, 6 oo. .flattr gefeht, giebt 
- — — 
BEE Ver Vo 
_ _ (a-4)(n—5) _ CE ICHE) 

A= "373m —3 ‚=—- 75 — —— ⸗ 
 _ (n-H(n—7) n. ——— 

4 * —e— „se 3°.1.2.3.4 4 

_ ul 


Den Werth für 4: zu finden, ift $. 31. 


J yv®—NW=x—j E=44-... men 

Y = (2 Ai, —_ ii. Y oder (6. 70.) 

Zu E y= vr — ..... Dieſen Auddruck mit zus vergli iebt 

4 2, folglich chen, 8 
A — 2 nt 
4=— 727° 
A,=+ 7-3 274 

S4s=—-35(n—- 9,27 | .- 


A=+3R— 5,24 u. f w. 
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Dian findet daher nad) [7] und 2 ] . 
Grey) (204 z (n3)(u)"+— 5 (a4) (20) 7 a5) (an 
wo n jede ganze oder gebrochene, ‚pofltive oder negative Zahl ſeyn kann. 

Durchgaͤngig — ſtatt n geſetzt, giebt, wegen |. 29. — 


[tr Nr ent 24 OL a EN 


, 2 +Fa+N, a 4+7 ENT . 
z. 201. 
Dan febe x = cos — fo wird uinp = y(l — x?) dahe 
ing, y— 1= YA — a2) y-1 = Ya? — 1). Run ift $. 147. (I) 
dos n + sinnyg.y—1= [x + Ya? — 1)P 
2.08 np — snnpg.,Y— t= [x — Y(x* — 1)]°, alfe . 
2 csnp = [x -r v(z? — 1)? + [x — Vz? — 2), oder weil 


— Ya? —)= re: alfo 
[x — far — Dr = ke + Va® — 1), fo wird au 
2on=et+/i=— Nr+E@trte 0 
Hisrin nad) $. 200. die entfprechenden Werthe und dann cos P ftatt ar gefegt, findet man 
(() 2cosnp=(2cos Pr (2 cos gr? > 7 (n—3) (2 cos PMi—z = (n—#), (2 cos Pit. 
+2 cos p) + — z (2 cos PYr+7 48 cos gsi 3 (+5): (2 cos Pte. 
Hievon die Ableitung genommen indem man 9 als veränderlih annimmt und alddann 
durch — Zr dividiet, giebt wegen dcosp = — sinp und dconpg = —nsinng, 
(AI) sinnp sin p[(2 cs P)""—(n—2)(2cos p)""5+(n—3)(2cos P—(n:-#) (Zoos 74...) 
— sin ꝙ [(2 cos pP)" + (nF?) (2 cos pr + (r+4),(2 00s p)-r-5+ (n+6),(2 008 p)""7 tr .]. 
In (I) und (II) nad) einander 2, 8, 4,.... fatt rn geſetzt, giebt 
cos2p=—= %csy? — 1 
= cos3p = Acosp! — 3 cos yp 
- cos 40 = Bosp — Besp + 1 . 
cos 6 = 16 cos p — 20 co p5 co 
cos 69 —= 32cos — 48 cos ꝙ- 18 cosp — 1 
cos 7p = 6Acos p! — 112 cosp’ + 56 cosp! — 7 cos p 


“ ‚® ® 0 — 0 0 0 20 ® “. “ ._os © [} oe + 


np sinp.2 cp = F — | | - 
sin3p = sinp( A cosp* — 1) 
sinkp=sinpg(8cosp® — #cosp) , 


| sin Sp == sing (16 os g* — 12 csp® + $) 
ein 6 = sing (32 cosp* — 32 cosp® + 6.cosp), 
in 79 * sin p (61 cos p* Baur ge 
. « + un " y 


> 


⸗ 
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Zu E g. 202. 


Will man die maklaurinſche Reihe auf die Aufloͤſung unentwickelter Sunfjionen in Reiben 


‚anwenden, fo ift zu bemerfer, daß in der unentwidelten Sunfjion F(x;y) = o der Werth von 


"y sine Funkzion von = ift, und duch y = fr bezeichnet werden fann. Hienach wird 


yaey=fs; ymy'=f’e; ö’y =y zefin;s.cıe. 
und weil man ducch fortgeſetzte Ableitung der Funkzion Flar ) = 0 die Werthe dy; 0°y; 9°y5../ 


finden fann, fo find dadurdgpaud bie Werte fx; fa; f’x; befannt, mit welchen man nach 
G. 196. verfäßrt. 


4, Beifpiel. (23 ift die unentivideite Sunfjion ay? — bay + 1 == 0 gegeben, 
man fol y nach den Potenzen von x entwideln. 
Hierand erhält, man für die auf einander folgenden libleitengen: 
3ay*dy— bady —by=mo' 
| 6Gaydy* + 3aytöry — badıy — 2ddy=o 
u ſ. w. Daher findet man, wenn y = = fx geſetzt wird 
| _ pi | | 
oy= = fı =; z . 
ey mfı= bar —Serärt == . 
U — Zur 3— 
— ——— ar 6.0 | re 
0*y = /*x — 450°y — ———— —— 18ay0? y’ 
uf w. | . 
Wegen y=fı wird y=f für = o ($. 3.), daher wenn in ber gegebenen Glei⸗ 


chung x=o geſett wird, ſo findet man a —* + 1= 0, und hieraus y oder Te 


\. Diefe Wertfe x = 0 und y= = = 1 in die, für Pr; Six; f’x gefundenen Ausdrüde 











geſetzt, geben : 3 43 | 
. - 2 1 1 2b . ee — 

30a Y w f ur Have" 
u. ſ. w. Nun iſt $. 196. nt 
u y=h=f+: HELFER He... Pl 

—_ _1_ 5 b’ } b* * + .. 

va 3ya: Te br Z “+ SEE s 
203, j . 


Statt aus, der unentwidelten Gleichung F(x;y) = o den Werth von y durch eine Reihe 
darzuſtellen, welche nach den Potenzen von x fortſchreitet, kkann man durch ein ganz aͤhnliches Ver⸗ 
„fahren für y eine Reihe’ ſuchen, welche nach den Potenzen irgend einer beſtaͤndigen Groͤße der ge⸗ 

. gebenen Gleichung fortſchreitet, wenn man nur beim Entwideln der Ableitungen, diefe beftändige 
Größe als unabhängig Verandorlihe, a alle übrige Broßen aber, außer. y, als beſtaͤndig annimmt, 
| 4. Beis 


vs 
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1, Beiſpiel. Aus ay —bxy+-1=Dv fol y nach den Potenzen von a ent⸗ 
wickelt werden. 


Man ſuche die auf einander folgenden Ableitungen dieſer Funkzion, indem man a aber. nice 
x ald mabtansis Veraͤnderliche annimmt, ſo wird wegen Fa(G. 193.) 


* =f’a = 5 
* = —_baydy!: +6y’dy oo. 
= f’a — — bx — 3ay”? ® 
— 1S34y06y05 4 9y?0° 8 
* — ——— —— * 1 yay: + Gady! zu. ſ. w. 


vuͤr a — o wird —bxsyti1=o, alſo in. Sem Yale y= zz; ‚ oder wegen 


; 41 | 
y=fıvwdf=7z,, und wenn man die Werthe a == v und ya = 7 in die vorſtehende 


Gleichungen ſetzt, ſo wird | \ 
! „1_ 72 
= Deo? = Zr — = 510.16: 4% ſ. w. si 
— wertet... 


2 Beifpiel. Aus y3 — 3axy + x—=o fol y nad den Potenzen von a ent⸗ 
widelt werben. 


Denn hier wieder die Ableitungen unter. der Voraudfegung genommen werden, daß nur a 
‚und nicht x die unabhängig Veraͤnderliche ift, fo erhält man 


* = fr usa 


*5 nr 250 BF 
3 T=f’raı= an > J 
0° 2 —fia -möyerrör dr, 

? — am . 


—* fa! Ax0’y — Byöyötry — —* — Narr, u. ſ. w. 


y — a *ð 


gr am om yo lfy=f=— daher = —1; = 
f’ = —* = —; uw f. w. daher |. 196. 


ie Zi a ea 


, 204. 
Erhält man aus der unentiwicelten Gleihung F(x;y) = 0 für die Oifeltangen, ‚ wenn 


x == o gefebt, und danach 2 beftimmt ift, die unbeftimmten Ausdrüdfe — —, fo fönnte man zwar, 


‚nad $.224,, ihre Werthe finden; allein dies fuͤhrt gewoͤhnlich auf weitlaͤuftige Renangen, welche 
“man vermeiden fann, wenn U 
— 
Eytelweine Anatpfis, LBm RE 
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gefent und der Erponent r fo beRimut wird, daß die abgeleiteten Funlzionen für: x =.0 einen. 
beftimmten Werth erhalten, Eben diefe Verwandlung fann man anwenden, wenn die abgeleiteten. 

Sunkzionen für x = 0 unendlich geoß Werden, weil für diefen Fall die maclaurinſche Reihe ihre 
Anwendbarkeit verliert, 
Hat man daher aud Flx;y) = o'die Gluchung Pix; Kr) = =e gebildet, und darin r 
den Bedingungen gemäß angenomnten, fo fonn z nad. einer Reihe, welche nach den Potenzen von 
Bc fortfchreitet, entwicelt werden. Wenn albdann ſtatt z fein gleicher Werth 5 eingefuͤhrt wird, 
fo erhält man dadurch die geſuchte Entwidelung für Yy 
- Bei. der willfübrlichen Annahme ded Werth für r hat man, zur Erleichterung der Rechnung, . 
vorzüglich dahin. zu fehen, daß die Potenzen von oc verſchwinden, oder, wenn ed. fehn lann, einan⸗ 
der gleich werden, wozu die folgenden Beiſpiele nähere Anleitung geben. 
1. Beifpiel. Aus ay’ _ 37 — an = = ofoly nach den Potenzen von x ent⸗ 
wickelt werden. 
Fuͤr æ S 0o wird y o0, alſo on 
üy=ler tie _ 2. Man fege daher y = #2, ſo wird 
- und — artdz — ax = 0, oder wenn man duch =® dividirt 
arts nz ame. [7] 
a J Fuͤr — 1 erhält man 
a? — æ —ı= 0, auch wird z = fx, daher 


Hef:ı= 


Hz f’c— 





TG 
3422 — x’ 


292 — —8 


Fr Jaz?: — x 3 
og _ — 392 — 1Bazdrdtz — 6adı 
0° z = f’c= 0 
40° - — Uazdıd!z — ad: — — —— 2? 


‚Hmsftı= 


Fuͤr = = o wird a3 — ao, daher 22 = 1, alfo z z= 1 und die beiden übrigen 
Werthe find unmöglich ($. 153.), daher wird z ober 


‚J/Fhf=; — often ge rn | 
u. ſ. w. aiſo $, 196, Ä | j 
' #s _ 1 
eil+ne— gan Y . ..... 
Bonr=lifiyanz alfo z—=% folglich J I | | 
A v1. | 
yaa+la— zart tgat tere... 
ca ) Wenn hingegen r = 0 gefegt wird, fo findet. man aus [Z]. 


Jar?’ —x u. ſ. w. 














Is z— . 
Eu man, um die —* mit negativen Exponenten zu wermiden, = =u, weil nach 


* 
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vollen deter Rechnung x wieder eingeführt werden tann, ſo erhaͤlt man | 


au — z— a0 
daher wird, wegen z = fu, wenn u als > unabpängig veraͤnderlich genommen wird, 


Oz s Ru 
N =f’ u —7 
— fay u Gar?dr + 6anzört, 
ef 1 — 3auz? ae | 
Oz gazi0?z + 1Baurdrdtz + 1Bnrde? + Sand: 
Di = fu= 1— San: " 
Or _ 12a220°z + Mauzdzo’z + Tlazdz0?: + 36 P 9° Ha) 
du = — m Ber dt Mausdrdts Han Ordrı + Mandrrötı + Madı!, u. ſ. w. 
Fuͤr u — o wird —— a daher. 
— as; = — 6a’;ft = m 72a; f* = — 1320"; u, ſ. w. 
alſo z= — a — au — 6a? © — late — 130arı —..... oder man er \ 
hätt weil u = 273 und y = az = z, wegen r = o ift, 1 


| a* 3a! a10 55413 
‚=-ktstatrtat hd 
(IIT) Sir r = 4 wird aus [M), aalzıı — tz — ao, ode durch ai dividirt 








az* =. — art == 0. 
und wenn m — — u ſetzt, az! — z — au == 0, daher, wegen z = = fu, 
% — 8. 
es TE rr2 = 2 
9° N 6a:20:z? ° 
eng u 
0° x = fru = Bader + badıt, 


Pi —— 
y 
- 


u! "1— 3az? ’ 
0*z Mard:d': + 3620:20?z + 18a:0? ı* 


mju T— 3a: sum 

j Fuͤr u=o wid az —z = = o oder (az? —N)z=o, alſo z=o un. 
Sür z = 0 ersäit man bie bei an bereits gefundene Reihe. 

oo er — '3a? 

duͤr ʒywird F tagt — 


=F * u. ſ. w. alfo $. 196, 


1 
=tr7- 


* + atzer PER Ze 
. . oder man erhält, weil uw = x 5 und y= ai 2 alfo z = j’ wegen r = Hill, 
x ° 


05 a® \ 
y=+.Y: +7 Feat nr F mars t 
2, Beifpiel Ans y; — - 3axy +a=o fly nad) den Potenyen von x ents 
wickelt werden, 
8 t2 


x 
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Sur x = o wid. yo, allo 


— y= NT — 2. Man fege daher y = x’ z, fo wird 


a5 — Jawrtız + ai = o, oder durch 3 dividirt: 
29535 - d3arz-i=o. [I] | 
(I ) Fuͤr r = 1 erhaͤlt map z? — 3axtz > 1= 0, oder.ed wird, wenn man zur 
Vermeidung der Rechnung mit negativen Erponenten =! = u feßt, 
22 — 3auz + 1 == 0, daher, wegen z=fu, 


el a 


0° z =fu= 2a0z — rd 


Out 2 mau i 

0° ⸗ = fıu= Iad?z — 6zdz0?z — 20:8 . 

Our — um —— — 00. . 
— = fu = dac’z — — * —— — 6:0? 2". u. [ w. 


® 


Fuͤr u=owidi imo, dloz=f=er-1=— 1, wo die beiden. übrie 


gen Werthe unmöglich find, daher ff=-a f=o0; fi=2a; fe —- 8a; 


u. ſ. w. alfo $. 196. , 
J — nt 


Nun iſt mo! = undy — — 72, alſo z=., z, wegen r = 1, daher 


yele-att +. en 
welches die 5. 203. ſchon gefundene Reihe > 


I) Ser=2MmL[I] wi oz — 3az + 1 = o, oder, wenn man zur Mär 
jung x? = u feßt, 


uz! — daz -i=o, deher, wegen z = fu, 
2 — — __ 
nase | 
o =fu= 22?0z + 2urdz? 


r a — uz? I 
J 32? 0? 622020? 62092? + 2u0z° 
Tr = fu = z :+ uz et, 202” + 2u0z 


3 z=jfu= 42?0°’z + Bu:dzö’z + — Ku 2? + 12u0226?z +80z° zu. ſiw. 


Fuͤr u 0 wird ———— daher 








440 
vet ft ft as U ſ. w. daher 
s 
tt 
Fan iſt u *82 und ‚= x°z alfo z= I wegen r= 2, folglich 


.- 


> 


“ 
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Et | 
(N) Fuͤt in II] wird - 9 — 3axt: +1 = o, oder mit xi multipu- 


et, ZI — da: + = o, und wenn man =? —= u feßt 
23 — 3ar + u = 0, daher 


FFIR A 00% ed 
| fuel ge fue u 
Orr 6z0:0?z + 2023 
j wefum Tai | 
tz __ r 82z020°z + 120z2?0?z £ 620? z° 
Ju u TE 
0%z — fu 102020*%z + 292? 0’r +.Wzö?zd’z > 300:0?r° 
Ous — f u— a — 22 u. ſ. w. 
Fr u = 0 wid 2? — 3az 0, oder (2° — 3a). = fe an 
= + yY3a. 


Setzt man z == o, ſo findet man die Reihe nad) (IT). 
Sür.z = + yY3a erhält man 

— Y3a —1 — — 

—J — lt er JS’ = Is f. w. 


daher $. 196. Ä . 
1 u? _ 
etVa- Huren Peyitrennee- 
Nun fu. und yası le :=7, wegen r = 3, daher 








1 — Y3a 
yazvan im gha_ Ile F.... 


Unter welchen Bedingungen die bier entwickelten Reihen brauchbar find, wird im ſechszehn⸗ 
ten Kapitel aus einander geſetzt. 


9. 205. 

Es iſt noch der Fall zu unterſuchen, in welchem die taylorſche Reihe nicht zureicht die Ent | 

widelung einer Funkzion zu beftimmen. Diefer Fall kann eintreten, wenn map der veränderlicyen 

Größe x in der Entwidelung einen beftimmten Werth beilegt. ‘Schon der binomiſche Lehrſatz giebt 

zu dergleichen Betrachtungen Veranlaſſung. So iſt ($. 31.) ganz allgemein: 

K „A: u“ h Ä 

Ya+n=relt +37 Per“ — -catee] 

Giebt man aber = einen beftimmten Werth, fo fann dieſe Entwickelung ihre Brauchbarkeit verlies 


ven, welches der Fall ifl, wenn man = = .o feßt; alsdann wird: 
n=oel+o-oto— a4... _ 


wodurch fich nichts beftimmen läßt. 


Aechnliche Faͤlle können bei der taylorſchen Neiße eintreten, "wenn die verändesliche Größe x 
irgend einen beſtimmten Werth, etwa = a erhält. Denn weil diefe Reihe nad) den ganzen Ye: 


- 
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tengen von h lortſcheeitet und in dem abrigen Theile ihrer Glieder ‚feine Werthe vorkommen, 
welche negative oder gebrochene Erponenten vom Zuwachs 7 enthalten, eo fann dadurch, daß man 
x.= a fest, m f(x +. h) eine gebrochene oder negative Potenz; von A entſtehen, welche alddann 
in der Entwidelung fehlt, weshalb diefe nicht zureicht und unbeſtimmt bleibt, Wäre z. B. in fx 
ein Auddrud wie Ya +—.a) enthalten, fo wird fih in f(e+-r) diefer Ausdeud in Yo +-r— a) 
verwandeln, und die gefundene Enlbidelung wird noch dem allgemeinen Ausdruck f(c 4 A) ent 
ſprechen. Erbält aber nun x ben beftimmten Werth =, fo verwandelt ih (æ + A — a) in 
Yh = hi, weshalb auch in der Entwidelung diefed Glied vorkommen folte. Die taylorfche 
Reihe verliert alddann ihre Anwendbarkeit, weil fie nur nach den ganzen Potenzen von 7. fortfchreis 
tet, und fie muß in folden Faͤllen auf Ausdruͤcke führen, vweldhe unbrauchbar und unbeftimmt 
find. In diefen Fällen fann man aber durch andere Mittel. die gefuchte Entwidelung erhalten, 
wohin befonderd gehört, daß man, wenn dergleichen undeftimmte Ausdrücke entftehen, 


‚N 


(d ) ftatt die Funfzion f(x + R) nach dee taylorfihen Reihe zu entwickeln, fogleih x + h 


ftatt = in * ſetzt, oder 
- (II) daß man in der Reihe - | . 
Set)=/eHthftce+in®fPo in ficth..... 
se mit Ar verwechfelt, alſo die Entwickelung nad) 
‚fh+) ja + wf*h +32’f’rh+ J +. 


bewirft. 


In den folgenden Beifpielen find die Entwidelungen, der einfadhern Austrüde wegen, nach 


der vorſtehenden erſten Methode bewirkt. 


* 


1. Beiſpiel. Es iſt fo = Ylx — a) gegeben, man verlangt die Entwidelung von 
Sx + h) für den Fall, daß = = a wird. 
Aus x = (x — a) findet man : 2 
Pa=i@— a) 


rein Der mad 104 


N Ne at 
Fuͤr o = a erhält man — 
| . fu+h=zot®o—o-+, | 
welcher Ausdruck unbrauchbar und unbeſtimmt iſt. Allein wenn man nad) A ) in fr =rl@—e) 
fogleih a + h ftatt ac feßt, fo wird 
Sa + u == yYh. 


+2 Beiſpiel. Bflfe=matrx + 9 —b) — gegeben, man n fon 
SaetNfüz=c finden. | 


Fr“ L 
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Hier wird: 


etidte- tie den 
Sze=jetits5@— + (0 — eo 


— —b 
| J ee 
und man fießt ein, daß alte folgende abgeleitete Funfzionen für = = c, unendlich groß werden, 

' Gebt mamıaber c.+ ſtatt æ in fx, fo erhält man _ 


Sctn=e+ce+fire— nr, 


wo man noch (+ n)® nach dem binomiſchen Leheſate entwickein kan. 
| .$ 206, | 
Bur Beurtheilung 'ded Gehters, welcher entftebt, wenn die tahlorſche Weihe bei legende einem 
ihrer Glieder abbricht, fege man, wern ꝙ das Funkzionenzeichen bedeutet 


— 
wo x eine beſtaͤndige Groͤße Gent u und fk aus fx entfteht, wenn man k ſtatt x in fx ſeht. 
Aus fr — Js =(k — x) 9x wirk . 
Se — fkzaxgox — kom, daher 
Pr=xpa+ —- kyx 
S?ze=zapax + 29x — — - 
P?ze=xpx+ sp! — pr | 
Pr=aga tag — Rp u 
Hieraus findet man | 4 | 
gef tt — 2)pr 
gif’ Fik— a) g’r 
Pe=ifz+ja—a)pr 


“ „+ ® * % ‘ ‘ * ® 0 . . 


y'x zz frz + * (k - 9 Fre 





Es ift aber 
. Sk=fc t(k— 2)9x 
Kaufe +k— fc tk — a) pr 
K=fe+k— fer Zr EIN pa + ER pn 
ff tn Er pr ig jr He Ma 
und wenn man auf dieſe Art weiter Pr — 
Jk=fst a pe pn Ense  T 


- 


wo die Reife mit dem Gliede ar y'x abbricht. 


— 
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.. Senc-tı fat k geht, giebt | j 
DfC+N =fetjsetnfetz atlfiat.. 4 ft +5 


wo gx = IF ift, x aber eine beftändige Größe bezeichnet. Mit Hülfe der gegebenen Funfs 


sion fa läßt ſich hieraus Y* x finden, und wenn man alddann in dem für gr gefundenen Aus⸗ 
druck & + 7 ſtatt x ſetzt, fo wird par lediglich eine Funkzion von = und A. 


Mittelft des vorſtehenden Ausdrucks kann man die vantbefie Reibe bei irgend einem Gliede, 
hier bei dem n + 1ften abbrechen, fo ‚giebt das role Si = — 9 die Summe aller dere 





jenigen Glieder, welche in diefer Reihe raten, 1 mel —— die Ergänzung der Reihe beißt. 


1. Beifpiel. Infx = — wachſe x um h; man ſucht die, Entwirelung uns - 
ter der. Bedingung, daß die Reihe beim dritten Gliede xbbricht. ‚die ift 


jetnsfe +4 fa+nfetnes 





Aber fx = — =x — a? x, alſo | 





f’x =1 te" m fs — data, 


Gem y._ -tm Zoot — — *142 8 
gr — —; pr 2 daher die Ergänzung oder die Summe der fehlenden Glieder 
—X * 24 


p 33. Henke 4 gefcht, oicht | 


| pP: Nr ſolslich 
fe+n)=°7Z4 + fü +5) 5 


2, Beifpiel. In dem Ausdruck fx = yx-wahfe x um AR, fo wird hier, wenn man 
die veraͤnderte Funkzion in eine Reihe verwandeln ſou, welche Bei dem dritten Gliede abbricht, 
Kari nf’: +5 p2x un | 
fe = .«; Pe=ic; wer 3, 
SL c —Yx _ 
Berne ya = fh = fa — — > = a, daher 


_ 1 __Yk+Iys .. 
⸗ za ayx. 7 + x)? ‘und * = Axyx.W% (Yk 5 alſo, wegen. k=x% + A, 


* Yy(« +) + 3y: 
Pr= 3 TIEFE h + var folglich 


9— . _ RE -Iys + + u J 
ve +» u ve + av: — EITZ + Snya.tIyx — + np * 


a! I 
——— 





7, . 
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4 2307. | 
- Zufas. Schr oft fuͤhrt daB bier gezeigte Verfahren auf ſehr weitläuftige Kusvchfe für 
prx. Im dergleichen Fällen muß man fi damit begnuͤgen die Grenzen amugeben, innerhalb des 


- ven der Werth der Ergänzung fällt, welches den Gegenftand der folgenden $. $. ausmacht. 


| | $. 208, 
Bezeichnet far jede Funkzion von =, fo wird . 
Ja Fb) — Sze=bf'’s+t3Bf’a--zbf’c-Ht....[I) | 
Iſt fein Glied diefer Reihe unendlich und f! x pofitiv, fo kann man 5 fo Mein annehmen 
daß PFr>idfc + sf?z + ..... mid. Denn für db = o ift.diefer Satz eine 
feuchtend, daher muß es für 5 einen fo Keinen Werth geben, welcher der Annahme entſpricht. 


- Died -Täßt ſich eben fo fuͤr das zweite und die folgenden Glieder beweiſen. 


.. Wäre nun f!x pofitiv, fo ift, wenn 5 Flein genug angenommen wird, die Summe der 
Reihe [I] pofitiv, alfo auch der Ausdruck fr 5) — fx. Unter der Bbeizubehaltenden Vor⸗ 


ausſetzung, daß 5 hinlänglich ein angenommen werde, fege man a; a--b; a-+-25; a--3b;... 


ftatt x, fo gelten nod; die vorigen Schläffe, weil x jeden Werth erhalten kann; ift daher die ab⸗ 
geleitete Funkzion 
| Fra of, fo mus (a +) — | 

Sk 6) En Metz fe+n | . 
f'(a + 2b) ⸗ se = f(a-$ 3b) — G + 25) - 
Sa+3) - — Sa + 33) 


Fehr N I pen zehn 


| ebenfalls pofitiv ſeyn. 


Seht man voraus, daß fx = 0 für. x ==a, alfo fa =o ſey, ſo wird hienach 
F(a + 5) poſitiv, wenn f* poſitiv iſt; 
(a -25) poſitiv, wenn f"a und f*(a + b) pofitiv iſt; 
(a + 35) pofitiv, wenn f"a, f'’(a + 5) und f!(a -+- 2b) pohtio iR, und über 


haupt fa 4 5) bis f(a + rd) pofitiv, wenn f" a biß f! (a + ab — b), oder um fo mehr, 


J 


> wenn f*a bis f*(a 4 nd) pofitio ift. 


Wäre f!a bis f(a + nd) mit allen Bwifchenwerthen negativ, fo wird aud gleichen 
Grönden auch f(a + 5) Bid Fa + nb) negativ. Wenn Hingegen db aegativ und fTa bid 
F!(a— ad) poſitiv if, fo wird die Summe der Reife [I] negativ, alfo f(a — 5) bit f(la— nd). 
negativ. Ift aber 5 und f’a bis f (« — ab) negativ, fo wird auf gleiche Weiſe Fa— =) 
bis f(a — nb) negativ. 

Dion fee nb = I, wo h jede Größe bedeutet, weil, fo flein auch 5 ſeyn mag, Nr n 
fo groß ald man will angenommen werden Tann, fo Folgt aus dem Vorhergehenden, daß wenn. 


Ffxfers-=abid x = a Ah mit allen Zwiſchenwerthen pofitiv bleibt und Feiner derſelben 


unendlich iſt, ſo muß and Sa fra=a Emma 44 ee Beiden haben, wenn 
Sprelweins Analyſis. 1. Band. 
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fam=o iſ. Eben dies gilt, wenn SF" x negativ wird. Waͤre bingeten Ah negativ und fi "x p0: 
fitio, fo mufi fx poſitiv werden und umgekehrt. Ä 

Werden diefe Falle zufammen gefaßt, fo entfteht folgender affgemeiner Satz: 

Wenn ſich die urſpruͤngliche Funkzion Sx für x = a in Null verwandelt, und die erfte 
abgeleitete Funtzion oder fr von & abid na A, für alle Zwiſchenwerthe, einerlei . 
Beichen behält und nicht unendlid) wird, fo hat die urfprängliche Sunfsion fx, für = a bis 
2 =zaHth daſſelbe ſeichen wie 5* ” wenn A pofitiv iſt, und das entgegengefeßte, wenn h 
negativ ift. 

Weil a eine wilführlicht Größe ift, fo gilt der vorſtehende Satz auch noch, wenn a * 0 
wird, woraus folgende Regel entſteht: 

Wenn ſich die urſpruͤngliche Funkzion fx für z=0o in Null verwandelt und die erfte 
abgeleitete Funfzion von x = o bi8 x = A, für alle Broifchenwertbe, einerlei Zeichen behält und 
nicht unendlich wird, fo hat fo frz = ob z —h baffelbe Beihen wie f! a, wenn A po⸗ 

reis it, und dad entgegengefegte, \ wenn Rh negatip iſt. 


$. 209. 
> fe tn —fr=nlfia+iife jwficHt....) 
Man ſetze daß innerhalb der Grenzen s=ebBa—=a-tn, — 
Fatirfs+s®fict.... zn were, — 
wo m und M beftändige Größen find, zwiſchen welchen der Werth der Reihe entfalten ft, fo 
wird hienach für x = a, 
fla + rn) — fa > mr, md fla + r) — fa. < Mh 
für alle Werthe von A; oder auch 
fatn—fa—ma>0,mMh—fla tr) tfa>o, g 
daher find beide Ausdruͤcke pofitiv, und man findet wenn man die erfte Ableitung von denſelben 
ſo nimmt aß, h al& veränderlich angenommen wird, 
f’(«+h)— m, une M — — ft(a , 
welche beide Ausdrüde (J. 208.) ebenfalls pofitiv feyn müffen, weil die urfpränglien Funkzionen 
poſitiv ſind, und für A = o verſchwinden. Es iſt baher | 
fa HM >mumdf’(a+r<M, alfo 
m kleiner ald der Fleinfte Werth von f*(a + A), und M. größer als der größte Werth von 
S"(a K), daher muß fc + infcH.... zwiſchen dem größten und Fleinften Werthe 
von f! (a + A) enthalten feyn. 
Eben fo fege man, daß innerhalb = abi —a+ Ah 


Px +5 ———— Klfemen 
Sr) fa — ıhf’a> TE um —— oder auch 
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Su +'r — fa — rfw— > 0, und | 
Me at) $fatafte >, Ä 
alfo beide Ausdruͤcke soft, daher erhält. man wenn h ald veränderfich angenommen und die bir 
den auf einander folgenden Ablsitungen genoimmen werden, — 
(+) —f’a— m und Mkh— f’(a+ ) + fta; 
Pa+A — m; . Mm — -f’(a + Rh). 
Es ift daher diefe erfte abgeleitete Sunfjien ebenfalls pofitiv (J. 208 ), und weil. us diefe 
für h = u verſchwindet, ſo ift auch die zweite abgeleitete Funkzion poſitio, alfo 
F (o ) >mwmf’(a-+ Ah) < M, oder 
m Kleiner ald der kleinſte Werth von * ?(a + A), und M größer als der größte Werth von 
f’(a th), daher muß fx + - S!x +... . wwiſchen dem größten und kleinſten u 
Werthe von f? (a + A) enthalten feyn: 0 
Geht man Pa eben dieſe. Art weiter und ſetzt: 


—44 otgf'et- 8 m fo wird 
SatnSrfa Ara EE, nd 


M . 
— fatm+tJatnfte a-+t j5/« >o \ 
Bon beiden Ausdruͤcken dreimal hinter einander die Ableitungen "genommen, giebt: 


fi (a + 1) — f!a — hfra _: , und — f'(a+M+f'athfta; 
Platn—Sfea—m; | .:.M—f(a+N+fa 
BT ER Mm 


Hierand folgt wie: vorhin, daß die Reihe f: = 3 fc + .... zwiſchen dem größe _ - 
ten und Fleinften Werth enthalten ift, welchen *2 (a 4 r) unter allen denjenigen annimmt, die 
von k o0 bis zu r enthalten find. dr. ==,P fen S’ (a. P) der größte, und für = p 


werde /° (a + p) des Fleinfte Werth von f (a + h), fo muß f(a + 2 zwiſchen den beiden 
Ausdruͤcken 


fat hf'a + pet ftp m 
. Sethftatbfa+ft(e+P | 
enthalten ſeyn. Es muß daher zwiſchen Fa (a p) und fi (a. + P) iegend einen.- Werth 
F (a + g) geben, für welchen genau _ 
Ä fatn=fatrfa a+yfa +hnatom Oder man er⸗ 
haͤlt auch, weil a jeden Werth annehmen kann, 
Ken HH Stehen 
212 


\ 


⸗ 
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Ganz ahnliche Fefuftate entftehen, wenn 7 nicht pofitio fondern negativ vorauögefeht wird, 
Beht man auf diefe Art weiter, fo Andet man gany algemein aus der Entwickelung 


Set Dita Pet entre 
wern die Reihe beim rn I 1ften @liede —* ſoll, daß der wahre Werth derſelben wiſchen 
den Ausdruͤcken 


ö νααäιρ_ναα end” et) m 


fe + hf +5 f’z+ + fe m ft@+D | 
‚ enthalten iſt, wo rt (= - p) den Fleinften, und f(x 4- P) den größten Werth bezeichnet, 
welhen /M (x -- A) für alle zwiſchen o und A gelegene Werthe erhäft. 

Hieraus folgt, daß, wenn man mit der taylorſchen Reihe bei irgend einem Gliede abbrechen 
will, fich für die Ergänzung der Reihe, oder für die Summe derjenigen Glieder, welche man wege 
gelaften Bat, zwei Ausdruͤcke angeben laſſen, wovon der eine größer und der andere tleiner als die 
Summe der fehlenden Glieder iſt. n 

Den vorſtehenden wichtigen Satz welcher zur Beſtimmung der Grenze des Derths einer 





Entwicelung dient, wenn die iaylorſche Reihe bei irgend einem Gliede abbricht, hat zuerſt Lagtange 


bekannt gemacht. M. ſ. 
I. 2. Lagrange, Theorie der anafgtifigen Tunfyionen, Neue Aufl. uͤberſetzt von D. U. 8. 
Erelle, Berlin 1823, I. Theil, 6. Abfchnitt; und 
deſſen Vorleſungen uͤber die Funkzionen⸗ Rechnung. Neue Aufl. überf. von Crelle. Berlin 
1823. IX, Borlefung. 
N‘ 210. 
Aufgabe. Denn die uhloeſhe Reihe bei irgend einem Gliede abgebrochen wird, einen - 


Näberungdausdruf für die fehlenden Glieder und nusleich die Grenzen des Fehlers anzugeben. 
Aufloͤſung. Nach $. 209. war 


— DE Par A pme@+P 


Sen DSH ar het.. Hfet nttretn 
wo f# (= D) den größten, und rt (x -+ p) den kleinſten Werth bezeichnet, welchen 
Pr (o — %) für alle zwiſchen o und a gelegene Werthe erhält. | 
Bezeichnet R die Ergänzung, oder die Summe der feßlenden Glieder, veenn die Reihe fir 
Six + &) beim m > iten Gliede « abgebnodien wird, fo iſt | 
R A<gap/ tern, m u j 
F  R> (m * —— frz p), daher nach $. 17. (IT) de Naherungswerth 


(NR mern let 








md der größtmögliche Fehler 
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—* a) — © + 
| un = 5 * p) 
boiglich beinahe 
Mr) fa + a) = fe + pet rsl — +öpe+.... 
| | + frz + m erntftern, 
wo P den größten, und t (x -[- p) den kleinſten Werth bezeichnet, welchen 
Frt(= x) wwiſchen = o und A erhalten kann. 
| Bier Pre + Pfr pP) =o, fo wid Round ($. 17.18.) Be 
erößtmöglühe Tehlee on 


= arm Fu fre+R 

1. Beifptel. Es ſey = = x’, wer jede mögliche Zahl. bedeuten kann. Sol die 
Reihe für Fe + Rh) = (x «4 A) bei dem a  1ften Gliede abbredien, fo wird (5 10. 
2. Beifpiel.). 
oo pa x + =eot(a Ar’ =(n +4 1) Fran, (x any. 

Tür alle Werthe welche Pr (a + R) von r o bid r erhalten kann, ift der größte: 
Fr@+An=@+ Dina + Nm, 

re@+B=e + Nimm, 
wo für den erften Fall P = n und für den zweiten p = o iſt. j 
Wecgnn daher die nad) $. 176. (7) entwidelte Binomialreife, welche nothwendig ganz mit 
- der 1.25. gefundenen. übereinflimmt, beim rt Lften: Gliede abgebrochen wird, fü entſteht folgender 
Naͤherungswerth 
—2 M er + nat —E 4 73 a5Rh3 + rı rt ne + .... 
.. ET A" Tja ah + ante, 

2. Beifptel. Die Rebe für Is(z + 7) ($. 164. XI.) ſoll Selm n {fin Gliede 
abhrechen, man ſucht die Ergänzung der Reihe mit Angabe der Grenzen des Fehlerß. 

Her wid fo + 7) = 's (= + 7) und ws ‘. 10. #, Beifpiel 
zen Ac o biſ A 

pr (© +)=+ are = gen (x 451 der Ffeinfte, und 

| pr (x +9)=+ * der groͤßte Werth, welchen (x + » von n = 
26 A erhalten kann. Hienach wird Bi * Ersänzung 


_ a 
"=i, + Er er 


und der fleinfte:: 
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— a RM Me — rn rer 
Ii(ct+n)= gc-4-—: te | er m Zt — 


wobei der groͤßt moͤgliche Fehler 

| . Wr + Art ah. 
RT 1 

In (I) werde = =1undh=y geſetzt, fo erhält man 
y=-ll_-_Eı 2% zi4r" 1rtttn® 
Mur yei- Tran are m tar garen. 


ya nr 
[ U) Y 
und den größten Fehler = | + +7: — u Tree 27 
‚Hierin — y fatt y geſetzt, giebt. 


lmefz. "++. y" tot] 
(III) Ig( y= 7 r% -+% + + + + art gan 








und den größtmöglichen Fehler = zn, 1-4d- yet 








2601— yyri . . 
Bon eur. ) werde (III) abgejogen, fo findet men, wenn n = % eine gerade Sahl iſt 
1+Y 
IV) * u 2 | | 
olz yi a Tuner 2 he 
ee er] 
' ed ten i , 1-u-nt] 
und der größte Seh er * * —— 4 20-77 — 
| 0 _ fr Urn ang 
— + 1° 20 — yıyırtı .. 





Hierin Durcpängig 5 * 7 ftatt geletzt, giebt 
un x—1 s—1 —1\ 5 fx —1\7 
RG [it (Er), +: (1) +: (5) + ..... 
. _ (ae 11er (HN +NFR + 2020) ] 
, +75 — (FH) + (7 ) 2(2r +1) (20) 


_ (yet Kart j 
wo der größtmögliche Fehler = 2-5 sw — iſt. = | . 
3, Beiſpiel. Die Reibe für sin(x + 1) ($. 194.) fol beim n + üſten Gliede ab⸗ 
beechen, man ſacht die Ergaͤnzung der Reihe mit Angabe des groͤßten Fehlers. Hier wird 
F( KßY) = sin(x + A), und 
fr (x + R) = Or since + Rh) = + sin(z + h), ddr cos (x + ‚h), nach den 
verfehiedenen Werthen welche m erhält ($. 180.). Nun.ift von sin (eh) und cos (x + h) 
der größte Wert = 4 1 und der Fleinfte = — 1, daher wird 
 fta+R= + 1; sr (+ r = — 1; weil aber die Summe beider = 6 
m ſo findet man 
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a a⸗ pet 
(I) sin (æ R) = sinz + cos æ — sine — 5 cos x 43 31 SERIE a Grm 
| Seins hena m nn —  oa + Kine hi 
Eine diefer Reihen mit Weglaſſung ded vorftependen legten Gliedes gewaͤhlt, ſo iſt der 


srößtmöglige Fehler 
pet: " , . 


⸗ m — —. 
| = =arı! | on Ä u 
Eben .fo finet mn: - > | N) 
h? an 
\ (II) cos (0 + R) = cos — 7 sin & H china — 3 cosx —...+ arm “+D! 
| h A _ Fr 
=c82— 7 sinz —z cos 2 + sine 2, 000 — Tod, . 


| In den Reiben (I).und (II) werde x —= o und dann k== x gefeht, fo findet man, mit 
Weglaſſung des legten Gliedes, 0 


an 


3 x ? 9 % 
A) ne=7— 7 + Sr — rt me time 
j “ . 4 s 8 PR zu Du 
—2 Moz=i1-5 + - +5 —:.: + mg . 


wo für (III ) der größtmögliche Fehler = Ber und für (7) = Ei iſt. 


§. 211. 
Zur Auffindung eines Naherungbaustud, und des groͤßten Fehlers welcher entfteht, wenn ' | 
die maclaurinfche Reihe ($. 196.) bei irgend einem Gliede abgebrochen ˖ wird, fege. man $. 210. J | 
„durchgängig x == 0, und alödann h = x, fo findet man’ einen Näberungöwerth für “ = 


grtı frPo+ftp 
Diemster Her tär ———— 


wo frtı P ven größten, und fr+: p den Fleinften Werth bejeichnet, welchen ꝓ . fuͤr alle zwi⸗ 
ſchen o und a gelegene Werthe erhaͤlt. 
Der groͤßtmoͤgliche Fehler iſt alsdann 


a ptr P_ Tal 
un =orn 2 
\ Wird S nn P u «+ p = ©, fo ift die entfprechende Neun . on 


DA Het 
"und der größtmögliche Fehler = GEIT = Y ftp. 


Beifptel Die Entwidelung von fx =. Ig (a + bx) nad; dem Potenzen von =; fon - 
beim fünften Gliede abbrechen, man u den entſprechenden Naberungdauddrud, und für biefen 
den n größtmögligen Fehler. 
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Aus —2 Isla + bæ) wird nah $. 1%. 
—_ — (r 1! _ 
fx= + — daher für — o | 
ff la | 
“ f=+2%, wegen 0! —= 1 ®) 
f=-5 
" f=+ 215° 
4 _ 31° 
a* 
Nun iſt Pr BE. : ale SP = der geößte, u fr = 
(+ 5m)" ’ PP rn 
der kleinſte Werth, welchen f' x zwiſchen o und x erhalten kann; alfo 
- fısP t/r_ =. (a + ba)! + at ——— ‚ daher findet man fx oder 
bin? , Dt bint , Bixt (a + da)6 + a6 
Wa ++ rt 3a Tat ger ke Teer 
Der größtmögliche Fehler ift | - 
5x5 (a + bx)! — a8 
\ v. 
4. 212, 


Zur Veſtimmung der Ableitung einer Funkzion, kann man auch die tahlorſche Reihe an⸗ 
wenden. Sucht man die erſte Ableitung von fx, alfo fx; fo iſt nad) (I) 8. 176. 
| fe th _ = fir errfetnfethtet..) 


und weil für h=odi auf f* x folgenden Glieder verfehwinden, fo wird | 
Fe tn fe — yeah o. 


HR mean nun im Stande den Werth von far h fe für den Fol anzugeben, daß 
hm o wie, fo findet man dadurch Fa — If. | 


Bei der Anwendung diefed Ausdrucks wird voraudgefegt, daß die Entwidelung von /(z+h) 
bekannt, und der Nemer A als Faktor im Saͤhler F(æ + — fx enthalten ſey. 








REG 8. 6. IR bie Baktorenfolge TA = 1,2.3...n(a +1)... tm) =" 0 + 9" 
Yasschı 


qutemiı 
ober m= —— oder es wirt, weil (5. 6.) 2"! = (m)! if, OLE — bieri n=0 
\ m;L 


seht, a Ä u 
| 1. Bei⸗ 














= 
- 
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1. Beifpiel, Dan focht die erſte Ableitung von fx = a Es ft 
Fe.) + hr mer nennt naht 0... · daher 


Pe 2 
fe + hf: _ m—tar ton. zn tnathhıe.. 


Siesin 4 =: 0 gefeßt, gebt Far = na"; wie.erfordert wird. 

2, Beifpiel. Man fuht die erſte Ableitung von fx = sinz. Iſt nun 
Jetny=snct+n)=sinathoa— Seine Eat... be 
fannt, ſo findet man hieraus 


iR = us yme-pmahı... 


- Sei h == geſetzt, giebt 


ee 
Te == 008 &. 


3, Beifpiel, Die erfte Ableitung von dem Binomittocffinten m ju finden ‚ wird 


SA han pen fen mo, Aber G. 41. L) 
(2 + Mm = am + am 4 aueh *42*. +, .. tr Ams oder 


(+rn= Im rhe mt +4 * -1) tt 3 — 1), 2m + .. +2 A— Yan, 
daber wird - 


Zen a + 3(R— 1) m + 3 — 1, m +....+ (Dim. 
Siein h == 0 geſetzt, giebt, wegen $. 35., den Werth von 2 x, öder 


. * 


| 1° 
d.2m = m — Fam + Fans — amt M x h — %o 


wo die oberen Zeichen für ein gerades die unteren für ein ungerade m gelten. 


$. 213, 

Den vorftehenden Unterfuchungen gemäß laffen fih von der Urfunfjion 7 = fx.die auf 
einander folgenden Ableitungen finden. Nicht fo Teicht ift ed umgekehrt von jeder gegebenen abge⸗ 
leiteten Funkzion die vorhergehende Ableitung, oder die Urfunkzion anzugeben. 

Die Funkzion aus welcher eine Ableitung entſtanden iſt, heißt die Zuruͤckleitung oder das 
Integral derſelben. So iſt. O = frz die Burüdleitung vn & e fx. Wil man 
die Qurädleitung von 9"y = f”y andeuten, fo fann died durch einen negativen Otdnungserponens 

‚sen gefchehen und es iſt alddann .Fy=f" fs = g"y= ff die Burüdleitung 
"sondr—Ff”x, gang auf eine ähnliche Weiſe, wie I":Iy = er iſt. Die Buchdfleitung | 
von oy=f'x if daher 
92. = JS = — Fer SL 
Aa 920y = Y un) f fs = fx, daher wird auch 
‚or fıx = F x, 
oder fx iſt Die Zuruͤckleitung von fi. \ 
Eytelweins Analyfis. I. Band. . Mm 


/ Sn 
Eu 


en Siedentes Kapitt1li. 


Dieſe Bezeichnung der Zuruͤckleitung durch 0? wird in der dolge bebehalten werden, bis 
andere Unterfachungen eine Abänderung erfordern. . Auch folgt hieraus, daß, wenn von einer geges ° 
benen Funkzion die nächfte Ableitung belannt iR, fo Tennt man auch bie Burüdffeitung dieſer 
Ableitung. 

Beim Auffuchen der Zuruckleitungen aus gegebenen Funkzionen iſt noch beſonders zu bemer⸗ 
ken, daß Funkzionen, welche in Abſicht der veraͤnderlichen Groͤße einerlei Geſtalt haben, aber durch 
Addition oder Subtrattion beſtaͤndiger Groͤßen von einander Ze hicden ſind, dennoch einerlei Ab⸗ 
leitung geben. Wäre z. B. fx = x" + a und Fx = a" — b, fo wird 
fxz= Fax = nat; woraus man aber nicht fhließen * daß fr = Fa iſt, weil in Abs 
ſicht der beftändigen. Größen a, b eine wefentliche Verfchiedenheit vorhanden iſt. Dies entſteht da⸗ 
ber, weil die Ableitung jeder beſtaͤndigen Größe — = iſt (. 177.), alſo die beftändige Groͤße, 
welche mit der Urfunkzion durch Addition oder Subtraction verbunden war, in der Ableitung 
verſchwindet. 

So iſt, wenn dieſe beſtaͤndige noch naͤher zu beſtimmende Groͤße, welche ſich für jeden vors - 
Tommenden befondern Fall finden läßt, mit C bezeichnet wird, welche man auch die Conſtante 
der Zuruͤckleitung nennt, nach dem vorhergehenden Beiſpiele | . 

O"t' nam = ar C. 

Wenn daher von far die Ableitung f’ oder fx = 878 befannt if, fo erhält man die 

Burüdteitung, dder 


(1) om fix = fo + C. - 
Mittelft dieſes Satzes und der bereits gefundenen Ableitungen, laffen ſch mehrere Zuruͤck⸗ 
leitungen fuͤr vorkommende Faͤlle beſtimmen, von welchen einige der vorjuͤglichſten hier angefuͤhrt 








werden ſollen. Vollſtaͤndige Unterſuchungen uͤber dieſe Gegenſtaͤnde, folgen hienaͤchſt in der Diffe⸗ I 


renjzial⸗ und Integralrechnung, und es iſt nur hier vorlaͤufig zu bemerken, daß die Lehre von den 
Ableitungen der Funkzionen mit der Differenzialrechnung und die Zuruͤckleltung der Funkzionen mit 
der Integralrechnung überein fommt, fo daß was bier Ableitung genannt wird, dort Differenzial 
heißt. Auch Bat man fich Hier der in der Differenzialrechnung üblichen Bezeichnung bedient, wors 
nad) O*y dad nte Differenzial von y bedeutet, In der Iutegralrechnung bedient. man fi des 
- Beichend S um dad Integral einer Funkzion anzudeuten, fo daß, I" mit S einerlei iſt. Hier hat ˖ 


mnan deöhalb diefe Bezeichnung noch nicht eingeführt, um Verwechfelungen mit dem Summenzeichen 


in dee Lehre von den Reihen zu vermeiden. Uebrigens hat man durch die vorhergehenden Unter⸗ 
ſuchungen alle ſchwankende Begriffe über dad in der Differenzialrechnung gewoͤhnlich vorfommende 
Unendlichfleine zu befeitigen gefucht, ‚die Lehren felbft aber nur. fo weit ausgefuͤhrt, als ſolche für 
. die zunächft folgenden Unterfuchungen erforderlich waren. | 
Noch iſt zu’ bemerfen, daß eben fo wie fx = fr die nte Ableitung von fx bezeich 
net, iben fo bedeutet I" fa = fx die nte Zuruͤckleitung von fa, oder I""fx Bedeutet, daß 
nmal. hinter einander von fax die Zuruͤckleitung genommen werden fol. Wird daher von fx die 
zte Ableitung und dann wieder die nte.Burädleitung genommen, fo entſteht wieder fa, oder es iR 
Ir (fx) = If = fa und Or (If) = Ita fe. 
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Eben fo wid | Zu 
. or (ö"fa) = on tf= fun, und 
FE ee = ı gen (0m fx) = = dr fx fung, 


$ 24, 


Beseichnet fa jede mdoliche Funkzion der awwerinderlihen Groͤße x, für welche dei == 1 
ift, fo wird (. 188.) '. 





@+lUYaPfe= Bauart, oder wegen $. 179, (1) 
Jay.fız = 0 ww 7» daher $. 213. 0) 


Dort + c 
Hienach wird für fe = a + bar; ft ba, alfo. _ | 
' | — — 9 [rbar!(a +br)] = et be) Eau), oder 


_ . «+ 5x”)*t 
ea Hey] = (tr +G, 
| wo r und n jede mögliche Bahl bedeuten koͤnnen. 
Fuͤr — 2 wird | 


Ä elta re 
guͤr 1 wi "rn \ 
«8 b nn | | 
Ira be) = — 4 0. 
Hierin — 5 ftatt b geſetzt, giebt 
| Ola — bar C — le — ba". BT, " 
‚Gitra=mowwb=r=1mid rn 


BE gr \ 
Fe u =, +1 + 
Durhpängi A ftatt rn gefeßt, giebt - 
1 N 
a Ban Bo Dede + 
-ı — —_ C — — — — 
(a + 5x5)” (a 1)bla + bo)" 
1 — 
(a — bx)" — (a — Ybla — at C 
Es I=c--—1__, 
05” (n — ar“ 


Wegen der Buräleitung von — ſem. — , 218. (f) 
Waͤre f!x eine. beftändige Größe, fe er man auch (}. 170. J.) 


un o=4er - * +6 


⸗ 


Mm? 
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und für n = 1 
je faire 
- Eben fo wird nach $. 180. 185 und 197. 
2 | (III) 9 af. ff = — > C 
-und framewwfe=x 
| me=ete Ä 
(IP) mleigaı+c. | — ——. 
O[ Sin æ C — co. — 
(HI) Hr COoSA C Sin + .C. | - 
me eufrtte .. 2 


(HIT) 52 5 — Arc vin Fæ + C. 








(IX) 95 — . Arc ta JFo + 6. 


(X) U⸗ ri = =. > Arcse/fcs tt Zu oo. Ä 
(XT) 97 2 L® =” Arc sin vers [x +C. | 

Nach g 188. (5. Beiſp.) erhaͤlt man fernet — | | | 
(XII) mem — Tr 6, | Ä 
wo durchgängig e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bedeutet. | 
Set man y = fx, fo. hätte man auch für die Buritetungen (DM (m) und (FU 
folgende Auddsäde, wegen dy = fx, ehe Kann: Ä | 


o>(yroy)= A +e 
"(a oy)=pz, te 
9! = == Er C, 


nur if wohl zu bemerken, daß hier Ey unter dem Zuruͤckleitungszeichen En niht = —1 aefbt 
werden dert, weil y eine abhängig’ BVeraͤnderliche if, und nur dx = 1 geſetzt werden fann, 





g. 215. 
Wenn gleich die Ableitung von einer beſtaͤndigen Groͤße — o iſt ($. 177.), fo darf man 
„ doch Hievon nicht auf die Zuruͤckleitung fließen. Man fege daher fx = Ar, wo 4 eine ber 
ſtaͤndige Groͤße iſt, ſo wird ofz—=f'r—= A. Dieſe Werthe in (T) I 213, geſetzt, giebt 
94m Ach 
und für 1 = -t 


ai=r-+C _ 


[4 
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Wäre Hingegen y irzend eine ‚Sunfzion von æ und man fucht die Burüdteitung von day, 


ſe iſt sender Zu Me, ıh- Fe 
LE 2 dar m Ara war A .. 
ar ur. on our ten. .77 
1. J en, try ler Del 
* rt ih. „216. ; L*-: u 


Sucht man die Zuruͤckleitung von Fx für den Sal, daß Fix keine beſtaͤndige Groͤße iſt, 
“fo findet der Ausdruck (IT) 6. 214. keine Anwendang. Alkein es iſt füry — fo.Fax nach 
$. 182. O00 = f!x.Fx + fx.F’x, daher, wenn wan durchgangig die Zuruͤckleitung Bi, 
y= F’z. Fx) + 9°": (fx.F° &) *), oder, wenn man für y feinen Werth fegt: | 
MN leere) J. F rum ”. F6 = 


oder, wenn fix eine beftändige Größe iſt (1.177) | .- .\ . 
- (I) zes Fr = — (fo. a , 


ſo daß man hienach die Zuruͤckleitung von Fx finden’ van wenn die Zurädtätüng von fo. Pr 


befannt iſt. Dies Verfahren ift unter dem, Namen, der - tbeilmeifen duryceleituns Untegrasion . 


par parties) befannt. 
Beiſpiel. Sucht man die Burä@kiitung dor Fe= X (a * dx), (6 with‘ Very 


ro ar Seht man-ımun hier, den Ausdruck (17) anjupenden, Fx 2 44 > ſo void. 
fra b und Irlfs.Po) C ($. 216) folgtich. 
. gm (+ ba) at Ee rn _ + c. 


fr æ 1 und d ⸗ — 1 wird | 
gg (t _ = Eee — x —@- — . AU — 2 


. 217.. 6 

Zufatz. Man fe fer FP und Fr =Q, fo PR P und O0 Fentzionen von und 
man findet f’x == op und ae F'x = Fo =. Lau Q, Dieſe Werthe in die Gleichung (X) 
geſebt, geben 

(I) 9-"(8 P. 0 = P.-0'— . 0) 4 c.. 

Dieſer Ausdruck läßt fih dann mit. Natzen anwenden, wenn man nicht im Stande: iff die 
Zuruͤckleitung von dPITQ- unmitteibat anjugebeir, abe wohl die Buräfeitung vom. Produft 
PQ kennt. \ et - - 

Aus dem vorſtehenden Aubdruct erhält man aud) u 

 - I) 0& (P. 0) = P.oQ — = (OR. 20 fr ( GG 


N Dad [fir Fa * fa. Profi dr fs Fæœo) * Io (Fk Er) iſt, bedarf Feines: Befohbern 
Wpweifes, weil man nur die Ableitungen dieſer Ausbzäde nehmnen bett um. auf. beiden Geiten bes Sig: 
heitszeichens AT. Fan -p fx. Fi wieber i⸗ erhalten. ER . 


- d 
— 














EIER 


m: = Hr non rw _ ma me (he He, —X —E— 
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Ä 5 218.. 
| Die Zurdclle tungbrechnung, von welcher bier nur die Grundzoͤge Jufammen . geſtellt ſind, 
gehört zu den weitlaͤuftigſten und ſthwierigſten der ganzen Analyſis, und erfordert ſowohl als die 
weitere Ausfuͤhrung der Ableitungsrechnung beſondere Abſchnitte. Mittelſt der angegebenen Zuruͤck⸗ 
leitungen iſt man jedoch im Stande von mehreren zuſammengeſetzten Ausdruͤcken die Zuruͤckleitungen 


anzugeben, von welcher hier noch enge | Säle angeführt werden follen. 
Die Burädleitung von u == Tr zu finden, wenn m eine pofitive ganze Zahl bedeutet, 
— 7*. daher ( 25.) 


ar * (28 — —R& + mare — ....+ manız + a"), daher 





fege.man z = a+ b2, fowid, = = 


. 96” 1 an — 4 
8787* met FR ment). N 


6” 
Fun iſt de: = b, alfo g —=1 und m . = — daher aus 


und hierage. wenn man von den einzelnen Gliedern die Burüdleitung nimmt, 


ou = m (@- Em -... - mar Darigz) + C, | 
oder es Pi wegen . * @ + bx, « 





.er0.% 





... UWE aka z ne "art erigla + ba] — 


wo die oberen Beichen für ein geraded, die unteren für ein ungeraded m gelten. 


Hierin nad) einander o, 1,2... . flatt m: gefegt, sieht, wenn man die beftändigen Größen : 
mit unter C Br. 


on 1 la + 52) + C 

Home ihwerinte, 

= + 7 = — - Fr +35 2 Ig (a + b2) + C. 
ae — rF-R Burda re 


ax’ a? x° 


eh mt m. er jr Wat ba) + u. ſ. w. 
In (7) werde — 5 ftatt & gefeßt; Died giebt. 








6” a—b .. 
„an ..- ul - ea ab... 





a ag a Fein harige— be] + C. 


* ** . - 
. ‘ “ . 
. 


⸗ 
- 
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Sena=b=1 und nach einander-o, 1, Zune ſtatt m geſebt, sicht 
Mi =C6—-kli-n) 


1— » 


[| 


o - a). 


an -c-3—- 2 ld) 


Li 1-x 
3 a” 8 2 
Zur een —ig) 


gi = 


und überhaupt: 


- m m m—2 . 2 
3 1—x 7 C m. m—1 nm—2 "+ *+* 2 * a). 





Die Zurüdleitung von 4 = 
2:0z =, daber 


_ _ _ 120: Pe 
ua Team —- 29 +7 Nun iſt 


—* =. zu finden, fege man a == z, fo wird x = :* und 








. — — _ 4 | * 
ITR. d+9)(d-:) 1+z 1-2 1+3 ir :’ daher 
9 — 9 

um — 29: 4 ir: — I, alſo nach (I) und (II) 


must) yU-d=—tti + 6, 
oder wegen z — a 








1+.4 \ 
= — 2.8 . 
2 ie at 
Eben fo findet man - - 
' a at zo x — 1 











‚ 1 — A i 1 — | 
‚Weil - Sat RI a 2a if, ſo erhatt man | 
I — — it ° — 


iv alſo nach au ) 
a 1: _ 1 +28 | 
Neem ertäsre 


xt (1 — x) . 41 
al 1 = 1. b 
dru=— 1 2 7 a Fhz oder nad) dr | | “ 


6 (a + I) + C, folglich 


1 4 b 
—— meet 1. + -* *. 
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Ferner iſt u = = *— 7* + ICEaDY wovon man ſich abenen- 
gen kann, wenn die Brüche unter einerlei Nenner gebrecht werden, daher -wird. 


_ rate 
daher $. 214. (T) und (17) 
rum 5. — Br +23 lg (a r 2 40. folglich 
Fette 1 8, 
Die Burüdleitung son a* 0” zu finden, wenn m eine pofitive sarye Zahl iſt, ſetze man 
“= F md a" = Fix, die giebt = * ($, M4. III.) und Fra” = max”', das 





ber nach $. 216. (I) . . 
oo . x m =) x moi 
* et el 
u ‚Met 7 a Ferner 
dar am u RT _ eZ 1) 0” 0X x” 
. 77 Age ga 
et _ en 
Iga ig a 
Mai == a” o _ 10T 
ig a ig « . 
—1 L4* 


Aber —— 7 = Ig 5 , daher erhalt man, wenn (Ig a)m durch —* bezeichnet wird, mit⸗ 
tif der vorftehenden Gleichungen 





a” x” x mi — 1,0% „m N. 
aller he 7 ui Same Pu —— or 
. . 8 a 

=} — gti ‚m (m — 1) 5"? m{im—1 13 

VIII) 0 v m | m __ * —————— en 4... 
mmol)... 3.21 
» ’ — 18” a + C. 
Hienach wird 
x 
OT? .a* = * + C. i 


| 


x 4 1 
ö a” x Iga [ — | + C. 
oo. a” 2 1.2 
me fe 5* * V. 
BE 302 , 2.3 1.2.3 
oa) — Ira & — Fr + mp — =] + C. 
u ſ. w. 

Sucht man die Zuruͤckleitung von =” e”*, wenn ze eine pofitive ganze Zahl bedeutet, 

fo erhält man ganz auf eine ähnliche Weiſe wie bei der vorhergehenden Zuruͤckleiting 








X) 


2 
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und hienach 


—X e x — — — (= 4 9 


ten - — — — | Ä 
rat) re 


u. fe w 











4 — . 3.2.1 


“... 
* 


8 


Die Burdeffeitung von u = a" ig (a + br) zu finden, wenn m eine ganze pofitive Zahl | 

















ift, fege man ne und Fxz = Ig(a + bx), [2 wird fe = — und 
Fix = ar ‚babe * 216. (I) u . 
mt , 
"um —* I 116 (+ b2) — I Fr tr + 6; oder 
+1 
“x, 9 [am igla + alle £ lat be) — — a? + | 


wo die zuletzt angedeutete Zuruͤckleitung nach (T) gefunden werden kann. 
HSHieraus findet man . 


Hakati)=c+2— TE lat in 





+6 


2000 6 - 2 3 
er re 
Fir am und 5b == — 1 wird 

. me ud )=0—-2- 0 1c® (li — x) 





Mes )=0-3— 3 — 3 — IE ua) 


In (X) werde — m flatt m a, fo erhält man | 
ı Igla + ba) _ (a + dx) AI 1a 
an a et m I 
Hieraus findet man wegen ) und I) 
a b Bx: — a? 
zielen) + — Kati) gen 
‚Sptehweins Analyfis, I. Want.  ' N n 


2 x 


} | 


————— ———————— 
La + (— 


Bu 
ax) en u 
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| % 219, _ - Ä 
In den Fällen, wern man die Burädleitung einer Funkzion nad) bekannten Regeln nicht fin⸗ 
den Tann, Täßt fich folche naͤherungsweiſe durch eine Reihe mitkelft des taylorſchen Sagtzes ausdruͤcken. 
Ser — x in $. 176. (I) wird ' 


Fa—)=F=Fr—aFz+y Po —„Pat..... oder 


Fe=F+zF2—- 5 Pa +5 F I Früh. 
oder wenn man Fx == f*'x fest, fo wird F!x = fx; Fx=f'x; Fz=f’a;... 


und wenn man die noch näher zu beftimmende beftändige Groͤße ſtatt F mit C bezeichnet, fo . 
erhält man 


(I) fme=C+efz— = f3 x fe -Pic+ read” Foo 
welches die von Johann Bernoullii in Acta eruditorum, Anno 1694. p. 437. juerſt bekannt 
gemachte Reihe ift. (Joann. Bernoulli Opera omnia. T. I. Laus. 1742. p. 125.) 
Wird in der maclaurinfchen Reihe von jedem Gliede die Zuruͤckleitung genommen, fo findet 
man ($. 196.) _ 
Ife= — ————— dx +5 = +5 et +... 


oder weil f=C+zf( 215) 9x = * ; 02 æ2 = = z u. f w. ift, fo findet 
man. wegen I"fx = I”: 


MfT= CHF HE FE +EP HS hut Eur +. 
Nach diefen beiden Zurädleitungdreiden laͤßt fi von einer jeden Funkzion, deren Ableitungen 
befannt find, die Burüdleitung durch eine Reihe ausdruͤcken. Die entfprechenden Reihen erfiheinen 
aber fehr oft in einer wenig brauchbaren Geſtalt, ob ſie gleich in vielen Faͤllen eines einfachen 
Ausdrucks faͤhig ſind. 
Ein anderer Naͤherungs⸗Ausdruck fuͤr die Zuruͤckleitung einer Funkzion ift $. 1057, entwickelt. 
Beifpiel, Die Zurädleitung von fx. Ig x zu finden, wird ( . 180.) _ 


fat; fix =, Se=tz; fer= 
daher nach (I); weil of = Ortig x = "x iſt, 


53 x 


gem ltaue a3 — — n= ZuBaaui 


= teuer hr tt he. ) 
Nach h. 164, (XYI) iſt aber die in Klammern eingeſchloſſene Reihe = 1, daher eigentlich 
km — ac HC. 
Nimmt man von diefem Ausdruck die erfte Ableitung, fo findet man Ze =, wie erfordert wird. 
Die Reihe (II) findet hier feine Anwendung, weil die lieder derſelben unbeftimmt Werden, 
@ fey denn, daß man die ie Burädleitung von Ig (a + x) ftatt 25 x fucht, 





_ 31 - 
+ > u, f. w. 


⸗ 





a 
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Ynwendung . 
1. Aufloͤſung der Gleichungen. 


§. 220, 
Die Steigung =" + dem I Bar! Cars +.,...=o bezeichne man mit 
fx = 0. Hat dieſe Gleichung zwei oder mehrere gleiche Wurzeln, fo möffen eben fo viel, we⸗ 
niger einer, in der Ableitung f* 2 vorfommen.. . 
Die Gleichung habe r gleiche Wurzeln, jede = «, fo ift (æ — a)" ein-Faftor derfelben, 
daher fe = p(x — a), wo p eine folde Funfzion von a iſt, weldhe den Falter 2 — a vicht 
enthält. Hieraus findet man u 
fz=[@— a) ent em (2 — a), 
alſo ift (= — a)r-ı ein Faktor der Ableitung F 
Bind, daher in der Bleihung fx = 0, r gteiche Faktoren, fo möflen »r — 1 der 
ſelben in der Ableitung /" x vorfommen. 
Hat hienach eine Gleihung vier gleiche Wurzeln, fo muͤſſen in ihrer Ableitung noch drei 
derſelben als Faftor von der Form = — a enthalten feyn, und wenn eine Gleihung nur zwei 
gleiche Wurzeln, jede = a hat, fo ift &æ — a ein Faktor ihrer Ableitung. Um daher die glei⸗ 
chen Wurzeln einer Gleichung fa o zu finden, ſuche man für far und deren Ableitung "= 
den größten gemeinfchaftlichen Theiler, auf eben die Art, wie man den gemeinfchaftlihen Theiler 
zweier ganzen Bahlen fucht. Findet fi) dann ein Theiler von der Form x + a, fo ift a eine 
von den geſuchten Wurzeln: der Gleichung fx, welche hier als eine rationale ganze Sunfyion von 
x voraudgefegt wird, 

1 Beifpiel. x — 1x2 + 390 — 46 = 0. 0.giebt, wenn diefer Ausdeud = fx 
geſetzt wird, Fr = 3x? — 22x + 39. Durch Aufſuchen des gemeinſchaftlichen Theilers 
erhaͤlt man 

æ — 112? + 39x — 45 30 20439 
at — 22° 4 13x ——— 
— —4 
— 320? + 22x — a . 
3 a ee, - — 
8*⸗ — 9x - Zx +2 Ja 

— 13x + 89 


— 


= 


Es ift daher — 40 % der gemeinſchaftliche Wweiler von fx und pi x, ale 
— 40 +4=o oe — +3 =0, al x = 3 eine doppelte Wurzel von * 
| | | W Nu 2 


= 
5 
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Man findet hienach | | \ | 
tn nn, alſo it 
at — 11x? + 399 — = (x — 3)’ (2 — 5). | 
2. Beifpiel, Su unterfuchen, ob die Gleichung | - 
fe=x' — 8x! +42 — 32 4 16 * 0 


gleiche Woreln bat, wird Fra = dt — 240° + 482 —- 28 





Sucht man den gemeinfchaftlihen Theiler für beide Ausdrüde, fo findet man denſelben 
12.2 —_ 122 12, der a — 2x0 2 0. Die Wurseln dieſes Ausdtucks find 
z=1-+ Y- 1 und x = 1 — Yy— 1, welches die doppelte Wurheln von fx find, Run 


iſt ferner 
Eʒʒ ae art — tl nn 4, ober weil 
‚,(@ — 22 +2? = (2 -1—Y— 1)? (@ — 1+Y- 1%, fo wird auch 

x — 82? + 242 - 832 -6= (0 1 — V- 1 « —1+Y-1? (ec +9. 
Uebrigend Tann man beim Aufſuchen des gemeinfchaftlichen Theilers die Beuͤche dadurch 

vermeiden, daß man ben Divifor oder Dividend mit einerlei Zahl multiplizirt, weil dadurch der 

geſuchte gemeinfchaftliche Aheiler feine Aenderung in feinem Werthe erleidet. 

- m 

| Bon der Gleichung fx = o ſey a ein naher Werth für bie Wurzel x und der fehlende, 

Theil 2, fbfltz—=matz Nach der taylorſchen Reihe ($. 176.) iſt aber 


Jety=fe+:fa+z Su “+SftcH+. ... 0, 
fohglich, wenn z fo klein iſt, daß die Sößeren Potenyen von z wegfallen fönnen, fo wird 


Fat zf!a=o, und hieraus z = — A 


‚Wenn daher die Gleihung fx. o gegeben, und « ein befannter naher Werh ihrer Wur⸗ 
zel iſt, ſo beſtimme man fa und fa Aus f2 und man findet alsdann einen nod) näberen Werth 


der Wurzel, wenn zu = noch | 
zu 5 J 
hinzugeſeht wird. 

Dieſes Verfahren, die Wurzel einer Gleichung durch Naͤherung zu finden, kommt 
weſentlich mit der neutonſchen Laͤherungsmethode uͤberein, nur daß der vorſtehende Ausdruck 
das Geſetz, nach welchem die Wurzel zu beſtimmen iſt, allgemein und ſehr einfach darſtellt. 

Als Beiſpiel kann die von Neuton gewaͤhlte Gleichung =’ — 22 — 5 o dienen, 
welche derſelbe (La Methode des Fluxions et des "Suites infinies, par Neuton. d Paris, 1740.) 
auflöfl. Man fege fr = a! — 22 — 5, aber ft fx == 3x? — 2, und weil man fi 
*r leicht uͤberzeugt, daß 2 eine nahe Wurzel der. gegebenen Gleichung iſt, ſetze man a == 2, fo 


% 
* \ 
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wi fa a u ml Im fremder 2-0 alfo ' 


- m” o’ . 
und et iſt 2 1 ein naheter Werth * x N, 
‚Sept man ferner & = 2, 1, ſo wird fe = -0,061 und fTo — 11,23, daher“ 


0,061 __ 


alfo 2,1 — 0,00843 = — 2,0957 ein näherer Werth für x. | — 
Will man die Wurzel noch genauer haben, fo fey « == 2,09457, alsdann wird 
Fa = 0,000206.694 766993 und ta = 11,161670 4547, daher = 
z = — 0,000018 5182, 
folglich ein näßere Werth frz - 
2,09457 — 0,0000185182 = 2, 094551 4818 


% 


Neuton findet. (a. a. O. p. 7.) 2,094551 48. 
und KLagrange (Fraiet de la resolution des dquations numeriques, nouv. edit. Paris, 1808. 
pag. 33.) | | 2% 094551 4865 '- 

5. 222, 


zuf 9. Will man den Werth z für die Gleichungen eined jeden Geades beſondert an⸗ 
geben, ſo ſey allgemein die Gleichung des aten Grades 
J tie time 
Seht man diefe = fx, fo wird | 
fasnam 4a Det + Natt....Hk 
Hieraus findet man, wenn a ein naher Werth für bie Baur æ ft, den Bufag 
"rated r, that 0.007 
aa" + (n— 1a” + (n— ba =. + k 0 
Zr die Gleichung vom deitten Grade x* + ax? + bx * e= o wird 
2 _,e® + aa’ + ba re ’ 
3a? + 2aa + b , 
und für bie Gteidung vom vierten Grade = + ax! + bx® + ox + d=o 0 wid 
zu tee +be +ca+d j , 
Aa! 4 3aa? + 2ba+c * - 


zZ mu — 


⸗ 


= 





I. Von bem Werthe ber Sunfzionen, wenn fotche in befonderen. . 
Faͤllen unbeflimme zu feyn ſcheinen 
Ve 22ä. | 
In irgend einer sentuen von > werde die unveränderliche Groͤße a , fit & * sefest, fü ent⸗ 
ſteht daraus ein beſonderer Werth dieſer Sunfyion, welcher aber euch die — z;0. 8; 25 


- 


* 


— 
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oder oo — co annehmen kann. Diefe Ausdruͤcke find unbeſtimmt, allein mittelſt der folgenden 
‚ Unterfuchungen laſſen fich die beftimmten Werthe derſelben in jedem beſondern Falle ausmitteln. 


Waͤre die Funkzion y = — sachen, und man fucht der befondern Werth für y, 





wenn x = a wird, fo erhält man y = — 


Sehr oft, wenn dergleihen Fälle vorkommen, liegt die Unbeftimmtheit darin, daß man un⸗ 
teefaffen Sat, einen gemeinſchaftlichen Faktor wegzuſchaffen. So ift: 


a — x? _ _ (a—%) (a? ax +x) a pax + x? 


alſo y = ta fuͤr = ao. 
Hierher gehören alle Sunfzionen von der Form: 


— 2. — 3. N — | _ 
welche 2 für — x = a geben. Wird bier Zähler und Nenner durch : x — a dividlst, fo entſteht 


5.61) Ä 

ART + ax" + a?’x —öß +. + am 
IT zn : Lax”? > atx75 +. — 
und daher für 2.= a 








_0o __ Ama” mA 
Im, B.ına”:  nB — 
Iſt hingegen 
Acæ — a)" 
7 B(x — a)" 
gegeben, wy=— — für x = a wird, fo findet man Ä - \ 
y= en , alfo, wenn m > n ift, für sah 


R 
| y--=0 
Ferner ift: 
Da y 
5 alfo, wenn n > m ift, für x = a 


V 


Iſt die gebrochene Funkzion: 
Fx 

| - yam Ä | 

gegeben, welche — für x = a werde, fo fann man in den meiften Fällen durch Ableitungen den 

befonderen Werth von y finden, 8* 5 


» 
ms 1 0” 
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Denn es ftyfe= Fa, afo-ydfx + 0y.fz=OF.. ((\, 183,) - Weil oh ja=o 
für = a wird, ſo erhaͤlt man yd = = OFa, folglich 
| y= a7: frac, 


Wäre ferner Se =. — — für x = a, fo erhält man auf eben die At 
. _ 0 * 06 


Wird auch dieſer Ausdruck = =-, fo endet man alddann eben fo 
N u apfementn 


1, Beifpiel. yz= z für sc —=1 zu finden, Sie iſt dFx nam und 
ofx = 1, alfo 


* = — oder y a , für x =1. 








2 Beifpiel, y= w+5an’—datn— 2a fr & a zu beſtimmen, giebt ⸗2, 


—-4 © 
alſo wird hier 
iii == — oder y = 23. ehr =. 





3. Beifpiel. y= - für = 0 zu beſtimmen, giebt y - 2, alfo . 


van oder y 1 foͤr æ 6. 


4. Beifpiel. A go, shty=-. Aber u | 
26-2) = = Zi = the Ge =, felgfih y= — 1 fü = 0 


5. J yo: Gry— ste für x = o, giett S3. Aber 








elta) == * und d%5 (1— a) = = —— daher 
1 1. 
dFx: I3= tT-z 
u alſo 2 fuͤr & 0. 
6. Beiſpiel. ——— geht r = — für x = o,alfo 
net ymimenn | 
7, Beiſpiel. van giebt y =- für x =4, alfe .- 
= I = — Wim ey = o ri 





\ 


FR 7. °°* 5 "7 


8, Beifpiel, Y 2— für x == o gu finden, giebt y= = alfo = 
IE = ——————— Meymia—ib=iffiin=o 


N 


u x 
9. Beifpiel. ya _ 5-2 ve +) giebt 2 für = 1; aiſo 
dEn _ Audit +13 tete ent, daher y— p 0 für = 1. 


U— J 2% ' xy(8x” +1) 
5 a — 4a ax — a?) 
- 10, Beiſpiel. y= "+ (m —4a)yl2ax 


(2ax—x?)’—a°’ 





fr =a u > beftimmen , giebt 


ym= * alſo (s—x)y(2ax— x?) 
ebenfalls y=-; babe ferne: ° ö 
® Zi ae x 104°) Vase), 


11, Beifpiel. „= 7 für æ = 1 zu beſtimmen, giebt y = 2, alfo (5. 


186, 5. Beiſp.) _ " , r N 
— = — für cz = 1 wird ebenfalls y = 2 daher ferner: 





f ae 7 ya in. 
— 7 
2. Beifpiel „= —* frz S 1 zu finden, giebt ya B alfo 
aFx | A+Z+igm 2 1 


ae — daher Av* ode y == © fin. 1 
%. 2%: 
Verwandelt ſich die gebrochene Funkzion y = 2: ny=-— > für ==, rn» dividice m man 
„Bible | und Nenner derfelben durch Fo S8 alddann erhält man 


x 1 
„-E . 
doy=-füx=a, wodurch dieſer Fall auf den $. 224. zucädgefügtt iſt. 


- Wenn bingegen die Funkzion y=Fas Iæ gegeben waͤre, und man findet Fr == o und 
Je=o für =, alſo 


ö Fæ —— ——— ). 
— ; für ca giebt fer Ausdrud | 


' . “ | fo 


% 





3 ” ” . . R ’ ⸗ 
x [7 


Taylorſche Reihe und abgeleitete Funkzionen. 5. 226. 289 


fo fege man. I 
Fx* 
, FT 
da alddann y= für æ S a wird, weshalb auch der vorliegende Fall auf den S 224, ge⸗ 
bracht ift. 
i In mehrern Fällen laffen fi ch auch die beſonderen Werthe von y y du Anwendung der Säge - 
6. 37. finden. | 


, 


art+x 


#7, 
1. Beifpiel. „= —5 giebt y = — = fi x =0, Abe 





— 1 — ecos Ax - x 
— = Sb ie ey 
2a 2a 


Fax = dm) = = Irsin(ga—a), und 
— 3 7? 
, 2a (sin 5) 
F an 
= — 2asin una) (sin Ei folglich 


2. Beifpiel. ya si y—® für x oc. Es iſt aber yet, 





n 


alſo y=2füo=o, daher‘ 
of = F = — und $. 180, ! 


efr=d,., — I9ur=— an, alfo 


= — = 1, folglich ($. 10.) 


yo für 2 =, 


woraus folgt, daß beim fortgefegten Wachſen der Logarithmen und hrer nagehdrigen Sahlen dieſe 
Zahlen ſthneller als ihre Logarithmen wachſen 


3. Beiſpiel. y=(a— 2), = giebt y= 0.0 für x ==a, Abe 








‚= = — für x = 2 gi y = =, daher. 
cot — . 
x 2a ü - 
En. | J 
Or de fa m dm * —eöx_ 


Pr ur ,alſo 
| " 0 2e er 2)... 
2a[ (Cin 
Er (“ — — I, folglich Y=- = fir x= a 
Evtelweins Analyfis, I. Bantı- 80 - 
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— te 


4 Beifpie. = nn fuͤr = 00'zu finden, giebt y = 7%, alfo 
Ä "— re 
> - , . 





x 


KR 10,).y = &a* fie ==, daher wird nad) $. 37. 


[oo wenn a > 1 


a“ (b+cx) __)o wenn 1 m 
rn. - a< für x == oo. 


-vma=i 
L ® | 
| §. 226. 
ut man y m zu ud man fe fr nm u 


! 


- fe Dorf man nur beide Ausdruͤcke auf einen gemeinſchaftlichen Nenner beinten und erhaͤlt alsdann 


ſo daß hienach leicht ein belinmsr Werth für x gefunden wird, 


x 


1. Beifpiel. y= 2 5 für = —=1 zu finden, giebt = = 00 — oo, Aber 


yaTz gebt fr =; y=- alfo 


an =ZE=— 1 dey=-ifieel 
9% " ' 


2. Beifpiel. y-=ıL-; I, fuͤr ⸗ — 1 giebt Aber 





— — de y=—ifee- 1. 


3, Beifpiel. „= — — yo; für & 1 giebt oo — oo. Aber 
x lg +1 2 


| y= ds frei —* alfo $. 224, . 


. ’ . ° ” 
Gi =iteemt — für a1 giebt‘T, daher 


1tign— rigen 


0'Fx 121 I , *œ 
ten, le y=% fü x = 1. 


ı 


t. 227, 
In vielen Zaden kann man die unbeſtimmt ſcheinenden Werthe einer Funlzion dadurch 


| leicht angeben, daß man diejenigen Ausdruͤcke der veränderlichen Größe, welche unbeftimmt bfeiben, 


+‘, 


‚in Reiben auflöff, in denfelben den gegebenen beſtimmten Werth ſtatt der veraͤnderlichen Groͤße 
einführt und bie eva vorkommenden gemeinſchaftlichen Faktoren ine Zähler und Nenner wegſchafft. 


— 








- 


P2 [4 
, | 


t [) ” R “ . 


- 


Taylorſche Reihe and abgeleitete Funkziouen. 2er”  agı 


Dieſe Verwandlung in Reihen iſt beſonders dann noͤthig, wenn durch fortgeſetztes Ableiten u 
feine beftinnmte Werthe für die Funfzion erhalten werden, weil alddann die Regeln’ t. 224 und “ 
235. gar feine Anwendung finden. Berfehwinden für x = a fämmtliche Glieder der Reiben \ 
außer einigen welche beftändig werden, fo ift der befonderer Werth der Funkzion für x = a ger j 
funden. Werden aber für alle Glieder der Reihe beftändige Größen erhalten, wenn man x = « Ä 
feßt, fo würde man alsdann ben gefuchten Werth nur durch Reifen ausgedruͤckt finden. Died 
ju vermeiden, feße man a + nr ftatt = (wo n eine gang willführliche Größe bedeute) ‚undnah 
vollendeter Entwickelung, A = 0, fo erhält man den gefuchten. befondern Werth. Das fechöte 
Beifpiel wird died näher erläutern, 


1. Beifptel. yY — 





für = 0 ty &. Aber . 168, . Br 


sin © Di) 





- Senne are reg daher | 

9 * 1 fuͤr æ = o wie |. 162. 3. Beiſpiel. ee 

2, Beifpiel. = —-E mo giebt =. Aber $.'162. (XF) 
y —— wenn = = Ig a und 
= is b gefeßt wird, oder J | 
yaa-p+ zer... | . 
— 











3. Beiſpiel. y= * für. x = oo, wenn a > 1 und eine poſitive ganze oder 





gebrochene dahl ft, wid y= =. St mar ig a == a, fo wird $. 162. (XYT) 


* babe, wenn r eine pofitio ganze Bafı if, 


AI garene 


Y = Ra ’ 


5+ =+..+7 + TE Tr... 
Sir x = 0 verſchwinden alle Glieder welche = zum Divifor haben, daher wird elödann 
y= m 








E — ** © 
I e] 
Srotoror+. ’ 
Mr r ein pofltiver Buch, fo wird | 
1 f 
Y = . ’ 1-r .—r —r ® ®e . 
1 “x a? ot a! 5 
HH Tr j 
Nun ift = = 00 für æ = 00, wenn r irgend einen pofitiven Bruch bedeutet, alſe 
wird hier ebenfalld y = o für 2 = wo, folglih y = o für = wo, wenn e>1 ud r 


eine pofitive ganze oder gebrochene Zahl bedeutet, Eben died gilt frrz=o, | Zu 
| .D 0 2. . . - 


‘ 
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Hiebei iſt wohl zu bemerken, daß nur oo 00 wo +... . oc0 iſt, daß man 

aber nicht berechtigt iſt dies auf die Reiihe o — o wo — oo . ... audgubehnen; 

weil diefe. Reihe auch jeden andern Mn Beer erhalten kann. 
4, Beifpiel. 7 > für 2 == 00, wenn n eine pofltive Bahl bedeutet, sieh 


y- 2. Weil fich aber he 1% x feine ſchickliche Reihe angeben läßt, fo ſebe man Ig ER — u, 
alddann wird x = e* ($. 164. III.), daher ($. 162. 77.) | 
\ 
— _ u nꝰ u nꝰ uꝰ 1 n 
y- Atmtier tet oe ga te 
Fuͤr um oo wid ===, folig Jen to ++... mmy=o 
für u oder x == oo. 
5. Beifpiel. I; & fuͤr æ — o giebt — 0. © (5. 167. ) Um einen 
gebrochenen Ausdruck fuͤr y zu erhalten, ſetze man Ig x = — u, ſo wird & * 


(5.164, II. ) daher y ⸗ - . Nach dem dritten Beifpiele wird y=0 fr uno wm. 


wegen = = * wid æ 0 fuͤr u 00, daher wird auch im der Gleidyüng 
= o4r=—-flin=o,um 0 mem; dies giebt daher yo frz. 


Wäre y=(l—a)kl (1. — x) gegeben, fo findet man eben ſo 0 fuͤr æ — 1. 


6. Beifpiel. y= va ve ya ty za giebt / — — für x = a. Wollte man 


bier nach $. 224.. verfahren, fo erhält man durch fortgefegtee Oiferengire ftete Z 5 flatt y, wo⸗ 


durch nichts beſtimmt wird. Setzt man aber a + A ſtatt x, alſo 


4 Ah) — Va h 
y’ ne * , oder 


' _Ä+ja tn +ja tr + mern 
\ = (2a + aint 


‚_ HM+dadny.... A+gariıt Fer: 
y | (2a + A)8 »8 * (2a + Ai 
fo findet man, wenn A = 0 gefeßt wi, 
en, für x = a. 


7, Beifpiel. y=(b + cx).a* fürn = oo au finden, wen a < 1 ift, gieht 
G. 37. 9 * 00. o. Nun ift nach dem dritten Beiſpiele 


u = a 4)": =o für x = o, ivenn u > 1 oder Z<iif, wenn man deher I a ſeht, 
fo wird auch | 


wor = 0 für = oo, wenn a <. 1, daher tft auch 66. 37) 
-t+m)amofuen,wme<t.. 
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Offenbar wird auch 


Br armetkumm won a=i bder a 1 iſt. 
| 8 Beiſpiel. y= sFr für x == 00 zu finden, wenn a>iit, giebt y=2- 
Aber ($. 162. XVI.) | 


' Aten+iext +...  Ayurjestiestienr.. 
— —⸗—— > 


=+° 





- 


Hierin x = 0 gefekt, giebt 
= = 0 fire, wenn a > 1 if 
Dagegen 9* man ($. 37.) 
yz57I—_ =ofliz= 0, won a= 1 oder a<1 if 
9. Beifpiel. y= (1 +4)" für x = oo gu finden, wird hier h. 25 
s(x— 1) a? c—1 — a’ y 
ent... 
BE u LEE Nor 
alfo für x = © 


7=(4)- 


1+a Hat+itätr me 162. FI)», 
daher für = — 1 





...+.,. — 


64 2718281 828.... für x = 0. 


(Im vorftehenden Beifpiele würde man ein falſches Reſultat erhalten haben, wenn man 
y-= (1 + =) = (1 +0” = 1% für &= o.und hienach y = 1 für = 


oo ges 
ſetzt hätte, weil bei der Ermittelung des befonderen Werths einer Funkzion fein unentwickeltes Glied 
| derfelben, wie Hier — => wesgelaflen werden darf.) 


Um zu überfehen, wie ſich für verfchiedene wachfende Werthe von x die Werthe von 
26 4 der Zahl e immer mehr naͤhern, ſeten man 


x = 1, fo wird y = 2; | 
æ == 10, fo wird = 2,5997... - 
x = 1000, fo wid y = 2,7169 ... . . u 
= = 1000000, fo wird y = 27182808 : . .. 
he w 





m 
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10. Beifp piel y= = für 2 = 0, für verſchiedene Werthe von «@ und r ju fin 
den, ſetze man | | | u = 
I, 4 1, ſo wird h. 162. (XVTI) | W 
u . 1+ax+ Jja’x! +. 
ym m — ⸗. 
Iſt nun r eine poſitive ganze Zahl, fo wird. 
a” art! rer 
— tritt 
“und weil fuͤr = oo alle Glieder, welche = zum Divifor haben, verſchwinden- ſo wird y * 00 
für = = ©, wenn a > 1 und r eine poſitive ganze Zahl iſt. 
ft rein pofi tiver Bruch, fo wird 


1-r s.8-r as: ger ‘ | 
-i4= + +. + 7 +.... 
alſo hier ebenfalld © für =, wenn r ein pofltiver Bruch wird. Eben died. gi für 


‚r=Dd0. 




















Hr eine negative ganıe oder gebrochene Zahl, fo wird offenbar == oo für zo. 


und a > 1. ü 
I. 4* 1 giebt - = - daher wird, wenn r eine pofltive ganze oder gebrochene Zahl ift, 


520 fuͤr æ odo. Wird r eine negative ganze oder gebrochene Zahl, fo erhaͤlt man 
oo fuͤt æ 00. Iſt * 0, ſo wird 1 fuͤr æ oo. 


IIL a 1, fo wird, wenn r eime poſitive ganze oder gebrochene Zahl iſt, 10 und (f,37.) 
= 


ar = 0 für æ = 00, daher yo für æ = 00. Eben dies gilt fürr— oo. . 
Iſt re negative ganze oder gebrochene Bahl = — go, fo wid y = ara“. Nun ſetze 
man a = 1, ſo wird 1 wegen « S 1, alſo 


e | | | 
se=lmofie=e (3, Leif), al auch == 0. für zo, wenn r eine, 


negative ganze oder gebrochene Zahl ift. Hieraus folgt, daß für z = wo | 
‘foo, wenn a > 1 und r = 0, oder eine pofitive oder negative ganze oder ebtothene Bahl, 
o, wenn a == 1 und r eine poſitive ganze oder gebrochene Zahl, 
241, wenn a — 1 und 4 
”” _Ioo, wenn a == 1 und r eine negative ganze oder gebrochene Zahl, 
o, wenn a < 1 und r = 0, oder eine pofitive ober negative, ganze oder gebrochene 
Zahl wird. 


11. Beifpiel, y= a*.ar für == 0, wen a indr vefginene Werthe erhal⸗ 
ten zu beſtimmen, ſetze men 


I. a42 1, ſo iſt, wenn 7 = 0 oder eine pofitine ganze oder gebrochene Baht wird, y == wo 
für “= 08 


| 


—3 








N 


—2 


J 
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Str eine negative ganze Ober sehr Zahl = — eo, fo wird y= ” daher (10. 


Beiſp.) * oo für. z=w., 
U. a=i1 gibt y = x”, daher wird, wenn r eine pofltive ganze oder gebrochene Zahl ift, 


y=x»© fü a2 = w. Wird r eine negative ganje oder gebrochene Sahl, fo wird y= =o 
für x == 00. Ar=o ſo wid i ſit AS v. 
mi. a<i. Man ſete a = ı ‚fo wird 'd > 1, und man erhaͤlt ya = 2 - , daher wird . 
(3. Beip.), wm r=o oder eine pofliv ganze oder gebrochene Zahl ift, y = o für 
—* * 00. 
Str eine negative ganze oder aebeochene Zahl — eo, ſo wird * 5 deher (10, 


u Beiſp) y=o für == mw. u 


Hieraus folgt, daß für = == oo 
00, wenn => 1 und r== 0 oder eine poſitive oder negative, ganze oder gebrochene Zahl, 


oo, wenn 4 * 1 und r eine pofitive ganze oder gebrochene Bahl, 


am 41, wenn 421 und 0, 
0, wenn a—=1 und r eine negative ganze oder gebrochene Zahl, .. 
o, wenn a <1 und r=o oder eine pöfltive oder nehative, ganze oder gebrochene 


Sahl wird. 





Achtes Kapitel. 


Zerlegung der rationalen gebrochenen Funkzionen in 
Partial⸗ oder Theilbruͤche. 





5. 228. 


Vede algebraiſche gebrochene Funkzion, von welcher die Abmeſſungen der unbekannten Groͤße 
im Zaͤhler groͤßer als im Nenner ſind, läßt ſich durch unmittelbare Diviſion im eine ganze und 
eine ſolche gebrochene Funkzion verwandeln, in deren Bähler bi die unbelannte Groͤße weniger Abmeſ⸗ 
fangen als im Nenner hat. So iſt 


* 
3x — — gr 47 +17 + 5 


„ eine echte gehrochene Funkzion iſt. 








= 


= 
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eben fo kann eine jede gebrochene Funkzion, worin die unbekannten Größen gebrodene oder 
negative Erponenten enthalten, in eine folche verwandelt werden, deren „Epvonenten ganze pofitioe | 
Bahlen find. Wäre der Hudtrad 


ar bar 


— gegeben, fo multiplizire man > Bist und Nenner mit =’”- Dadurch erhält man 
c x 


—E—— i 
ax’ + bu ‚ und wem man alddann x = y”fegt, fo wird x? = y”P, daher erhält man 


‚exp +d te 
es+ ay"P 4b mp (a+5y") y”P 
ey"?+ rn Fee — ey"?+ dyPtn re’ 
wo die ie Erponenten ‘der unbelannten Größe pofitive ganze Zahlen find. 


Es kann daher jede algebraifche gebrochene Funfjion in eine andere verwandelt werden, 
welche ins Zaͤhler weniger Abmeflungen als im Nenner Bat, und wo die Erponenten der unbe . 
kannten Größe ganze pofitive Bahlen find, oder die gebrochene Funkzion ift echt und rational. 


229, 

Laſſen fi fi) die gaftoren des Nenner einer gegebenen echten, gebrochenen, rationafen Fun: 
sion angeben, fo kann man, mit Huͤlfe der Lehre von den unbeftimmten Koeffizienten, eben fo viel 
‚Brüche finden, als. der Nenner Baktoren bat, welche zufammengenommen der gegebenen Funfsion 
gleich find, und deren Nenner mit den einzelnen Faktoren ded Nennerd der gegebenen Funkzion 
übereinfommen. Die fo entfichenden Bräche heißen Partial oder Theilbräcdye, und das Ver: 
- fahren, durch welches man diefe Brüche findet, die Zerlegung der gegebenen Funtzion in ihre 
Partialbruͤche. 

Waͤre daher die echte gebrochene Funkzion 5 ‚gegeben, wo F dad Funkzionszeichen iſt, 
und die Faftoren ded Nennerd, welche ebenfalls Funfzionen von x find, feinen gemeinfchaftlichen 
Theiler haben follen, alfo Primfaktoren unter einander find; wäre ferner aP die hoͤchſte Potenz von 
x in P und «7 in O, fo läßt fih beweifen, daß die entfprechenden Yartialbrüce auf felgende 
Art auögedrückt werden Fönnen: 

Fr _ArANıs three +4," + An, P 
N P.O — P " 
B+B,<x+ B, xꝛ24 B,x’+. +B,_, TB _ x" 
+7 — — — — —— 
wo A; Ars A.; .... Bi Bas Ba; .... noch näher zu beſtimmende Koeffizienten find, welche 
fein = enthalten. Sm Zähler des erſten Partialbruchs find p und im Zähler des zweiten q,.alfo 
"überhaupt p + q unbefannte Koeffizienten vorhanden. 
Die Glieder dieſer Gleichung mit PO multiplizirt, giebt — 
Fxz = 0(4+4,x+....4+4,2°°) + P(B+....4+ B42””") oder 


v=0(A+.. BR )+P(B+.. Ba") — Fx- i 
. - Unter- 








[4 
x 


Don den Partials oder Theilbruͤchen. 5230.  . 297 - 

Unterſucht man. die Beſchaffenheit vorfichender Produkte, fo iſt 7 die hoͤchſte Potenz; von x 

in O und =° in P, daher wicd durch Ausführung der angedeuteten Multiplifation, und wenn ale 
Glieder nach, den Potenzen von a» geordnet. werden, eine vollftändige Gleichung mie allen Potenzen | 
von = biß zu FT erhalten, oder die auf o reduzierte Gleichung Bat p + q Glieder, wovon 
jedes mit einer Potenz von a multiplizirt iſt, weil auch x° 1 ald eine folche Potenz angefehen 
werden Fann. Nach $. 52. ift aber jedes diefer Glieder S 0, wodurch für die unbefannten Koeffi⸗ 
zienten eben ſo viel Gleichungen entſtehen, als unbefannte Größen find, Hieraus folgt, daß die 
. angenommene Form für die Zähler der Partialdrüche auf beftimmte Werthe führt und nach der- 


felben die gegebene gebrochene Funkzion in ihre Partialbräche zerlegt-werden kann. Eben dies gilt, 
wenn ber Nenner aus drei oder-mehrern Faktoren beftebt. | u 


Soll daher die Form ded Zaͤhlers aus dem gegebenen Nenner eines Partialbruch8 gebildet - 
werden, wenn p der hoͤchſte Exponent von = im Nenner ift, fo wird der Bähler aus einem ganzen 
algebraifchen Ausdruck welcher alle Potenzen von a Bid zur p — iften enthält, oder aus folgenden 


Gliedern beftchen: . Ä 
AT ALæ 4 LEGE HA ι. 
OB einige dieſer Glieder wegfallen oder So werden, laͤßt ſich nur nad) der vorzunehmen⸗ 


. . 


den Entwicelung beurtheifen. 


Wäre (x? 4)* als Nenner eines Partialbruchs gegeben, fo. ift 8 die hoͤchſte Poten; 
von x, alfo wird die Form des Partialbruchs | 
A+ Au + Ar? + Asa? + A, xt + A,x5 
j oo. . (x? + a)’ — — 0 | 
Eben fo erhält man für den Nenner + den Partialbruch the th + Mar 


7 


8.280, Ä 
Zuſatz. In den Fällen, wenn ber Nenner eined Partialbruchs aus einem Produft glei⸗ 
her Faktoren befteht, kann derfelbe auch noch unter einer anpern Form dargeftelt und in fo viel 
befondere Brüche zerlegt werden, ald der Erponent des gegebenen Nenners Einheiten enthält. Wäre 
58. (0° + a)? der gegebene Nenner eines Partialbruchs, fo’ ift diefer; 
A+ A, + Ara? + A, + 4,%* # At Ä 
man kann aber auch ftatt deſſelben feßen: 
B,=x , B B,«e , B, + B;» 
wo B; By;... eben fo wie 4; As; ... nod) näher zu beſtimmende Roeffizienten find. Daß die 
letztere Form ebenfalld angenommen werden fann, folgt daraus," weil fle mit der erftern überein- 
fommt, wenn die legten drei Bruͤche auf einen Nenner" gebracht und die Bähler addirt werden, 
Dieſer neue Zaͤhler hat alddann eben die Form wie 'der vorftehende, und feine Koeffizienten laſſen 
ſich eben fo wie die Koefiiienten 4; A,,d:;.... finden. | 
Eytelweins Analyſis. 1. Band’. j 


Er . 


x | . 





— 


x - 
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Arhetar tan fole 


Noch leichter Meer u daß ftatt des Partialbruchs 
gende vier z + =} 342 geſetzt werden koͤnnen. 


‘ 


- 


1. Beif piel. Waͤre die echte gebrochene Funkzion Ban gegeben , welche in ihre 
VPottialbroͤche zerlegt werden ſoll, ſo ſete man: | 





| 4+3% ‚,C+D» 
' — m — 


4+32=(.—1) u a tNB+ (01) (C+D=). oder | 








oe=+ Aa! —- Al + Al —A daher $. 52, 
+B +C +B —4 
+-D — nD —C 
— 31. 
g _A—Imo A=—4 


B-D-3=0 », 


20 AFB-C-3=0 B-C_7=0 | 
B+D-4= 0, daher 


— 4+C0—D =o C—-D+4=o 
4+B}+D =o B+D—A=o 





A=—hB= BES -HD=h alſo 
4+3% 7 
| her > = + sen sen 
| ul Bun 
2. Beifpiel, u ferner: | | 
\\ _ A  B+C». 
| ser; x 2 alſo 


1=@ tar +5) 4+=(B+ Ce), oder 
. | W 0 44 * “rad alfo 
er F 
chen di 0= 4 mie 





1- 
* Fax+b) = rs — 
3. Beiſpiel. Es ſey: | 


. ’ 44 m? I B c _D_. . 
— u @-De+HR-T = rt: r&7% +5; alfo 
R 4+a’= (43) 1)24 +(>—2Xc—1)?B+ (2-24 IC +“ r+3)(c—1) D, daher - 





. u o=+4Alat + Aa — 548 + 34 a 
0 BB -4B| +5B| —2B | 
. 5 +D +.C|:+ c| —6c u 
u W — 11 -2 701 -+6D = 
— 4| ode 

















| Von den Portials oder Theilbruͤchen. 5.230. 2999 
4=—-B-—-D c_p-ı . . = 





A=4B—c+1 |B= 777 |. N 
5B+C—7D. 2D-C AD—-3 _ 4D+2 
Amar TB (petit |cmtit ide, alſe 
4— 2BF65C—-6D+4 | g —_ 3B-6C—4 — 

ee ET 
D=-715:0— - : B=—1; 4 =tb folglich 
44 . 8 13 


— — —— — BR, BESEEEN ——— — 2 
——3)— —5 80(<+3) — 16&=7;' 
4. Beifpiel. Es fey, ferner: 
1+x+x° _ A+Bo» + StletErt re, alfo - 


gr Te 1317 


iteta = (4482) + (a "4 (C+De+Eat4 Pen, dater 


04Bæ44 *4 D x: + C|z2—4D "4 
> +F +E — AF — 4E — 1 
— 1 ® \ . , } 





> 


Hieraus findet man 
. A=t,; = =; D=-; Bent, Fo 1 Te; folglich 
+ x +2 — 1+17« da karte 
- Te Rt 
5. Beiſpiel. Wäre ferner: | - 
a ce’ 5? ‘ , a 
— * — * if tr et To wird Bieraus: 
+ heat = Alltba)(i4ca) + Blltar)i+e) + Ci+az)i+d2); daher , 
o=+bA ++ J)A= + A 
| + aeB| +Üa+olB| +B 
+ abc +(a+b)C „re 


| cd —b — dad folglich 
«+bx+cx! — - nahe — B 4 td—mch te 
(i+ax)(iFbx) (a—b)la—c)(i+ ax) (“—b)(b— ce) (1b) (a 


— 9 6- Iö) 
‚6. Beifpiel. Es fey: 
2<x+1 A+Bx en E4 F- 
Ge 2 EST CIE 2 Zu DIE 23) ST I<+5 *— it x?+1’ alſo 
2 +1=(@’42 1) (er) AB) + ar Rad)? ANCHDR) + —— — daher 
223 "+ 4 Apæ 4 242° + A\z+ 4 


D 2B B|l| -+ B| +50 - 
| F c 20) .  6C) .+2C| +5E 
| 2D 6D 2DI +30 — 1|. 
E 3E| .8E)| -+7E ; 
3F 8F 7F| +.5F Ä 


"as ®r 
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Hieraus findet sun | on 


— 455 + 26% 2—5% 


3—4% 
| BESTETIERTESIGET = ,85@r+2%+5)  B@’+x+T) Pen 
_ Die bier angeführten Faͤlle find zureichend, die Allgemeinheit des vorfichenden Verfahrens 


zu zeigen. Weil ſich aber das Auffinden der unbefännten Bähler der Partialbruͤche noch erleichtern 


laßt— ſo folgt die nothige Anweiſung hiezu in den folgenden 8. 
I. 231. 


. Auf g abe. Die echte gebrochene rationale Funkzion in ihre Partialbrüche zu 


(ax=B)/x 


zerlegen. 


Aufloöoͤſung. Man ſetze en ut + wo A eine beftändige fe 
P aber irgend eine rationale ganze Funkzion von x if. 229.), fo erhält man’ j 
| FE=Afe te) PR [2] 


— Bi ux — ’- — 0 wird * = 2, Diefen Werth in die vorſtehende Gleichung geſetzt, 





giebt F2 — m Af z, alfo findet man den erften Bähler 
\ | 9 
- F- 
| | ‚da ) A= F 


Auch aheit man aus der oligns [7], P= Fa—4fe, baber findet man nach (7) 


den zweiten Zaͤhle 
- J 2. F *-F ‚fx 


a) Pu, 
(x—b)fz 


‚wo ar—b in den. aatie aufgeben muß, weil pP eine ganze Funkzion von x iſt. Hienach wird 


Fx F- p -. 


nt 
Se Fr —=1 wir FZ 1. | 


§. 232, 
Zufas. In dem zuleht gefundenen Ausdruck werde ae=—aundb= — b geſetzt, 
fo findet man 
- F2 b 


0.  . Fx 
5 N nr re“ und 


— 


rb 
So: Fa—F2.fa 





— . 
N am 


(b.— anf? 
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Hietin am —a gefegt, giebt . 


Fx F > 


UN rn — 77 und 
Do S(-2)- Fx — F(—) ‚fx J | u 


(+5 f(-2) 
Hein a = 4 und 5b == 0 gefekt, sieht 
J (ZII) — m 
P= LAS, nn 


1. Beif biel. Waͤre gegeben, ſo ſetze man 


ex? 
(x — a) (x? + b) 
" - ex”? A p , 
0 Gern 5a tar Pi: 
Fæ cr, fx = le 4 b, alfo Fa = 0o?c; fe=etb daher 
— | 5 folglich 
. } , 
har erbeten 
Din man P finden, fo iſt: - 








Fxfa—Fafx _ be(x—at) _ Bbe(x-+a) 
Pen = 2 B@FH5T Gr = daher 


ex? DR LICH beta) _ 
(x — a) (x! +5)” = he (a’ ah 
2 Beiſpiel. € mp: 


Ä A pP. gs 
u EIIETE TI = + rar fo iſt hier 
F=xa; fe=t+acH+1, elf! nie =4; Fi1.=3, babe U 
— — — + pP ” \ R 
GEnIGETET 5 Fan 
Sucht men P, fo iſt 


—_ Fxfi—Fi.f» _ 39 —1 _@-Dd-)_ 
=. -pfi Fe nn) Treuen 7 bolgich 


1—% 


@-d@ = — + 3 (x? +%+ 1)! 


E r 





-3, Beifpiel. Den Bruch G 33 — 75 in nu Partialbruͤche zu jerlegen, feße man _ | 


__a+pßo . 
—— — ſo wird 
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. — pi fame tb af F-a=e-— Pa; f-a=b-a, daher 


Ne 


. F—_ — un. 
A= —— —— ep, und. ' 


fe: Fo— F-a fs . Ze) (etw) (a Be) (ut) _ (ch _ a—bB ar 
= era = (x +2) (be) — at) (d>a) ,a—b’ folglich 


rin :aß—a ___bp—a — - 
G@tra)a+b) Gmb te) G-Ha+th' 








4, Beifptel. Es ſey: | J u 


’ i—x+x° A . pP Mr: 
"_ dA —-2%%+ 2%) 1 is ti —2x + 2x2’ fo ift Hier 


Frmi+str; je =1— 20 +220° alſo Fl=1 und FI l, daher 4* 1. 


Sucht man P, fo wird: 
‚= — * — =z, folglich 


1— +. Pr. 


! 





d-=u-2ar2) tee 
.83. Beiſpiel. Es ſey: 
4+5 2 = 85* 
tet * —54 , ſo iſt hier | 
Fx=4+50+%" 82% fee, alfo F(— 4) = — 2048 und -9= — 1024 daher. 
u 107 ee | W 
Sucht man P fo wird ‚ — 
FEN FiHfs Arts Bot Int _ _ 
P= ar Taf 7 ß — 1 4 x 25 vie 
A+5x x —Bxt . 
—A x⸗ —a* 2 


6, Beifpie. Es 1: 


RR, ſo iſt bier | _ 


Fralfe= a” alſo F(— 2) = 1 mt 1) = (- 2)", daher 


v . , “ J — b. m —8 «, ’ 
- _ — "> (—ax)” 


rn Furth 


Dr Tr 


= 2 Le, m !_ —eR_ 
Fuͤr mm «r wird P jFlantb)’ 


2 ı er j — 
fr m — 25 41 wird P= res ‚ daher findet man nach 5. 61. (IT) und (HIT): 





pettlax + b) 


1 —A 4 Ber — A .. 4 a? ——— 
— — — — — — 
rn ar 5°” (ax+b) Dre oo. 
art Br — ab tn 4 et 7 "er nt 


er ir \a=+b) + 0 vr zur 


\ ⸗ 
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Hienach findet man. | | 


4 
EEE = — 


1 —_ b—as . 
Gr+ 52° — — * b?’z?’ 


1 — a3 labrteir 


(as +5) 23 = —— * . bi. x 


1 _ Boebirtaibrt arzt . ... 
(az +b)zr — FRer5 5) + ö——— — 
u. ſ. w. 
. 233. | 
Aufgabe. Die rationale ehe gebrochene Buntyion E⸗yỹ in ihre Partialbrüche zu‘. 
zerlegen. | — u 
Auflöfung. Dan fehe L 


(ax — 5)" * (ax — 5)" +: (ax — 5)’ * (a x — an + . + a x ——* 


Run iſt Fx = F(- +2 — - )» daher . 176., wenn dieſe Sanfsion nach den Por 


tenjen von æ — 2 — 22 entwickelt wird, 








b ax—b _ b sb 1. b and (et, \ » 
r(3 +2) =r2+ - 1!a F + 1q? et r” F- u a’ 
- oder Fox ftatt F(- 4 . geſetzt, und durchgängig dur (ax — b)r dividirt, giebt 
38 b b N ib 
F Fi PZ P— Ä —— 
in) — — — — ———— 
(ax—b)” (an by" !alan—5)” ' Aaan—5)"? ! Nalan)""3 —1)a’—"(ax-b) 


Diefe Reihe muß früher abbrechen, ‚wenn die hoͤchſte Potenz von x in MM nicht bis zum 
r — iften Grade ſteigt. 


Sulan. Sir a = i wid . . | u a | 
Fb Fib - a 
(Z I) — — — &— bj" + 116 — 5)” + —— ar + eo... 4 5 
und wenn man — 4 ſtatt a, fo wie — b ftatt b ſetzt 0 
Era ‚mi . [PR * — ai - 
a In Er vr * ar nm 555 ee a mat Fl 
‚ wo das obere Beiden für ein gerades, dad untere für ein ungerades gilt. 
Beiſpiel. Es m, 
> + 2x2 + 30 + i 


x — 2) 


[ausw reach 























an »— 2)? («—2 


a, fo wird | 
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Fo= a +22 +3c +1; Fix =32°+4x +3; Paz +4; Pix = 6; 
Faz= 0 und wen 2 — 2 = 0; x = 2, daher _ 
F?2 ’ F!2 

4 F2 28; A,=Mr2=93 4, =. 8; A, = lm Am 


folglich nad)‘ (IT) Ä - | | _ 


x’ + 2x2 + 30 +1 _ — — 
gg = Gm + G- +5 + — 


⸗ 


§. 234, 
Aufgabe. Die echte gebrochene rationale Funfzion pe in Is Yariatsrhe zu zerlegen, 


wenn x 91 
- fx = (ax — b) (a,x — b,) (a,x — b,) .++ . (ar — b,) ift. 


— Aufloͤſung. Man ſetze 
tat ante 5 ‚fo wi 


Fe= 4 (ax —b,)(a,x —b,)(a,0x —5b,)... 
+ A,(ax — b) (ax — b,) a 
| . 4. (440 — 2 la bla bl een. 
" e daher 


>» 0 * 9— ® % ‘ 0 ‘ ‘ % 0 % ‘ , 


— Be Eu EEE 


. 


5 
4 Un 
== 7 (ab; — a,b) (a,b, — a,b.) (a,b; — a,b)». 
- " 


% ¶ 0 0 o + +‘ ® + * % + ‘ % ® + « « > + + 524 F 


--FGerner wird nach $. 182. (ZI) 
f!r= — be)... Has (amd) (be tal) art 











daher ; 
<= 7 ar (a5 — abı) (a,b — ab,) brab)ı... 
** = 3 (ab, — a,b) (a,b, — 4 b,) (a,b, — 41 b) .... 
a 1 —— 
b, j . . R 
J’ 2, — > (ab. a l)lardı — 4a ba) (aq. b- — 4. B., ... 
® .. \ 
+ « + . + + « 0 ‘ . ss... „0... .o,+'+ % . Ä 
Diefe Ausdrhche mit den 'vorftehenden bei [7 verglichen, et [nn | 
W „eb _ 
ar a, F Br Dh os. F-— | 
„A — Fa 4: —— —5; ....o0 Ar = — B 2, 
12 1 24 fi x 
| dr a, 





” daher 
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daher findet man für 
fe = (ar — b) (x — 3.) (.=—b,).... (x — b,) 


on B gb „ed Fb 
Fx ar 7 a,F z a,F 2. a, 7 
2 4 1 4 — — — 4 ... r . 
Taf ern ep 1 


Fur Fx = 1 wir FZ = 1; Fa —1u. ſ. w. 


- 


5288, 
s.. ra, =... =, =1Wie 
= eye Weine. 


= Ben + enge + ee Fe m 
wid =b-b)0—)6—b)6—b)....(- b) 

bu =(b, —b) (b, — b,)(b 5) — ).. . ... — 5) 

Sb =(, —b E. — b.) E. — b.) Ga— . . E- — r) 


$ ® + + ® « + ‘ % ‘ ® “ “. % + “ ‘ v % “ ® v % + “ [ 


Statt a, a,, are. fee man —a, — an, — Au und. ſtatt — b, —Bar— bare 
durchgängig + 1, fo wird " | 
fx — (1 — ax) (1 — (dr x) (1 — Q0,%) da — &@; x) sooo (1 — 4,2) Ind. 





\ Fe u art | aF- url „ei 
(II . m . — — — — u, Gr 3 — . ..— Fr 
I anf Ana d-amfd —— 


wo = — a) Ga)... a) J 


JS’ 4; = — (ar — a) (a, — a;) (a; — a,) ..... (a; — ar). 
_ 1 | on 0 
F* 7 —⸗ — (a, — a) (a, — a;) (a, — a,) eo. 0 (a; — a,) Un 
2 R . ’ 
Wird vorausgeſetzt, daß — J 


Fe=b-+b,x ⸗ +2 +... + bar un 
Feel 40) — li +... +1 — a,x) ift, fo findet man nad) 
dem vorftehenden Ausdruck 

Cytelweins Analyfit. I. Band. | | Qg 


s nn " 7 
. - 
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. . 8 + J 

m Fa _bratbbtfbt.... + ab, + 

u) Sa Tau) ta — ar) (le — a). 7. —@,) (1 —ex) 


ab +artb, Fai br +-.» tab, +b, 


- | 4 (a, —ua) (a, —as) (a, —a,). +». (at —a) I- 43) 
br, . Hab, + db, - 
=. , + (a, —.e) (a. — 41) (0, — 4,) ... (a, — 9 (1 —4,X%) 


*. 0 v “ % “ * * % “ “ “ e e. 


br teitt... tab, +b 


+ (a,—a) (e,— a,) (a,—a,)..»(2,—a,_,) (i—a,x) ’ 








* 


J 1. Beiſpiel. Es ſey | 
2.23% _ _4 4, :ı 4 4 
«HD — — ts tt 
ſo wird Hier | on 5 | Ä 
| Fe=2 +32 wm fee — (ee Dee H+ 5 alſo 





F& = 14 fı=(4— ) —o) (+3) = 84 

Fil=5 Ji=1—- Hl —o) AI) = — 12 

F=?2 ' fFfe0b—-Y)ob— No) —+ 12 
 F-3=-7 f-3=(-3-4(-3-1-3-0=— 8, 
daher 1-5 - 25 A,=T; 4,e:=4 und 4,=-u=#, folglich 


2 $+3z OL 1 5 Er, 1 Br 
G-9%@ - Dre — be Ray TE TZarHn. 


2 Beifpiel. Es fer | 
Fr t 
ru IE TEe5e-)a-5) @—b)...:E@—5) 
gegeben, und fest man 2 
" | FF _ı4 4A de 4. 
| 7 
fo wird hier Fr = 1, daher nad) (I) 











1_:. R 
B,'’ ..e.eo ſetzt, ſo wird 


— 
& 
5 
N 
I 
bi ma 
A 
H 
= 
A 
l 
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j . B=B-WE-WE-M...0-M ‚ 
=, — 2) G —b) (Er — bb)... (de — Dn) 
= 4), —b)(a —b)....(l& — dr) 
B= @ 0, 3) (&, =). 2 (dan), m W 
Fr __ > 
E nemmt tt 3-65, 
mit Ausnahme von r =_o. ne 


3. Beifpiel. an 
" -Fx __ 


t 
„ 


’ 75 * A1—2)(i- Oro rn J 
gegeben, und fest man © | 
Fx.__ | . 
fr 7 + +13 = En er 


fo wird. nad (III) Fe =1;b =1; ebz...zo 
al; , =; 0, =3; ar = n, daher 


277 1.2.3.4...(—1) (nt)! m . \ 
| + 21 +?” + n, .2* 


+4,=7123.. Gy 7 Man 


d ‚ _ z gr-ı +3” _ _Fn,.” 
, 3. — 2.1.1.23...9-5 * 31(a—3)! — in! 





“ \ , A + dm + 4" L + Na ‚4° - 
+ = 321. 5* 3... 9 Aa an | 
4 — _— te" | 
n = ee ee .4.3. 21 a! * a 
Sins wird f = 
_ tr 0. mi BEE N mal". | dm © on 
= a2) — ald-22) r n!(i1— 35% ..s — ard-as+2) + I J 


odet wenn man die Partiolbräge | in umgefehrter Ordnung ſchreibt 





(1—z)(1—2z) TER .(i—nz +A—ag) 


\ 


n"” rn, (r—1)” n, (n — 2)” — n 32 n.2” — a 
+ n(Ii—nz) n!ldon Fate + Tasten 5*7 (iz) 
wo die oberen Beichen für ein geraded, die unteren für ein ungerades n gelten, und n.,n.,n,... 
Vinomialloeffihienten ſind. | W 

4. 236. 

it Anwendung der $. 231. gefundenen Auflöfung ift man auch im Stande, die gebro⸗ 

chene Funkzion Genres F Fr IE in ihre Partialbrüche zu zerlegen. Denn man ſetze — 
| Br »7 et 


‚ - 
-. “ “ “ - 
6 
. - }) I 
vo. » x Sn ı 


! 








- 


% 


1 Uhtes Kapitel, 


(ax — by’ fx — en ehe fo erhaͤlt man nach > 231, 
Fæ 
(ar— b) fx *— ar- * 4 — nun . | 


— — * 

ar —bife e- (ax — 5)" — — 

verfahre man auf gleiche ei, fo wird 

P 4; P, | - 


(Ge bifz (ao + nr’ 
| und ı wenn man auf diefe Art fortfährt, erhält man Butt 
Fx A 


— —— — 4, - 
Ntar—bV fr (ar— b) + (az — by" + 07-3 ——— + ... + rs + 5. 
Wegen eines einfacheren Verfahrens ſ. m. $. 241. 


pP 


| Mit — — — 
— fr fx 


$, 237. i - 

Statt daß bisher ber eine yweitheilige Baktor des Nennerd der gegebenen Funkzion nur 
die erſte Potenz von x enthalten hat, fo fey r irgend eine ganze Bahl und die zum Bergen gege⸗ 
bene echte gebrochene Funkzion nach der bisherigen Beieichnung 
—. o)fr. ——— | | 

Sucht man nun hieraus ‘den Zähler N, weil alddann der Zahler P eben ſo wie ⸗. an. 
leicht gefunden werden fan, fo erhaͤlt man . 


ee) Feine 


Will man nun aus dieſen beiden Bedingungen . den’ Bähler N beftinmien , ‚fo folgt aus 
$. 229,, daß N von der Form: 

AH ASt AHA +. + Am [1] u 
feyn muß. Hienach wird erfordert, daß * mit Huͤlfe von =. = a in einen Ausdrud von die⸗ 
fer Form verwandelt werde, d. h. in Far darf der hoͤchſte Erponent von x nicht größer ald r — 
fem, und der Nenner Fx darf fein x enthalten, weil nur unter diefen Bedingungen N= 
eine ſolche rationale ganze Funlzion von * ifſt. Es fommt-alfo zunächft darauf an, aud Fx ade 
Potenzen von x; deren Erponenten größer als r — 1 find, wegruſchaſfen, welches mittelſt des 
Ausdrucks =” — a leicht iſt, denn man hat alsdann ar = ad; a" —=al;.,.. um 
at max; at = art; art an; ſ. w. Eben fo kann man mittelft diefer Aus- 
druͤcke imd eines noch anzuführenden Sälfsfases, alle Werthe von a aud far wegfhaffen, wodurd 


N=7 be erfordeelide Form [1] erhält, Hiebei iſt aber wohl zu bemerken, daß, wenn 


4 
— 


2 
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a; ea; ,. . aus Far weggeſchafft find, es alsdann nicht erlaubt. ft, auch noch 
ar at... . oder überhaupt niedrigere Potenzen von ar aus Fax wegzufchaffen: - 


Waͤre z. B. der zu zerlegende Bruch Kar gegeben, fo feße man 


_ | 
= + alddann witd 0 WB 

1 . ν ) B oe | 

N tt Er ea — 4 0; alfo wird | - 


xt = 4; 2 = 16 und x’ = 16x, daher 
Pl " .. \ 


x*+ 
1 4 _ 1+17x_ 
(I. Bl GT _-% + z . 
Die Bedingung, daf hier N= * für =? = 4 ift, hat im vorſtehenden Beiſpiele den 


Zahler n—! +1: d7= für &* = 4 gegeben, woraus der Theilbruch wie $. 230. 


(4. Beifp.) fat, "te man in dem Zaͤhler N = 1 * = nun auch noch x dadurch weg⸗ 


ſchaffen wollen, daß man, wegen xe = 4, auch s6wirt 22 baraud folgern und diefen 
7. 1+ 17 
Werth ftatt z in N feßen wollen, fo würde man n—! + 2 _ 5, alfo_ftatt ze 4 2 


den Bruch Be erhalten Haben. Died Verfahren wäre aber den vorftehenden Bedinguns 


gen zuwider, weil es uͤberhaupt nicht zulaͤſſig iſt, den veraͤnderlichen Theil des haͤhlers, in wel⸗ 
chem kleinere Abmeſſungen als im Nennet vorkommen, wegzuſchaffen. 
Hieraus folgt, daß man aus =” — a 0, zwar =” = a und jede höhere Potenz von 
x bilden fann, daß es aber nicht erlaubt ift, bier noch Werthe von x für geringere Potenzen von 
ar wie a; 0; . . zu bilden, weil_fonft N aufhört eine Funkzion von = zu feyn. 
Ganz ähnliche Folgerungen entftehen, wenn in der zum Zerlegen gegebenen Funkzion flatt 
ded zweitheiligen Gaftord (ar. — a) der Halter = ax bt... +ecthr > 


gegeben wäre, . 
‘ §. 238. 


Z3uſ #8. Unter der Boraudfekung, da in N. = * für x” = a alle Potenzen, welche 

höher ald ara ſind, weggeſchafft worden, bezeichne man die dadurch v veraͤnderte Funkzion mit 
— [Fx] 
N mem [fs] ’ ' 

wobei zu bemerken ift, daß im vorliegenden Falle ed ma; mal;..... 
art ax; at = aa; ats az; u ſ. w. gefept werden fann, 
u : Für a == 0 wird. in dem vorliegenden Galle =” = 0, alfo auch artı =.0; rt = 0, 
u. ſ. w., aber eben fo wenig ald man aus x” = a, auch a—* ableiten darf, eben ſo wenig gilt 
dies, wenn a = 0 wird. 
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Nach den Bedingungen im vorigen d. muß N = I eine rationale ganze Funfjion von 
x feun, daher darf im Nenner [7%] tein = vorfommen. Mittelft der nachſtehenden Huͤlfsgleichung 
(7) ift man im Stande, die veränderlichen Größen aus dem Nenner fa wegzufchaffen und dadurch 
Tr in eine ganze Suntyen von x zu verwandeln, wie erfordert wird, wenn ſolche = N feyn ſoll. 
Es ſey 7 =, ſo iſt auf “. befannten Lehren von den Proportionen 


Vgeeen 
7272 pH —, u 
wovon man fich auch leicht überzeugen kann, wenn mit den Nenneen über& Kreuz multipligiet wird, 


Bären nun 5. B. die beiden Brüche 


a+rx% — d% ex? v 
Pappe Ba 8x" | 


gegeben, aus welchen man a” im Nenner wegfchaffen fol, fo mäffen zuvor die Koeffizienten von 
ac” einander gleich werden. Died giebt 
1, | —— . 
bg +.gx” egx” 
Beide Brüche durch Subtraction mit einander verbunden ‚ geben: 


% agtem — ld reex) _ ag—edtgmecen, J 
bg + cgx” u 5 bg: 
. $. 239, " 
Aufgabe. Die gebrochene echte zationale Funtzion ꝓ yr ift gegeben; man foll den 
Ahle N de Partialbruchs finden, deſſen Renner = — a Mk 
Aufloſuns. Man febe 
- | Gap ++ Fr ‚ wo P eine unbefannte Gedbe bleibt. 
| Aus a” — a = o wird a ma; art = aa; ach u ax; 000. Bezeichnen 
nun [Fax] und [x] diejenigen Werthe, welche aus Fax und fa entfliehen, wenn a; ax;... 
| ftatt ar; artı; . 0. gelegt werden, fo kann man den Ausdrud Ze angeben. 
Iſt alsdann Zu 
1. [fx] eine beftändige Größe, fo ft N = (7 Mi 238.), 
Man ſehe das folgende erfte Beifpiel. 
II. Behaͤlt aber der Nenner el nod) mehrere Potenzen von z, etwa rt ..... 
ſo bilde man dadurch, dag | T Fra] ] im Bähler und Nenner mit x multipfigiet wird, einen neuen 


Ausdrud, in deſſen Nenner, nach Hinwegfhaffung von a’, alsdann =’-ı ald böchfte Potenz - 
‚von x übrig bleibt. Beide, Ausdruͤcke nad) $. 238, (7) mit einander verbunden, geben einen 
Bruch, in welchen =— die hoͤchſte Poten; von © if. Diefer neue Ausdruck werde mit = 
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im Zahler und Nenner multiplizirt und mit | nach 6. 238. (1) verbunden, fo entfieht - _ 


daraus ein zweiter Ausdruck, deſſen hoͤchſte Potenz im Nenner oe ift. Beide Auddräde 
mit einander verbunden, geben alsdann einen, deſſen höchfte Potenz 3 ift u. ſ. w., fo daß 
man durch Wiederholung ded vorftchenden Verfahrens alle Potenzen von x aus dem Nenner . 
wegfihaffen kann, wodurch man zulegt den Ausdruck für N erhält. 


Man fiehe dad folgende zweite Beifpiel. 
| 1, Beifpiel. € ſey en nn + Ei gegeben; man ſucht N- 


Hier ft Fe= 23.4 8; fo „und — 3=o alſo **83 aa 9; 


æis — 9x, daher 
[E=] _ +? —N, rat | 





32 Se 
zıı -8 — 9r+8 
, (z* — 3)7 212 7” sa-5t zu 
2. Beifpiel. Es ſey 


- zT 


_N_ op | 
Da He Fee He I ra Fo Fat Negeben; man ſucht X. 
Hier iſt Fr=a; mer tree tatt ung 2=0 


alſo 23 a’ = 22; ze = 20%, at — ur; daher . 
[FzJ] __  2z° , 
VAT rer (er) = — — TrE2T oder 
2*2* — 4 _ 324 
| 742743243 +32+3 7 20V 
2.22” z(22°—4)\ 4—4r 42’ p4—4r 4—A4r 
= oder \ 


22°’ +22’ +62 +6 — —ir’r 8 = 77 Kr > 3,77 +77+6 


224 _ 4x’ +4—Ar _ 62° —4r 4x 

2 HT IT Tag femen 
7(22°—4) = (1642 21 _Aier8r—4, 
—142?’+7 7 \ildz’£idz / 142? ld) 0 2 NMıirHT 7 


2624 _ YUr—Br—4_ —2r HA 
2414 "mr — folglich 





j zT 4228 5 pP 
derer: — 76922) + ze >. zt px’ Er" z+t 
Es wird ein für allemal bemerft „ daß. diejenigen Ausdrüde, welche durch Vertauſchung ei⸗ 
ner veraͤnderlichen Groͤße abgekuͤrzt werden muͤſſen, Ka in Klammern eingeſchloſſen ſind. 


3. Beifpiel, Es fey: ma ZN N + gegeben; mars ſucht N. - 


Sie iſt Fr = 05 4 8; fe= 2° 3 und a0 0 ale 25 0, daher 


= er 85° — si 
t[f>» =, = 12 __ 3x9 
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3.8 82° __ 3.824 8x8 _ _8@+=9 - | 
3x6—9 = 2 = . — 9 2* F =N, folglich 
+8 _ 8(3+x°) P 
x? (x6 —5 — 5,0 + xt+3° 





Nach dem vörftehenden erften Beifpiele war P = 4 8, alſo 
x +8 8— _ 304) 4 u 
13 (56 3) * 9x13 5(x6 +3) ° 
Wollte man diefe Zerlegung nad) $. 230. bewirten, fo würde died in ſehr tweitläuftige 
Rechnungen verwideln. 


240, | 
be. Die echte ebro ene rational fi — — ⸗ 
Aufsa chte gebrochene rationale Funkzion —AI— iſt gege⸗ 
ben; man ſoll den Zaͤhler N des Partialbruchs finden, deſſen Nenner | \ 
xX=+ ax Liam. ... P5 if. = 


Auflöfung. Dan ſetze: 
* *2* 24 a wo P unbeftimmt bleibt, 


Hienach wird 
j Fe = Nfx PX. 

Bezeichnen nun [F x] und [fx] diejenigen Werthe, welche aus Fx und fs entftehen, wenn. 
_ ax — bat — ...— 8 flatt a” gefeht wird, und man bemerft, daß alddann 
a. tax th... 3 0 alſo X= o werden muß, fo erhält man 

[Fx] = N [fa] ode N= 1721. 

Yus a = — aa — bat — ...— g folgt ferner - 
arm — — bat —.,.,.— gx; abe 
- ar matt abet ,;,.. + ag, dahet 

at (ft ab — rt... ag 

Eben fo fann man at; arts; , . . entwickeln. Mit Hälfe diefer Ausdräde und durch 
ein in ähnliches Verfahren wie $. 237. 238, und 239. läßt fi der Nenner [fx] in eine beftändige 
_ Größe verwandeln, und man erhält alddann den gefuchten Zähler N: 

"Sur Erleichterung bei ber Anwendung dieſes erfahrene fann man ſich in ichſtehenden 

Verwandlungen üben, — | . 

| Sur 2 — an bo wid: | | | Br 
xt =axr-+b, alo = = ax! —-bx oder 
st = (a ) æ + ab, alſo & = (a? -Hb) x? + abx, oder 
x+ = (a? -+2ab)x + (a? -Fb)b; 
x = (a +3ab+b2)x + (a? + 2b) ab; 


. 
” v — + % ® “ %s .. ‘ 0 « — “0 
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. Sir ai — an — 2 — c—=o mi: 
zt max +bx Fe, alſo = —=ax! + da? + ex oder 
+ = (2 53) (ůS) + ac; 
=’ = (at -Yab+ c)o? 4 “retet +: 
Ferner für + — ax! — bat — cz - d=o oder 
art + bet hen ha wi: | 
= (a +b)22 +iab--)a? FH (acıH-d)x + ad; " W 
= eher Hate tete rerdchetde == 
Se a7 — 200 + 300 a + 1 mi: j 
ar = 22 — 32: + x —1; 
a2 — Int + ax — u, ale 2? = Pr — gar 2 — ** oder 
a9 mut — It — 22 22 — 2 ,, Ä 
aa 50 — 2 + 222 — 2%; 
te In — mt. ** - 22 +x — 1; 
u ſ. w. 
Beiſpiel. Es ſey 
ren 7 — + 325 * = gegeben, man fucht N. 
Saft Fear; = 2wertetetete s+i1- 


alfo : = — ht tan 1; a =1; 27 =, daher, v 
IFxJ x = oc’ )= X 
a aa ler) > I _ 


2% _ «8 )== — xt rn 1 vu — 2—141 
. Dat \ 204) I 2 — 2x* ng; . 


% 




















x 22x 2x? -2x2—2 202 2022 
1-23? 7 —8+2%° m m = N, oder 
N= aete re nter? 
" A in! 
Nach . 239, 2, Beifp. ft P= , folglich 
or ——— — —-2x+2 4—2x: . 
= ++ tet rl) er 7 — 7 “teten + Ta=5 7(x*—2)* 
241. nn 
ou man die echte gebrochene rationale Sunfjien | Be 
Fx _ — ——_ + u j 
"af. (8 * Fe Ri 


-fo {äßt ſah der Zähler N mittelſt ähnlicher Betrachtungen wie.$. 240, auemitteln. Nur iſt hiebei 
"zu bemerken, daß die allgemeinſte Form des Zaͤhlers von N 
Eotelweins Analyſis. I. Band, Rer 
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_ A + A, + A,x° + ... + Ana ft, daß alſo feine Yotenz von x, welche 
Ä niedriger ald x” ift, aus dem Ausdruck TE hinweggeſchaft werden darf ($. 237.). Wenn daher 


(zr — a)" o geſetzt wird, fo darf man, zum Bewirkung der noͤthigen Verwandelungen, nicht 
x —a = fehen, fondern es ift nothwendig =” — a auf die nte Potenz zu erheben und dar- 
aus x” zu entwiden. Nun ift @ — a)" = ar — ... + a", daher findet 
man für (a” — a’ = =o ' 
 atm— naxtL,,.. + ar = o, alfo 

za nat — a ' | 

Dieſe Bemerkungen gelten ebenfallö, wenn (x” — ax + bar +... + g)” der 
Nenner ded zu fuchenden Partialbruchs wäre, weil alsdann a” > ax“: + ... tg auf die 
- te Potenz erhoben und S o gefekt werden müßte, 

Hienach laͤßt ſich nun jede echte gebrochene rationale Sunfjion in ihre Partialbriche serie 
gen, fü groß auch die Anzahl der Faktoren des Nenners feyn mag, weil man für jeden einzelnen 
Faktor deB Nennerd_den sugehörigen Bähler des entfprechenden Partialbruchs finden fann, wenn 
dad Produft der übrigen Baftoren im Nenner der gegebenen Sunfjien = fx geſeht und die Rech⸗ 
nung nach der vorhergehenden Anleitung ausgefuͤhrt wird. 

Bur Uebung find noch Mehrere hieher gehörige Beiſpiele beigefügt, 
1. Beifpiel. & n 





| erietTern > 7 
wo Fx = 1, alſo auch [Fa] = 1 ift. 
1) Für den Nenner x® + 1 ift - 
Je=e tl et dm him alſo mut; un 2 1, daher 


IFx)__ x i+r 
73” = (==) =; pn = N 


2) Für den Nemer-x° — 1 wird: 
=D wor tim, der — I; = — 2; daher 


EFz]__ 1 = ( z — —itrz, 
IS: ı) *—2 z+— a’ +27 — — +22 —-1"1r+7 
1 _zdte)__ i— r—r 
_ ur +2 zz? 7, +3? 

2(1+z) 1-x-r _Itr—at__ 





tl: — ur”, % 

3) Bär den Remer (x* -[- 1) wird: 

[x = er rn) und “+ — o0, oder &#— —1; = — x; alfo 
iFs] _ ( = —— — — 
[WE Sa Er rorr ie Faser +1 27° -27+%° 


2 z—x? 2—x+r? 


Ne FI WI 


2. ” 7 





. = . . — 
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2(1—xz 2— + r? _eo-r—r? r . n _’ 
en ur Por Pre Be p) = * N,, folglich 


1+z 3+r— 2 747 
. FrDeHTeHT Sre+nt Kern ern 


2. Beiſpiel. Es ſey 5 * + a gegeben, wo 
F=a+ æs iſt. | | 

1) Für den Nenner =? — a ift: 
"Sem ma — 6, alſo ma; we an daber 
[Fz] _— ztaer__ 6) —_ a+ra 


“ 





727 22-37 (kei = 4, wer 
br+abz_ . a +a at +a+br Habzr PEDIGEL BEg 3 
ebd "ala: 0 a . dm 


2) Für den Nenner =? — 5b wird: | 
fæ — x" amd = — bo, oft b, dahe 
[F=) __ z+b _ (5+>3) —_ z+br (z +2) nn brtbz 





[=] = 7,7 \-r -ar bz— ax] —bz—ar?’ 
aztab _ b+bx? — aztab+b+bx2 
er) — 03  Irmas? — bzr—a? ’ 
(2? +bz) _alar+ab+b+br) __ (a +Nab+(a +b)z+letN)brr _ . 
— abe I — N,, folglich 


_etrze — et (“+1)ab+ (a +5?)r+(a+ 1) bzt _' - 
x’ 4) ea HT Be a a 


3, aim Es en En FIR ;= Sr tra 
ben, wo Fx.=.a. +1 if. 


1) Für den Nemer =? + x +1 wi: | 
Je=r+2% +3 wc Fe +l=0; 0° =— ax —1; =; daher 
[Fx] _ 2 = (- 2z )= 2r Ile _n 
7] z+2 rim I 
2) Für den Nennee x + 20 + 3. wird: 
fear + a ri und ar 2a Io, alfe am: —3; area 4 6; daher 


J —— —? — re) = 323 _ = N, folglich 


=: — \Z77 77 


N 











z’+1 2—2z 4 52 —-3 
GFEFDe Fern — ee 

° x+% 
‚4 Beifpiel. Es na oe rei t a ann 

wo Fr= 1x2 + x if. 

" 1) Für den Nenner 1 + = wird: 
fx = +2) J und 1 2 o, alſo a — 1; 2 = 1; daher 

| [EF]l_ ti _i_ nn 
(fa) 24T 8 nt. .. 
| Nr? 
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2) Sir den Nenner 1 + x? if: 
fe=li+x)1— 2’? =1—x—x*4+2°’ und d+22=o, alfo Pre — 1; 2t=—.x; daher 
. x 2 x” — 1 *22 
5* (= =) nn = N. 
3) Für den Nenner (1 — x)? if: 
=d+)U+=)=1tr He ta m ze 2 alfe 


wat 3 30 — 2; daher 





[Fx] _ 3% 3%? 6-3 
fx) 6-2” (1 z,) = = Da Per 
x o __ 18x —9 _ 3049 _ 
0%—10 —" Jon — 18 J = N,, folglich 
TEILT em ET FT+«) — 
N 
5. Beiſpiel. Es ſey ei + ———. Erst wo Fx = x? if 


\ 


1) Fuͤr den Nenner (xæ — 2)? wird - 
Jet a Y=at— 6a 1280, alſo x’ =6x0° — 1228, daher 


[Fx} _ x? = ( x» 3) = 6x2?— 12x +8 _ 
Fa ar (or) = rat 
6%? _ 6" 127 +8 __ 12x— 8 
6x°+6 —. 6x: —11x+8 7 11x—2’ 
11x? 12%? — 8x So — . 


TTAMA = 7735773 


11x? +11 — 122% 11 + 2x? 
-2120—8) _ 10a’) _ Ace x 
Bx4 TOR m 
2) Fuͤr den Nenner =? + 1 iſt: 
Je=(—2)'= x: — 60°-+122—8 und x 10, alſo = —1; = — x; daher 


[Fo] __ _-—1_ 1. \% ’ 
Us] üs-2” en) = = HrI= oder 


—2 I. 
2x4” Fern = Ir = N,,. felglid) 

* _16+64x—1tx? + 1x#2_ 
* NEED 8 FE Ser u Ä 
6. Beifpie Es ſey SIEH sp tarer — +5 — ge⸗ 
geben, wo Fx = 1 olfe [Fa] = 1 ift. Ä . . 

1) Für den Nenner = + 1 wird: 

fe = ++ — N und æ 120, dee —t; x’ = 1; daher 


2) Sir den Nenner ee >24 wid: . 
 Se=(c< +) (a — 1)’ = — 2027-22 — 1 md hs timo, alfo = :—1; 
tl; at; bahır . n 





. [ 


Bon ben Partial⸗ ober Theilbruͤchen. 5. 241. 317 


Far 1 G=: ")= ss. 
. {5 x] 3837 Ir 3x 6-3 N) oder- 
2 2 % _ 27% — 
62-6 7 65-377 8 =N:. 


3 Für den Nenner (= — 1)? if: 
Fr=a’t2a4 2041 und — æö Ic’ 3e—1=0, alfe let ich, daher 


| . IFxI__ 
UF — * (Gerz TEE * Mer SE ’ 
' _ 5.00 - 1 —5x 
BIT up - Mer ix +3’ 
51 5%(4—50) 51- 700 4 Bat 


25%? — 31% + 102 — 225% + 15% — 7102 66% 
2244 —5x)_ _ 17(51—70%<+3%°) _. 1175 — 1000 + 49.5? N oder ’ 
1246 — — TWA— im rn 3, oder 


x 


N 52% + 17x? 


| Kun. 
Gr MIGELE Fr Fe = ser 5 F=+% +5 7% 1] 


7. Beifpiel. es ſey TE = = amt et 
wo Fa = 20° + 702 — 4a if | 
1) Für den Nenne (=? + 1) wird: 
fr 2x —5 und (“+1 —=a° +32x* +30? + 1=o, alfo gut et, daher 
«7 225 +7%”— du __ [2x +70 — 4x 68 — 75% > 10x° - 208, 
6* = (5) = — 











2xt— Pr "7.7 u Gt tl +2 
— HTet An] _ 606 —7a4 #100 420 _ Mat Am Hide, 
6%* —15 6x #11xt+2 — {10? +17 ; ’ 
" 4t(2x* +7x° —4x) _ 2x 10m! — 7x9 — 21x’ + ihr) _ 20? But — 35m —S 
—— 55. 222° + 34x? 34»? +55 
11 28x? — 2x8 — 35%? +4 +1) _ 3 (10% — 70% — 210? + 14) 
s . 374x° + 605 Tg — 


_ B38xt — - 32x3 4 32957 FB p 154 __ N 

2) Bür den Renner 2* — 5 wird: 

fr x' 43x* 3a +1 md 2%—5—o, Me mi rmin get; daher 
[Fx] _ 10’ #20 14x? + 2) dx! de’ +70 
ef}  MHx7r+T7 — t11xt+ 120% — 34x07 2 550 


3414” + 7x) _ Tildet +70) 4x” 4760? — 68x + 770° _ 
37007 + 375 a = N., folglich 


2x547x° —Ax _ WI — Ni — Mut +32 2Ix? 8x 2154 + 4x5 476%? —68%x4770 
— ia" 


+5  Za’+ir ”— 


| oder 
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8 Beifpiel. Die Funkzion = Er Ge in ihre Partialbruͤche zu zerlegen, 
Es iſt =“ + =(0 —axry2 +a’) (a paxy2-+ a”) ($. 152), daher 
— N N, 

Ze Er — — a) + (x? axy2+.a?)?’ wo Pr= 1 iſt. 

1 ) $ür den Nenner (x — axy2 + a*)* wird: 
fe= + -2aaxtYy2 +4a22? F2a!zyY2 at und (a — ax Va a?) =D, alfo 
la me x? +2! 2/2 — at; daher 


12 mETTIZEITETZ Een - ee 
a—tixy?2 


= MIZELYLTTZ Im 4a Feen ——— 6a’x?+2a5’ 
' ı 30?. " 2xy2la—4ixy2 - a—Iaxry2 rm ’ 
De w'y2+ 12a°xy2 * 72a x’ y2 + Aadaya Batayı — 
= N. 


4da?y2—11la’x+6ax? v2—3x3 


Aatylla—kxyD _ Fee ——S 
Ziataty2+Sa’y2 WAalx?y 8a7y2 - 
- 2) Für den Menher (2? Lazy2 tar): ft: 
Je= a — 2axty2 + Aa? — 2atay2 und (2 + ary2t * =o, alfo 
=— we y2 ie x — lat ay2 — ar, daher 
IFx Ä Eu 
= oz 4da’x 3= 164?2x?’ + 12a’ x? ZESICERTGZE j 
I ixy2 Lo arizy: | 
—Aa 1 atzy2 0 datay24 ba’ +äntzy2r+2at — 6aix 7 + 208° 
3a? 2y2(a+}xy?2) Ja? +Hlaxy2+x? 
Sm men TRarxsfitdeiayı —balay2 ° 
2 3x (Iat »2axY2 + x s 2 22+3x° 
4a?y2 (at+4xy2 —_ — 3x ( ma = 4a Pılertier +3 N, folglich 
ay2 +ila’x+bax?y2 +3x 


Matn?y2+8a’y, 
1. _ Ahay2—11a? x + baxay2—3x! 4 
| | IT Ger ya Faayatae 


ex4 2 ar)? Bary2lkt—axy2+ a2)? 





" 8§. MR. ı 

n der echten gebrochenen rationalen Funkzion —_— Fi 

In der echten gebroch | Sunfgion, ET + 
=" tax +... +6 fo wird 

N 


Nut, 
— — 


” Fx N N Nama 

v ertmtrmtr.e + X 

wo die Sählee N; N; .. .. ebenfalls Funkzionen von a find deren allgemeinfte Form 
eat he FARO 0). . 











Nun feße man zur Hofünung: 
._ F — F. — Fr — N, | 
F, — — — ; F, x = —— F,x = he—m, . * * 1 


ſo erhaͤlt man aus der oben ſichemen Gleichung: 
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FEe=N +NK+NK4... + DoXtT NR; 
RBE=NHNKHNELee th NK + NR; er 
Rz=N, + NX+N.X’ + ee ET RT nn Bu 


o 0 0 + © “ 0 . . 0 — 0 v 0 0 0 . o 0 4 . 


Fox = Nn-5 + NnX + Na x; ; 
Fax = Nao + Nur. | 
Sr = — 4 n. .—t wird ‘= == 0. Bezeichnen nun [Fx]; [F:x]; 
[R,a];.... diejenigen Werthe, welche entfiehen, wenn — au! — ....—g flatt ar in 
"Fax; F,x; F,x;.. . . gefest wird, fo erhält man aus den zulegt gefundenen Gleichungen: 
[Fx] = N; [F,x].= N.; [Fx] = N:5...: [2] = Neu; 
wobei noch zu bemerfen ift, daß der Nenner X i in die sugehösigen, Bühler Fr — N, F, x — N: 1feee, 


ohne Reſt aufgehen muß, weil die Zaͤhler N; N; alſo auch bie Ausdrüde , 
A, .... ganze rationale‘ Sunhionen von ſeyn muͤſſen. 


3. 248. 
Aufgat abe. Die ee gebrochene rationale hunthien 
Partialbruͤche zu zerlegen. 
Auflöfung Warfe X= ar 4 az De +... mb 
Fr _ Nun 
75 -·. et ’ 
As X=o wird =” = — — ar bat —, ne u 65 und wenn [Fx]; [F, x]; 


[F,&]; .... Diejenigen Werthe bedeuten „ welche entſtehen, wenn — aut — u... r 
ſiatt æ in Fæ; F,x; F,x geſetzt wird, ſo findet man: 


FX 


— — — — imn ihre 
Hast... ih 


‚ N=elaı Remy et 
j N. [F. æ]; Frech, . 


n=[Raı Re=itzt 


100er Dr 00 en er er er > 0- 
——— IFAI]J. 

Sichel iſt noch zur bemerlen, daß Fras F. Dadurch beſtimmt werben, wenn , 
man mit dem Nenner X in die zugehoͤrigen Faͤhler Fr — N; Fo — N.; ... dividitt, 
weil diefe Divißon jedemal aufgchen nuß-  . | — 

1. Beifpiel. Ep  —. | | 


424 t+3r +1 
— ä ä fein 


Feat +22 I und æ -20, alſo i;e—hr....dabe ‘5 
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r—2 


N=[Fxı] =23; FRe—üt2e ro — 214041; _ 
N, =[FRa]l=23; Re= ter 0.46; u 





N,=[R,.a]= 8  FRxe= 





=[F,«]= 1; Re=— 0, alfe 


= [F, x) = 0, folglich 

æ +2r! +3r +1 __ 

u 7 rtententem 

2%, Beifpiel. Es ſey 

ee +br+e td N . N 

@Fartbe ran + 7 ſo iſt 

Fe=adatba + ct de mr Lac 0, alſo 
am — aæ — b; (a — br 4 4b; dahe— 
= [FxJ]=a— be’ — ac + ad — bd)z; 


4 ı_ (ed —ai—bd be — abd ia. 
F,c= — * Fern — =de—ad+cl=N, folglich 


arbeit det — pabd + — ac Hard — de— ad +dr 
— + — 
2. 
Bei der Zerlegung der gebrochenen Funkzionen war «8 noͤthig, bie einzelnen Faktoren des 
Nennerd zu tennen um daran die Bähler der Partialbrůche za finden: So war nad) 6. 231. 


z 2 





—5 * — 4 — und mon fand — — 7 j welches vorausſetzt, daß J bekannt 


ſey, um daraus pb zu finden. Wäre daher I * gegeben, und belamt, daß x — a ein Faktor 


von re ift, aber die rationale ganze Zunfzian, welche entfteht, wenn man fx durch = — a die 
gidirt, fen unbekannt, fo fege man 
fz = px, alddann wird 


xz— & 


Fr N 
=-4+ 


_ (z— a)gr 
Nimmt man von fa = (= — a) px die erſte Ableitung ($, 182 .), fo wird 
fe=ga+l@- 9 a, alfe 
f'a=9a. Nu ift 
Fa = Ayx + (x — ua) P, daher 
Fa= Ayxa, alfo . 
Fa= Af' a; folglich A = Aa A 


Aus * findet man daher, wenn n (® — a) ein Gaftor von * iſi 








n 
un 
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x 


= = + Zoe . 7 
En en + EEE u int | 
" po Ef. ‚Fz — Fa.fz! 
(z — a)’.f!a - 
. * 245. 
Aufgabe. Den. Bub * in ſane Partialbruͤche zu zerlegen, wenn m < n iſt. 


Auflöfung Nah s 183. pr x — Dax cos @ + a* einer von den Faktoren des 
Nenners x” + a”, und man erhältidaher wie $. 241. 


z” 


— — 
z" ra" 


N= et — 2er +) für =? — 2ax + 


zn + a" 
In diefem Falle wird aber der Bähler und Nenner dieſes Bruchs = 0, weil = 
— 2ax cos p + a* ein Baftor von x” + a” iſt, daher, wenn man Bähler und Nenner 
ded Bruchs Ariemete nach $. 244. behandelt und bie erften Ableitungen nimmt, 


r 


N 
= smart 9: und es wird . 


"+a n 
=” et- z” (22? — — 
nzn 


J 


Aus =? — 2ax Cos 2 \ a — 0 folgt ar > ar mo, alſo = —m2amcosp —a: 


und æ * + a”, daher > 
ar Max ig — lat) _ — 2a _ - | 
N= — — * + on ar (x cp — a). 


Damit auß diefem Ausdruck die hoͤheren Potenzen von x, mittelſt =? = 240 cos Tu 
weggeſchafft werden koͤnnen, ſetze man, um einfache Ausdruͤcke fuͤr dieſe Potenzen zu erhalten: 
‚zsinpg=x sing, fo wird 
x? sin y== sin P. la» sp — a?) uing= = 2ax ee 9 — a’sınyp, ode 
æs sinp=axsin2p— a® sing. Hieraus ferner nach $. 239. (IT) 

x’ sinp=ax* sin 2p— atzsinp=atx (?2sin2P 0089 — sing) — a’ sin2@. 


N 
Run ift j 146, [51] 
2 'sinngp coop — sin(a—1)p = sin(n-+1)@, daher 
2 sin2p cosp — sinp. = sin3@ 
2 sindpcosp — sn2y — sindyp 0 u 
, . 2% sinäp u 89 = sind u no oo 


+ 
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Werden diefe Säge nad) einander angewandt, fo erhält man 
a: sinp = atz sing — at sin2p n 
æ* sin ꝙ = atx sindp — at sin3p .S 
x’ sing = ats sindp — a’ sinäkp 
om sing = = amız sinmp — a” sinlm—1)9, alfo 
— x sinmp — a sin (m—1)o 
zu a ng . 


Diefen | in = =+- 2a — x" (2 cos — ec) geſetzt, giebt 


— 2.” 


N=+ n sin 





ie mung mean 0 (x eos $ — 0) 


£ J 25* [x? in m cos p — ax sin (m—1)9. cos p— ax Sin m ꝙ -44 sin (n-1) p], 


oder 2ax copy — a* ſtatt x* geſetzt, giebt 
+ 2x sinmp cos ꝙ — a sin m cos ꝙ 





— 2a zutı—n 
j n sin ꝙ 
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,, 4 — 0—— oe 


— x sinmp 


Man ſetze A 2cin m ꝙ cos ꝙꝓꝰ — sin(m — ꝙ cos — sinmp, und 
B= sin(m—1)p — sinmp oos ꝙ, fo wird 


2 A aD). Es ift aber I. 146, [307 
n sin 4 
- sin(m—IN)p= sinmipcosp — oosmp sinp, allo 
" d=sinmp cos p* + cos m p sinp cosp — sinmp, oder |. 146. LAT. - 
A — sinmp sinp*" + cosmp sin @ cos, daher 
A 
Ing 7 comp 00sp — sinmp sing = cos (m + 1)9 ($. 146. [31]). 
Es ift ferner ($. 146. [30]) 


= sinmp cos ; — comp sin — sinm@ cp = — 0ooem p sin p, daher 


M 7 











* =— nn Hieraus findet man 
mpı- | 
Veritt,, m tp—aumg=rt = [emp —zconlm 4 ng], | 
folglich 
, En . gr = + 2 [a comp —w eortmt+ De] 4 I, 
| Zr na" "(03 — 2ax cosp ra’) [e] 


wo na ‚151. 
2 Ar +iti: 


een, ze 


und r kewohl o als jede. ganze Zahl bedeutet, für welche der Bähler Ar ru 1 +1 fleine als 
der Nenner In’ it, diejenigen Faͤlle ausgenommen, Do x* — 2ax cos ꝙ + a? zwei gleiche 
Baltoren eilt 


! . . -_ 


- 





Von den Partials oder Aheilbrüthen. 1. 247. | 303 


$. us. 
Die Zerlegung der gebrochenen Funkzionen in Partialbrüche, F in folgenden Schriften am 
vollſtaͤndigſten abgehandelt. 
Euler; angef. Einleitung in die Analyſis. 1. Bud, 12%, Rap. ©. 280. u. f. 
Cousin; Traitd de Calcul Diffrentiel et de Galcul Integral, Paris. 1796. 4. Premiere 
Partie, $. 83. p. 35. u f. | . 
Lacroix; Trait? du Calcul Riffrentiel et du Calcul Integral, H. edit. Tome II. 
Paris, 1814. |. 372. etc. 
Euler; De rosolutione fractionum compositarum in simpliciores. Mdm. de Tacad, de 
St. Petersbourg. Tome I. 1809. p. 3. u. f. . \ 
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Donden Kettenbrüden. u 


n 





I. Bon ben gewöhnlichen Kettenbruͤchen. 


§. 247. 

Ein Bettenbrudy, sufammenbängender oder continnirlicher Bruch (ractio continza) 
ift ein folcher,, deffen Zähler aus einer ganzen Zahl, der Nenner aber aud einer ganzen Bahl und 
einem Bruche, der Nenner dieſes Bruchs, wieder aus einer ganzen Zahl und einem Bruch, u. ſ. w. 
beſtehet. Sind alle Zähler diefer Brüche der Einheit gleich, fü heißt ein ſolcher Kettenbruch ein ge⸗ 
meiner oder gewoͤhnlicher. Man bedient ſich der Kettenbruͤche mit vielem Vortheile zum Auſſuchen 
der Naͤherungswerthe fuͤr perſchiedene Ausdruͤcke. 


| Wäre 5. B. der Brud) 157 >, gegeben, fo ift, wenn man denfelben umtehrt, i 157 =2+5 











vg tmgeitz daher | .. 
8 BT Tr vder auch 
serHha=msıh am 4%, ale 
8e_i, a —41,1ı 
| FE ae 
Frhr 


wodurch der Bruch * in einen Kettenbruch verwandelt iR. Sr. - - 





. 324 | Nenuntes Kapitel, 
ee ſey alznein 4, "tin echter Bruch, alſo A, < A und man erhalte dur) die Divi⸗ 
- fon: 7, =a + 4 7, > wo a den Quotient und A, den Reit bedeutet. HE fernen auf eine öhne 


2 _ A, \ | 
de At: =. + 2entt eat; nm. . M 
fo findet man hieraus den gegebenen Bruch): | \ Ä 
4 4 . - . . . _ | 
— a A; 
\ A «+7 | 
4,41 ’ 
g= 11.4 
7774 
4 1 
—— Bari 1- ⸗ 
4 44 
3 
4, ı . | | - 
— 1 
IT 4 1 
z 4 4 
+7 
und überhaupt: . | N. 
j 4, 1 
u Tatzt.ıl 
, - 0 ag ...r..* 


Die Glieder a; U PERL heißen erſte, zweite, dritte,.... Suotienten und die 
Glieder A.; A,; Lu; « erſte, zweite,.... Reſte; fo wie die Schr, 1. 


Ergaͤnzungoͤbruͤche oder Glieder des Kettenbruchs heißen. * m * J 
Bricht der Kettenbruch ab, oder wird einer von den Reſten A.3 Ay; As eo, 
fo heißt der. Kettenbeug volltändig; wenn aber bie Quotienten wichertchren, periodiſch. So iſt 


—— 1 | - 


.e. 


ein periodifcher Beten, 2 
Derjenige Bruch 4 , and welchem ber Lettenbruch entftanden it, beißt in Bezug auf diefen, 


. der Urbruch, oder der —** Bruch. Bei den folgenden Unterfuchungen wird vorauszefekt, 
„ daß der Urbruch jedesmal auf die Fleinfte Benennung gebracht fey. _ 


x 


' 
- - 


704248. 

3u ſas. Beſtehen Zaͤhler und Nenner des Urbruchs aus ganzen Baslen, fo muß man 
| " ‚bei fortgefester Divifion auf einen Reft 4, == 1 kommen, voröhalb is diefem Falle der Kettene - 
. bruch abbricht oder vollftändig wird. | 0 Ä ' 


m 





_ 
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Das angefuͤhrte Verfahren zur Beſtimmung des Kettendruchs aus dem gegebenen Urbruche, 

laßt ſich dadurch vereinfachen, daß man beim Auffuchen der Quotienten a; a,;5 a5... eben. 

fo verfährt, -ald wenn man‘ den größten gemeinfihaftlichen Theiler zweier Zahlen ſucht, weil dies 

. Verfahren mit dem $. 247. überein kommt. - Wäre 5 B. der Urbruch A, in einen Kettendruch 
‚zu verwandeln, fo entſteht folgende, Rechnung: | Ä 





a? wa | 
_ 136 | i 
NY A s[= Gr \ | , 
63 . 
ale 
u J um GI 2 “ > ” 
Es ift daher | 
a | | ni. 1.4 0° 
2 1577 72 = 1. 1 , 
Ä ’ti4r 
" §. 249. _ 
Aus dem ernten J— 
4 
3* 4 
7 * +4 
Ä 2; +2 2, +% = +4 4 ..... 
erhaͤlt man durch Bufammenfesung der aufeinander folgenden, Ergaͤnzungsbruͤche: 
| 1 _ 1 oo. — 
=: Ä 
a _Ydt 
aa; + 2 u “ + = | B 
art t | | ö | 9— 
—— 2442 n. u 
(ara, Date, — t 4 \ | zu 
(aaa, ya 42)43 taa, +1 2 = + 4 1 
. 2 PR 
u. ſ. w. 


Die ſo entſtandenen Sruͤche heißen — Fractions convergentes). und 
wenn man | | . _ 


326 Meuntes Kapitel, 
- N 1 " .. 
- \ Mi | 
- N ar . 
\ M; aa, +1 
N _ _ ma H+l | 
- M, — - (aa, +Da+re . _ J 
N — — (a a +1)a, +. _ 
(aaa tar +A)a, aa, +1 
Ne —_ (a, aga, + a, + a,)a, + a, +1 - 


- 


Mm,” De. ta, 
u, f. w. fest, fo ift % der erfte 2 der zweite, * der dritte, ... Naͤherungsbruch. 


| Vergleicht man die Zähler und Nenner der vorftcehenden Näherungsbrücde mit einauder, fo 
erhält man | nn 
N wel; N =, =aN N =,, fli=a,N -+N - 
N, = (+) a, ta =aN,-+N, 

"N, = [(ax az + 1) “ + a] 04 + 2,0; + 1= u 7 N, 
M 

M 


0 
. ‘ R) “ .. “ 0 0 * + 0 0 . . 
* ⸗ 
- 


"=a; 2 ——1 
M, = (at 1 a Ha Zr HM + M | 
| = Tan HD + Aa te +i=uM, +M, 
- " = a,M, + M. uf. w. 

Hieraus folgt allgemein dad Geſetz, nach welchem die aufeinander ‚folgenden Naherungs— 
bruͤche gebildet, werden 





N a.0o+1, 
MT ail+o’ j 
. N, aN+o 
M, aM +1’ 
N, — a-N + N . 
- M, — @a M, + M’ 
. N, a,N, + N 
M, aM, + ı” r 
‚I «N +N; 
- M, a,M, + MM,’ 
_ Ns Ag N, + N, 
’ M, agirig * 
— u. ſ. w. 
wo jeder naberudsebruch aus den beiten unmittelbar vorbergebenden auf einerlei Art 


entſteht. 
| Jeden Naͤherungsbruch, ohne Kenntniß der unmittelbar Vrergehenen ‚ mitteift der Glie⸗ 
| der des Lettenbruchs ſehr leicht darzuſtellen ſ. m. d. 262. 


+ 





+ 


Von den Kettenbrüchen, $. 250. 000.397 


5. 2650. 

Die einfache Entftehungdart der aufeinander "folgenden - Naherungsbruͤche aus den beiden 
unmittelbar vorhergehenden, giebt ein leichtes Mittel, aus jedem gegebenen Urbruche die zugehoͤrigen 
Naͤherungsbruͤche zu finden, weil man nur nach 5.249. die aufeinander folgenden Quotienten 
05 0,5 QA35 5.» und mit deren Huͤlfe alsdann die Naͤherungsbruͤche beſtimmt. Wäre 
z. B. der Urbruch gegeben, fo beſtimme man zuerſt die Quotienten 

re 


- 6721613 = @; 
201 
1 6o| 4= 9, 
7 ul = a, | — 
4 1} 7= — (Ges 
0 
Zur Vereinfachung der Rechnung bilde man nun folgendes’ Schema: 


Duot. k 0 Zaͤhler 1 1 Nenner - 


- 


Nu» Ww a 


indem nfan unter den wageredhten Strich der erften Bertifalfpalte, die aufeinander folgenden Quo⸗ 
tienten ſchreibt. Die zweiten und dritten Vertikalſpalten dienen alsdann zur Beſtimmung der zu⸗ 
ſammengehoͤrigen Zaͤhler und rennen der aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤche, wenn zuvor über 


\ die zweite Vertifalfpalte die Biffern 3 og und über die dritte © 4 geſetzt find. Die rRechnung ſelbſt 
laͤßt fich auf ſolgende Art überfehen Ä | 
Quot. 0 Bähler 


515.0+ ı= 15. 14 0=. 5 
3[3.1+0= 33. 5+1=' 6 
44. 34 12 13[4 16+ 5= : 69 
212.123+ 3= 892.9 +6= 15 
717.29 + 13 ='216|7.154 + 69 = 1147 


Nenner 


MM mm ® u. ſ. w., Yaber allgemein 
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./ 


wo man jeden Bäßler oder Nenner den allgemeinen Auddräden $. 249, gemäß erhält, menn-der . 
nebenſtehende Quotient mit der unmittelbar daruͤberſtehenden Zahl multipligirt und dazu die uͤber 
dieſer ſtehende Zahl addirt wird, Kuͤrzer erhaͤlt die Kechnung folgende Stellung 





5 | 
3 
a| 13 69 | | 2 
| 2) 29| 154 
7 | 216 | 1147 . 


Es ift daher & der erfte, der zweite, 33 der dritte und „3% der vierte Naherungebtuch, 
des Urbruchs . 


Wollte man aus dem Rechnungsſchema r 





Auot. Zaͤhler Nenner 
“Gr - d 
21 


die Naͤherungsbruͤche nach diefer Vorſchrift zuſammenſetzen, ſo findet man ſolche wie . 249. 
| Dust, Ri Bähler 
a |a.o+1 
a, | a, 1 +0 
a,|,a, +1 . 
/ . 9 a, (a; a 9) 4 a; 


1 e 
Pur Yu Sur Sur 5 Br Sur Zu Zur Zur Zur Zur Zur Zur zur zur ur 






Nenner 






41 
a,(a,a+1)+ a n 
| u, va Fa Fate +1 


.o.nh r re 9 90 8 HH 10 9 


. ® ⸗ \, 251. 
Es iſt: 
NM, —-NM=N.,M+1)— NM. W)=N—+i 


NM, - N. M. N, (. M. + M)—(,: +, =—- 01, —NM=—1 


N,M,—N,M,=N,(a,M,-+M,)— (a,N,-+N,)M, —— N. M. N. M.) 1 
N. M. - N. M. = N,(a,M, -+M,)—(a,N, IN, )M,=— (NM, —-N,M)=—1 


® + % v + + 0 % % ‘ “ 0 0 ⸗ % > + 0 v 0 . 0 0 — 0 ‘ 0 e._» 


. N "N, . _ NM, — NM. Nı NM NM, —- NM 


0 


X. NM _ NM, —N,M, : 


‘ 
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N Ai. 

MTmT mm  MTOMT MM 
N N —-1 ° N V. +1 

— — 2 um « — — 
MM” MM,‘ Mn mm 
N Ns _ +1 . | = R 
-M, M, —— M,M,’ u. f. w. 


hieraus folgt, daß der Unterſchied zweier aufeinander folgenden Nahernngebrache, jede⸗⸗ 
‚mal die Einheit zum Zähler und das Produkt beider Nenner, zum Vienner bat. 


In dem legten Beifpiele waren KR: Yen die aufeinander folgenden Nähe 
‚Fungöbrüde; man findet Bahr U 
ar ES 0 
37.57 5% . 
B 3 —1 
nt 8 u 0 
3 271. 
8” BT 910 
29 2166 —i1 . 
154 7. 1147 7 134. 1197? 


ur | | 
zuſ ag. Bejeichnen ah und 5 irgend weh aufeinander folgende Naherungöbroͤche, J 


ße, ganz allgemein- | 
N Mm" — ‘ N" M= — + 1. 


Hieraus folgt, daß N: M' oder N", m" feine gemeinfehaftliche Faktoren - haben, oder, 
daß die Naͤherungs bruͤche * und Ei auf ihre Pleinfle Benennung gebracht find. Denn 


- wenn j. B. N’, M' außer der Einheit einen gemeinfchaftlihen Faktor Hätten, fo wäre diefer auch 
Saftor von N’ M" — N" M’, welches aber nicht feyn Tann, weil alle Glieder diefes Ausdruds 


ganze Bahlen find, und N’ m" — N'"M = +1 if. 


5. 263. N 
Be | Aus S. 247. erhält man . Zr . 
AM ad = A,; 0. 
Ar — ad, = A;; 
A, — a,4, == A,; 
4, — ad. == 4; u. ſe w. Gerner ift . 249. 
AM. —AN ha Am Anad)e -4, 

4,M,— AN, = Aa M+1— 4a, N=Arta,(4, M-iN=4—4=+4, — 
AM. AN, A, (. M, +M)—4a,N,+N)=(4,M—-AN)+a,(4, M -ANJ)= —Artardı m—4, 
4, M. -AN. = Ayla, M, FM ,)—AlasN;+N)) =(4,M AN Dr AN,) = Ara h=th 

u. ſ. w. Da nun - 
Eytelweins Analyſis. I. Band. = 2 55 


\ 
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4A_N _ AM-AN 4K 
. 4 m AM ’ 4 M,” .4M, 2) 
4, N 4,M,;, — AN - 

— ’ — Li ——— 
7 — M, — IM. - 5 u. ſ. w. ſo iſt allgemein 

41 V  — Ar, " ws - 

4 Mı 7” AM? \ = 
4A _ Nı _ +4, 

A .M, AM,’ 

4, _ N, _ A. - 

4 M,  .4AM,’ 

4 __ N +4, 

7 m Am, u. f. w. 


Sie fit, daß die Naͤherungebruͤche abwechfelnd bald groͤßer bald kleiner ale 
der Urbeud & E find, dergeftalt, daß der erfte Naͤherungoͤbruch größer, der zweite kleiner u. f..w. 


iſt, oder daß ve erfte, deitte, fünfte, Überhaupt jeder ungerade Naͤherungẽbruch groͤßer und dage⸗ 


gen der weite vierte, ſechete/ uͤberhaupt jeder gerade Naͤherungsbruch, kleiner als der, Urbruch 
feyn muß. 
es ift daher 5 > 3 Ys 4 Fre > << 
‘. 254, = 
Z3uſatz. wach \, 247. ft 4: > A; A,D> As; A > 4; .... und nah 
$. 250, ft m < M,; M. M.; M,; <A; ... daher 


4 As 
dur > un Au; > Ann — dh 


der Unierſchied zwiſchen dem Urbruch und den Naherungebrůchen wird deſto kleiner, 


‚ je weiter die Rechnung zur Beſtimmung der Naͤherungobruͤche fortgeſetzt wird, oder je 


‚größer der Nenner des Naͤherungobruchs iſt. 
Nach dem Beiſpiele d. 249. iſt Ara der Urbruch, daher 


216 1._ 9, 
1a 5 5.14? 
216 3 _ +3, \ 
117 76 16.1147’ 
eo 216 13 __ —7 
: 1147.69 ” 9. 11473 | 
216 29° +1 


1147 - a Bam 


wo jeder Pan Unterfchied feiner als der vorhergehende iſt. 


82. 
Aufgabe. Das Verhältniß des Durchmeſſers zum Umfang eines Kreiſes werde durch 
die Zahlen 1:3, 1415926 5358979 autsedruͤct, man fell die Naͤherungsbruͤche finden. 
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Aufloöſung. Hier ift der Urbruch a = — wird daher nach 5. 200. die Di- 
viſion verrichtet, fo erhält man " | 


13, 14159265358979 
3 00000000090000 
14159265358979 | 100000000000000|7 = a, 
| 99114857512853 
J | E 00, 885142487147 | 1415026 ..... 


ſ. w. | . 
oder a —= 3; GG = 7; a, = = 15; a= 4; — = 292; a — 1; oo... Hieraus findet: 
man wie |. 250. die Näherungsbräche: - 


- . 
- R . 
- y - 
° „ . 
- - . 1 0 
“m . . 
. . 
. . 
— 
- 
- ‘ . 





1 113 355 
292 | 33102 | 103993 
1 | 33215 | 104348 
1 | 66317 | 208341 


"und ed ift nach $. 283. 


4,, 113 
2>4; << > 4, 33 El Heeres 


Die Unterfchiede der aufeinander folgenden Räßerungdbrkdhe, findet man nach $. 251 


§. 256, 


Briten den aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤchen zz N md N ng: befinde ſich irgend “ J 
Bruch —, welcher, obne Rucſihht ob die Unterſchiede bejaht ede — * Ind, dem Frag 5 


naͤher kommt als der Bruch wi fo ift zu unterſcheiden, 06 er ar >= = oder m <- I 


Wäre 7r Ir ->2 — und man nimmt den bejahten Unterſchied der Bruͤche ar und Ir 


wird N ‘ 
Ä Br ar Sa rm ent 
Ber > 5 — — oder m > mN — Mt, Yaher 
‚> mN"— nM". Nach der —— war 
5 > _ oder mN" > aM", daher ift j | 


N" —nM”"= D eine-pofitive ganze Zahl, alfe 
. = %t2 


, * 1 


den Naͤherungsbruchs. 


” ⸗ 
1} 
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m 


F 37 > D oder m > DM', feiglch um ſo mehr Bun 
. . m > MM". 
ke bingeyen * < =: fo erhält man wie vorhin 





wm >= — za dr er > ae, daher, 
w >nM" — mN”. . Nach der Vorausſetzung war 


Hr < ode mN" <nM”, daher ift 


n "ur — —8 = D eine pofitive ganze Zahl, alſo 


7 >Dobtem> DM’, folglich aud) bier —. 


m M. 


Hieraus folgt, ‚ daß jeder Bruch —, welder * naher kommt als u einen groͤ⸗ 


Bern Nenner als 7 * haben muß, * zwiſchen zwei auf einander folgenden Naͤherungsbruͤchen 
laͤßt ſich fein näherer Bruch angehen, ‚ defien Nenner Fleiner wäre ald des Renner des vorhergehen⸗ 


Sn 


= 


v IR, 257, 


Für irgend einen Naͤherungsbruch = = ir fey der Quotient r größer ald die 


Einheit, fo laſſen fi folgende Brüche bilden: 


n 1.N”+N n 2N+N n _3N”’+N . Su, (rl N'+N 
TE IM, CODM HM: 


Die Anzahl diefer Bruͤche iſt — 1, ‚une ihre, Nenner find Meiner als M”’ und größer als 
der Nenner M” ve verbegehenden Bude m ;» Setzt man nun voraus, daß 
Im > m alfo (5. 253.) I < Ip fey, fo wird (. 251.) 

N"M"” — Nu = +1 m NM"— R"M'=— 1, daher 








nm _ N UDN+N_ 3 NM"=-N'M 
* — Str mm WW 
2 p= = Ham Gerne iſt (5. 251.) 
Fa N" 


“mw mm daher, ohne Rüdficht auf das — vor den Unterſchieden, 


N" Dom! 


de 





u 


oder der Bruch == näßert f ir Sr mehr als der e vorfegeende neterungebiuch = ur ir ] 


- 


4 


Man erhält ferner: . 0 
N" n, N” N"+ N _ NT'M—-NM" 1. 
u nm wmu+rem) 2"”(M'"+M')’ 
‚und auf gleiche Art: | | 
N" Ma __ 1 N" nn, __ , 
a re re lei, 
“folglich ift: | | 





— ai 


Rt, N 


alfo wechen die Brüde —. ji ER nach ihret Ordnung und —— — if der größte, aber jeder Ä 


» 


fleiner als I , . 
Es iſt aber Zn > ns und va bee größte — rnaher an 3* als —r * iR [I 
ſo muß auch jeder der ii m ni naͤher an Sn gen ald der Bruch an: weil fie 
ſaͤmmtlich kleiner als I, , find, | | | | 
Eben ſo läßt 16 beiweifen, wenn zur N <£ Sr ift, daß man Wwiſchen dieſen bein Nahe⸗ 


cungébruͤchen ebenfalls r — 1 Brüche angeben fann, wovon jeder * naͤher kommt als * 


Die Bruͤche Er) 2, 22:,,..,., beißen eingefihaltete —2&&& oder fun einge⸗ 


ſchaltete Brüche, auch Nebenbei. 


Sind: nuh’ die beiden auf einander folgenden Näßerungöbräce F * und gr „ gegeben, Wis 


ſchen welchen — 1 eingeſchaltete Bruͤche liegen, ſo iſt: | 
nm mlr—1)N" IN = r NN N" = N". 
. na Elr— ZN" N = =) N"+ N —N'=ma—N"; 


ee“ ı 9 ı 4 eo —444—0  . . 


... ®, 0 . ’ 
a = FM’ +M =,  rM"+M'—-M"= mM"—Mm'; 
m. = Pam 4m =(—)M"+M'— Mu —M); 
viemae findet nen die eingefehalteten Brüche: u 
WU ai ER un N" — N" 


—— 5 
Mm Mm” — M" 
Hm — m — N" 


Mr Tom, — * 





m — Mg _ Mm" 
. a n — N” " > . \ 
ET TS -;u,f.w on 
— m — M 





am N „: - 
.. 


2 
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bis man zu einem Nenner gelangt der kleiner als Mm" iſt, welcher alsdann nicht gilt und die Nee 
nung abbricht. Die aufeinander folgenden Brüche find alddann: 
N" Mr n,,n . N4 R,_, . x” 


mM" Iä m,’ Du NEE 


"Uebrigend läßt ſich zwifchen den Bruͤchen I; 2; 2; ,,,, fein näherer Bruch u In 








m.’ m,’ m, 


mit einem kleinern Nenner angeben. Der Beweis ift wie |, 256. 


$. 258. 
Auf gabe. Die zwiſchen den aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤchen 13 53 3; 295 
236, liegenden Nebenbruͤche einzuſchalten. 


Aufloͤſung. Man bilde durch fortgeſetzte Subtraction zweier aufeinander folgenden Naͤ⸗ 
herungsbruͤche auf nachſtehende Art die eingeſchalteten Brüche, und ordne ſolche dergeſtalt, daß der 
zulegt gefundene eingefchaltete Bruch zuerft gefchrieben wird. Die Subtraction wird fo lange forts 
geſetzt, als noch der Nenner des eingefchalteten Bruchs größer ald derjenige it, welchen man abzieht, 

Fuͤr die Nebenbrüche zwifchen + und * findet man 
31 d 1 
16-57 ü un 1 5 | | 
die Folge ft daher 
33 5 (Fr) *3 
wo die ſaingeſchallen Bruͤche zwiſchen Parentheſen enthalten ſind. Bu die Vroche 
zwifchen „A, und z3 wird: 
3-3 _10 2-83 _7 7-3 a 
5 -R "3 3-5 7379 7-8 3 
29-13 _16 - 
anitgen { — U ä 6. 
216 216220 _. 1897, 18281. 158-9 _ 19. 19-9 _ 100. 
Bwifchen 3 und ν Tara 3 a 5? Be ν ν 
100-293 __ 71, 71-29 42 
531-154 —— 377° 377-1547 2° 
Die greife der Näherungsbrüche und dazwifchen liegenden eingefejalteten Brüche für Zr ift daher: 


dee LT E35 3 (DE CA CHR: (HER: (HABE ED . 








a 


1. Kettenbrüche deren Zähler ber Ergänzungsbrüche größer als die Einheit find. 


259 . - \ 
"Statt den Urbruch 7 A in einen Kettenbruch 744 gu verwandeln, wo 
+; 4 


ſaͤmmtliche Zähler der Ergänzungdßräde = *1 find, koͤnnte man auch dadurd) den gegebenen Ur⸗ 








Von den Kettenbruͤchen. 5.20. = 3365 
bench in. einen Kettenbruch von der Form 


34.. = 
verwandein, in welchem die Bühler der Ersänungebräge größer als die Einheit find, wenn man 
@ willkuͤhrlich, aber kleiner als A, annimmt und g= 7 ſebt, wo R einen noch naͤher zu be⸗ 
ſtimmenden Werth bedeutet. Alsdann iſt 


J == R, und wenn man dividirt und die naͤchſte ganze Bahl a als Quotient annimmt, fo fey 
al __ 


7, =.+7z #, alsdann erhält man " 
Sy . 4, 


Nimmt man ferner &r IR, aber eine als A, an und fest 
dı = Er po wird 2 : = R,, alfo durch die Divifion \ 








az a, + T —* >= . = 7 4, und hieraus | 
4, _u | 
| ee * 
Auf abnliche Art ſindet man rn = a-+ z u. ſ. w., daher ganz allgemein 
224 | 


As „eo... 


wo Ra; 0525er unter der Bedingung wilfführlich angenommene Größen find, daß .a <.4, ; - 
0, LA; 0% <A... und a; a,;5 Qa35 ... die höchften ganzen Zahlen find, melche bei- 
- der Divifion als Quotienten erhalten werden. Auch ift der vorftehenden Darftelfung gemäß 
A: > Ars; Ar > As A > Ass. 

Wegen der Willführ, die bei Awnahme der Zaͤhltr æ; @,5 &a5 2... ſtatt findet, folgt 
hieraus, daß man einen gegebenen wind 7 4 auf unzaͤhlig viele Arten durch einen Lettenbruch 
voyſtellen kann. 

5. 260, 


| , Sie allzemeinſe Form, unter welcher ein Kettenbruch, ohne Ränge auf die , Entfehung 
deſſelben, vorkommen kann, A 


| +: 
— "rarzıe, 
Werden hierraus den Ergaͤnzungsbruͤchen =; =; * 3... . eben ſo wie §. 249, aus 
X 
4 = * . .. die aufeinander folgenden Bruͤche ar 5 =, u... gebildet und hier 
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ehenfalis Naͤherungsebruͤche genannt, To erhält man | N | 
’ - N ‘ - " 
m 
N, „_. 88 , 
” M  e,taa, ' 
ı _ aa, aa, a, 
me +Yla, +tası)a: \ 


2, 0; + (a a, + aa, a,ı)a;- 
= +aa)a, + (aa, +0, a, + aaı aı) a 


u. ſ. w. Man findet Safe auf eine ähnliche Art wie $. 249, die Nähtrungöbrähe: 
, N 1. + 08 ‚ 


Na 2 Ne, + N,a, 
'M, Ma, + M,a, 





N, — mu + Na en n-. 


u, fe w., wo jeder Bruch aud den beiden unmittelbar vorhergehenden auf einerlei Art entfteht. 


Auch ift _ 
.N * M =a 
N, = Na, M,= a, Ma . 
N,=Na, N, M, = Ma, M. a. Pa 
N, = N;,a, + N:e, M, = M, c, + M;,a, x 
N, =N,a, + N,a M,= M,a, + M,a, - 


+ 0 « ® o o % ‘ ® “. ® ‘ + . 0 — 0 0 


Gary allgemein apäte man, wenn „> den (n P 1)ften Naherungsbruch Beine: Ä 


N, _ N + N, 


u NUN 3 nen 


- | | M, MM, .:% + Tauern 
‚und wenn der Kettenbrud, bei dem Ergaͤnzungsbruche = abbriht, fo wird — 


s- X— N... + N,_.'# 
Mm. MM. ‚Pr + M,_.* a. 
oder dee let Näperungsbrud, ift der uebruch fetöft. 


261. 
"um mit Leichtigkeit, auf den Grund der zulegt erhaltenen Darftellung, aus einem gegebe⸗ 
nen Rettenbrache von dir angenommenen Form, die Böhler und Nenner der aufeinander folgenden 
. | Naͤ⸗ 


— — 


⸗ 


Bon den gettenbruͤchen. 5.20. - 357 


: Naherungebroche zu finden, kann man, mit t Behbchaltins der bisherigen Bejzeichnung, folgende . 
Schemas bilden. | 


“ I — I |‘ 0 Zahler I | 2 1 1 Nenner 
@ a. & a - 
| a, 0; | a 
@, Q@, 67 a; 


ve o0Hl|leo +. vo. eloo+« 
" ⸗ 


wo in die erſte Vertikalſpalte Z die Zähler und in ZZ die Nenner der Ergaͤnzungsbruͤche des gege: 
benen Kettenbruchs kommen. Um nun die Zaͤhler oder Nenner der aufeinander folgenden Naͤhe⸗ 
rungsbruͤche zu finden, wird die nebenftehende Bahl der Spalte I mit der zweiten darüberfteßen- 
den multipliziert, und dazu dad Produft der nebenfichenten Dahl aus der Spalte IT in die unmite 
telbar daruͤberſtehende Zahl, addirt. Hienach entſtehen folgende Rechnungen 


al |, . Bühler 

@.| a |a.ı + au: 

a, | a, |a,.0o + a, 

a| ,.jlas,ata,.0,e 

| | ,,@ + a,(a,a + a,a;e) 

a| a (se + 0.0) + aaa ta + ae) 


ei eo lee» H9 .—..— 0. 00 2, er 6 er Tee Tr Tr Tr TTV r Tr Tr Tr TI IT TE 





I | II | ’ | Nenner 


& a ja.o-ta.l | 
| a, | ,i + a,e i | u u 
a;| a, | a,a + 0,(e; + a,.) 
a, a,|% (œ, + a,a) + a, (œ4 4 a,0, 440 0a). 
eu,| | @,(0,ata,.0, Fa,a,a) ta, (0,0; ta,a,ata,a,ata,a,0,+a,aza,a) 
sehr releerene ne er ee rer rennen 
Die aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤche find: 


“. _ a , __ kt Fear 
- a’ “,tr aa,’ „at (0, + aa,)a, 








u. ſ. w. 


Man hoaͤtte auch Zaͤhler umd Nenner der Naͤherungsbruͤche durch einerlei Schema, wie $,250,, 
beſtimmen koͤnnen; nur iſt man alsdann leichter einem — ausgeſetzt. 


1. Beifpiel. Wäre der Seitenbruch Ss gegeben, fo erhält 


+ 6 
3 +7 T+ 8 
man: die entfprechenden Maherungebroͤche aut folgende Weiſe, nach der vorſtehenden nelutuns 
Ebdtelweins Analyfis. I. Band. un. 





i 
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1 | u — Nenner 
2 2\3 2.0 +-3.1= 3 
4|5)4.1+5. 3= 19 
61716.34+-7.19= 151 
4 9.82 = 818 8| 9 [8.19 + 9.151 = 1511 
oder auch ur . 
De _ ı |] 3 0 
0. 1. 
a|lsl-2|' 3% | 
N 4)5| 101° 19 
6|7| 2.11] 
8| 9 | 8is | 1511 
2 Die Näherungsbruce find 3; 139; ars Mr. 
. Will man zur. Vermeidung der Rechnungsfehler nur nebeneinander ſtehende Zablen multi⸗ 


pliüren, ſo kann man dem Schema auch folgende Geſtalt geben: 





we! ei. Die Näherungöbräche zu finden, welche dem wetienbeuch | 7 
74 * +3 entſprechen. 

_ = — | | | 

" ++ . 
Mittelft der angeführten Schemas erhält man | | 

al u | 2 Bihler | mg Renner 

1 — u 1). ılı 

22| —-1l—1:.. 22 —1|202— 1 

32] —1|3c —1 , 321 —1|c +1 

z\| —1j|—- I —1 2 —1| 22° — 20 —1 


li] — 42 —1  ali+a 20 +0 20 — 1 


Die aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤche ſind daher 


1 — ‚3x +1, 1 + 4x 1+4x + x? . 
7’ 12%’ +1? 142020 und 1 + 22 — nt — 2x? 5; auch iſt 


Bu 1 +4x + x? 


IF ++ 
= -i+5 . 
er 





- Son ben Kettenbrüchen. 2. 39 


8. 262. 

Die im vorigen $. angegebenen Entwickelungen 'der Naͤherungsbruͤche iſt beſonders ſchwierig, 
wenn die Ergaͤnzungsbruͤche aus Buchſtaben beſtehen, und die Arbeit wird aͤußerſt ermuͤdend, wenn 
man die 8.261. angegebenen Naͤherungsbruͤche nur bis zum ſechsten oder ſiebenten fortſetzen wollte. 

Es verdient daher das folgende hindenburgſche Verfahren zur Entwickelung der Naͤherungsbruͤche 
nad) der combinatoriſchen Analyſis (m. ſ. die $. 346. angeführte Abhandlung von Hindenburg) - 
deſhalb vor allen Bekannten Methoden den Vorzug, weil dadurch die Näberungsbrücdhe in und au⸗ 

Ger der Ordnung nad) einfachen Gefeken gebildet, nicht mehr Buchftaben. im Schema gefhricben 
werden, ald im Naͤherungsbruch enthalten find, und zugleich, wenn irgend ein Naͤherungsbruch dar⸗ 
geſtellt iſt, auch alsdann die Werthe aller vorhergehenden, ohne Rechnung, gegeben ſind. 


Un das Schema fuͤr die Zähler der Naherungödeiche zu bilden oder folche involaterifch '. 
darzuftellen, bemerfe man, daß 
N — 
N, =Na, | ' ' 
‚N, = Na, + N,a, 
N, = N,a, + N;a, — un u 
N, =N,.a, + N,.a, u Bu 


4! 
« + “ ® ® ® ® ® 


% 


NN, 
Seht man nun za, nebeneinander, fo erhält man N, welches vr @. 8 beſeichet 
werden kann. 
im hieraus N, zu erhalten, muß werſt N ‚ mit a, multiplizirt werden, dies giebt a.a,la,; 
dann muß aber au) noch N= a mit «, multipligiet und zum vorftehenden Produft adbirt werben. 


Died laͤßt ſich auf folgende Art daeſtellen Br Zn 
N N, N, ’ 


a 


—8 :wo N, = aa, md “ 
— &s N, = aaa, tes, ift 





Bi rechts neben jede Zeile des vorſtehenden Schemas a, geſchrieben, ſo erhaͤlt man 
N,a,. Es fehlt alſo noch N,a, um N, darzuſtellen. Man febe daher aus dem erften Winfel- Ä 
hafen za, = N: unter das vorftehende Schema und rechts daneben. w, , ſo wird 





N NMN, N. X, 
———— a; wo N, = = 00, W 
N. ® „z=wa,a, + «ec, 

N, @ 0, 6; N, = 0020,07 00,0; + a0,a,. 





‚Geht man auf ähnliche Art weiter indem N, mit a, multiplijitt, N, aber. aus dem uns 
mittelbar vorhergehenden Winkelhaken ‚unter den lebten wagerechten Strich. des vorſtehenden Sche⸗ 


mas geſetzt und mit a, multipligirt wird, ſo ſindet man: | 
U u 


7 ._ 
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Mird Hier wieder N, mit a, multiplisirt und N, aus dem unmittelbar vorbefgehenden 
Winkelhaken unter den legten wagerechten Strich gefebt und mit a, multipliziert, fo entficht N,. 
Ehen fo findet man Ns; N,; u. ſ. w., fo daf dad nachftehende Schema leicht fo weit fortgeführt 
werden kann ald man will, wenn man nur die Regel beobachtet, daß jeder folgende Werth gefun« 
den wisd, wenn man neben den vertikalen Strich, den naͤchſtfolgenden Nenner des Ergaͤn⸗ 
zungobruches, und unter den wageredhten Strich, fämmtliche im zweiten naͤchſtvorherge⸗ 
benden Winkelhaken enthaltene Brößen, nach eben der Ordnung, hinſchreibt und fol- 
den auf der rechten Seite den naͤchſifolgenden Zaͤhler des egaͤnzungebruchee ale Fark⸗ 
con, zuſetzt. 








NN, N 
. N. 3 
@ 0, » 

v. -2 
N, a Q; 

. N, m . 

N — 
N; 








— 


Anden alſo durch das vorſtehende Schema der Werth fuͤr den zahler. ‘Ne gefunden iſt, fo 
hat man dadurch zugleidy die vorhergehenden Zähler N,; N,; N,; N.; N, erhalten. 


Ganz auf eine ähnliche Art laſſen ſich die Nenner der Naͤherungsbruͤche bilden, wenn man 
erwaͤgt, daß 
- M =a 

M=«,+Ma 

M,= Ma, + M,a, 

M, = M,e, + M;a, 

M, = M,«, + M,a, - 


.o HH eo as 0 ı ee 


.. 


BE 


- Bon den Rettenbeüchen. 5. 262. u 341 


Für den erſten Nenner M erhält man alsdann a; daher findet man M, wenn M mit ax 
-multipliziet und ‚wu biefem Produft &, “addirt wird, welches ſich auf folgende Art ausdruͤcken pe: 

.. MM, 
M ala,| ° Hieraus findet man M, wenn M, mit a, multiplisirt und M aus dem unmit⸗ 
M. — telbar vorhergehenden Winfelhafen unter den letzten wagerechten Strich gefegt und 
mit &, multiplizirt wird, Hienach erhält nfan 





-  MMM, 
m®% a,| wo M =a 
u. —— — —  M,= aa, + e«,, und 
* a 0) M, = ana + ara, + as iſt. 
M a 


Verfaͤhrt man zur Bildung der folgenden Werthe ganz nach derfelsen Megel, welde zur 
Darftellung der Zähler oben gegeben ift, fo läßt fi dad Schema nach Belieben erweitern. Bien 
nach erhält man. 


Mm, m, m, M,M, Ms 





. [nn 


Es laſſen ſich nun die mahenndehiche in und außer der Ordnung ohne Rechnung darſtel⸗ 
len und man > findet . 


_ 
- . 
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Nr _ aa,ä, + ae, 
M," aa,0ı, + a,0ı + anı 
N, _ “a,a,a, + “d,d, + aa,a, 
M,  aa,a.a, + a,a,a, + asıa, + aaa, + au; 
uf w. 
ß, 263, » ” . 


Die vorſtehende involutorifche Darſtellung der Naͤherungsbruͤche gewaͤhrt noch den beſondern 
WVortheil, daß man dadurch in den Stand gefegt wird, die aufzuftellenden Ausdrüde in ihre Fak⸗ 
“toren zu zerlegen. Man bemerkt nemlich leicht bei der involutorifchen Darftellung des Zaͤhlers, daß 
j @a,a; | 
a 0, 


als gemeinfchaftliher Faltor für mehrere aufeinander folgende Glieder verfommt. ben dies gilt von 


Dr oder “a, + u, 


2.7 


oder @a,a, -F aa, 


im Schema des Nenners, daher laſſen fih die aufeinander folgende Naͤherungsbruͤche auch noch 
auf folgende Art darſtellen. 
N_.&.. | 
M 7 a’ 
‚I. _uı_. 
M, aa,tra,’ 
N, _ “a,a,;, + sa, , 
N (aa,a; + wa,)a, + aa,a, u 
M, — (aa, + a,)(aza,;, +a,) + aaa,’ . 
N, _ ‚, (sa a + em; (a,a,+« + aa, u,a, , 
M, aa, + w,)(a.a,a, + aa, + a,u,) + aa, (aa, + a,)’ 
y | . . j ” v 
$. 264. | 
Für die gemeinen Kettenbruͤche, bei welchen die Zähler der Ergaͤnzungsbruͤche durchgängig 
=i1 fd, wdeo=ma,=0,=0=....=1, daher erhält man für diefe folgende 
einfache Involutorifche Därftellungen : | 


⸗ x 
. ‘ 


v 
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M M,M; =, M,M, u. 














A1lale, 
a a; 
@ dr 
1 
@ Gyr 
1 
—V * 
— 
@ AG; Aa; 
.31 . 1 
» Lo eo. ü ‘a; @z - 
| ' \ 1 
4 
\ x m 
on ,, N . | nennen 
und hieraus * « v 0 0 0 


NV — 1 Nr @r . 

B Mr M, “a; +1?” 

N, matt 9 u 

m Ga, Da += N Sn En 

(a a+1)a+a, : 
* — 
BL (a, +1) (a; a +1) +00 u . . 
Tas; +) (am t% + a,) a)+s (a, a, + 5’ 

m — — —— uw. 

M; lau; Hl) larasaras tr aras hr enes oe «Te WM. 


. 268, nr ' 
if: nun die wichtige unterſuchung anuſtelen, ‚ unter weißen Beingunge für jeden 
Zettenbruch u . — 
Ss + =1 + oc a, 
| Ä eh. | 
die na j 260, gefundenen Näßerungswertse dem Urbruch S Immer näher kommen ; weil fih nar 
dann die Grenze ded Fehlers bei der Ammendung eines Naͤherungsbruches angeben läßt. 


N 


N 


..,1 


— , 
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Unter der bier durchgaͤngig angenommenen Vorausfegung, daß die Bäpler a, &,, &; 2... 
und Nenner a, az, @2..,. der Ergaͤnzungsbruͤche pofitive Größen find, müflen: auch wach §. 260. 
.- "N == Nn-2 & + Nam @n und 
M„ = Ma an + Mn—ı @n, [I] 
alſo auch ſaͤmmtliche Naͤherungsbruͤche poſitiv ſeyn. 
Nun wird nad) den $. 260, gefundenen befondern Merten x 


. NM-—N,; M=N(e, + +Ma)— Na.M=Ne =+ a0, 


N,M,—-N,;,M,=N,. (Ma, +M;.a,)-(Na,+N,.a)M,=—-(NM,—N, Mea,=-oa,e, 
N,M,—-N,M,=N,(M,a,+M,a,)— (Ne, +N,a,)M, =—(N,M;—N M.a,=teo, 0,0, 
uf w., oder bieraus 


N 2 2ı 
M M, MM, 
Nı _ Nı _ “6,0, 
Mm M MM ‚ 
Dr _M —_ ; aatıt 
M, M. M. M. 
Ds _ Na _ __ 481 820204 
> M, M, — M. M. 
Nur _ Nor __ c Pr Pe Pe —E _ 
Mı,— M,, . Mor Mor | 
N,r — Nartı — 4 GG,0,0, 0% ..... ertı" ” 
\ My Mer M, r Moryı j 


Durch die vorſtehenden Ausdräde erhält man die Unterfihiede der aufeinander folgenden Na 
herungsbruͤche. Run find @, @,, ... und M, M., M. .... poſitive Größen, alſo 
ſind die vorſtehenden unterſchiede ohne Ruͤckſicht auf das Vorzeichen poſitiv, weshalb die Unter⸗ 
ſchiede der aufeinander folgenden viäperungsbräde abwechfelnd poſitiv und negativ - 
werden, welches anzeigt, daß diefe Naͤherungsbruͤche abwechſelnd bald arbßer bald kleiner taubfallen. 


- Bu Abkürzung fege man die Unterfihiede 


mn ' N 
— ————— — we Na 
| m Mn R, uht Mi Fat 
ſo wird, ohne Ruͤckſicht auf das Vorjeichen, | U — 
_ Gb üzüg rer, ‚ - . 
Rh, = — — — —— 
> aa, 02,0 +. 
R — 1 3° n42 
np Mu, —— 


Nun iſt ferner (4. 260.) der letzte Naͤherungsbruch der Urbruch ſelbſt. Sollen daher die 
Unterſchiede der aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤche immer kleiner werden, oder ſich dem "Urs 
bruche immer mehr naͤhern, ſo muß alsdann, ohne Ruͤckſicht auf die Vorzeichen, R, > Ray tr: 
den, oder es muß Ra - — Ant eine pofitive Größe ſeyn. Ä 

’ j Weil 


W u ‚Bon den Kettenbrüchen. $. 266. | 345 





un ET PRreE SRER ‚Mm iM, 
Weil nun R, — Rp = Zr ( * * 8) und nach m 


My = Matnp + Mar ana iſt, fo findet man Hin 


R, — Rn = — 7* UAnzae 





Diefer Ausdruck iſt offenbar eine poſitive Groͤße, daher wird jeder folgende Naherunge⸗ | 


bruch dem Urbruche näher Pommen, als der unmittelbar vorbergehende Naͤherungs⸗ 
bruch, und weil die Unterfchiede der aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤche abwechſelnd bald po⸗ 
ſitiv bald negativ find, fo muͤſſen ſolche bald größer bald kleines als der Urbruch werden, 
vorausgeſetzt, daß a, a,; yo... und a, a,, a, . . . +. pofitive Größen find. 

Weil die vorftehenden Säge nur unter der angenommenen Voraudfegung gelten, daß alle 
Glieder des gegebenen Kettenbruchs pofitiv find, fo wird der Fall, wenn einzelne Glieder negativ 
find, noch befonderd $. 283, auseinander gefegt werden. 

$. 266. 
Dem Vorhergehenden gemäß iſt 


| => = und * 45. 
Fernet if der Urbruch 


i 5—7 und s> et, 
- My, Myrtı 


auch liegt der wahre Werth von S näher an Ze ald an 2 Sind. daher dieſe beide Ni: 
‘ M, 





herungewerthe gegeben, u und man bezeichnet den Werth weicher. S am naͤchſten kommt duch S’, fo wird. 


Nr - 
So —H, 


Map 
daher findet man nach $. 17. 17) den größtmöglichen Fehler q bei biefer Borausfegung, oder 


N, 
. z er — . 
. q < Z u 5 


Waͤren die beiden Naherungewerthe = und z; 5* Sgeseben/ ſo wird 


alſo der naͤchſte Werth 





und der sehftmbgtige Dt wird 
Nor Nam 0° - 
q <; z My, — 1 — | 
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Sind hienach abe heupt die beiden hiherngebriche 7 Im und Par gegeben, wo m ‚ jede 


gerade oder ungerade Zahl bezeichnen kann, fo findet man den —E 
a rd 

und den größtmöglichen Schler | 
| j +} — _ tr 

1.<H * 

wo das obere Zeichen fuͤr ein gerades, das untere für ein ungerades m gilt. 
- Hiedurch entfteht ein einfached Dlittel, wenn- zwei aufeinander folgende Naͤherungsbruͤche ge⸗ 

geben ſind, aber der Urbruch ſelbſt nicht bekannt iſt, einen Werth q anzugeben, welcher größer iſt 
als die Abweichung des Naͤherungsbruches vom Urbruch. Dieſer Sat iſt beſonders zur Beurthei⸗ 
5lung des Fehlers wichtig, welcher aus der Annahme eines Naͤherungsbruches entſteht. 


Waͤren z. B. die aufeinander folgenden Naherungsbruͤche 3 3 und „% gegeben, fo wird der 
Naherungswerth oder 9 | 
Sn, 


und der größtmögliche Fehler oder | | u 
" q>3:35— 3% = 0,0062. — 
Nach 4. 250. iſt der hier als unbefarint vorauögefegte urbruch S= —2 daher der Un⸗ 
terſchied S — S’, oder | 


Yrar nr = 0, 000 817...... 
alſo offenbar kleiner als 0, 00 625 wie erfordert wicd. \ 


— 


7, Zu. u 
Ein n gettenbruch wird mit irgend einer Zahl z multipligist, wenn man den Bähler feines 
erſten Ergaͤnzungsbruchs mit r vervielfältigt. 


Waͤre J ſo iſt auch 18 — 44 
++ et... ” . * T5+Z, .. | 
Den P Se, 
n man fee R = — ſo wird S= sr? . 


alſo nS— —: 
Perg: “+4 ++ 4.. 


Waͤre bingegen 8 — e 47 2,38 | fo erhält man eben fo 
. + e T7 oo. 
ıaszna +75 
| v4 +4 Tt+t..... 
. In vorftehenden Yusdräden werde — 1 flatt geſetzt, ſo erhält man für- 
etz... tFH+... 


[1 





Dan 


| Son ben  Kettänbrüchen, . 270.. 347 
und für — +4 | 





wird — 5° = +28 
3 
+7 E44 dt: + e+ a... 
_ A 268, u 
@ ſey 8 2 ſo iſt ur = 24 
442 tere - Er +... u 
Dan mn RR frz, fo wid S= m alfo R | = 
“ Ss — —_tın 
| "Turn matter, 
Wäre Dingegen S=a fo wird 
+5+2 +3+... 
- . * 
52245 —* 
345 c +3... 0 
- Dem es ö if Ss''—-d= £ +! alfo dem Vorhergehenden gemäß 
“+ ten or ‘ | 
S-._ ß. nr 
n — 753 — d _ 
. + -TT+... 
$. 269, 
es | ſo iſt auch S= ats 2 
+7 rt. . TFT. 
‚Dem man ſebe R==1,. I. ‚fr wird 85 — 524 SLR =74+7_ m 
Run if, wenn Rwmt — 1 multipligiet wird, ($. 267.) 
—R=l,ı 2, . . daher s — ?4 —VV 
+3 Fa-en Fiir, 
- . —. 270. v , | Bu - 
es ſey s * * mr 1.3: 
J— It... BE + Ft Tt.. 
CH 
Denn man fe R= Zr 3 N wird 5 = =+4 =7+5102R 
Nun ift 8.267. >. j 
_-R—=L% = =— 2 
R=7+47 ... ns «t+5+(-R) -ty+L22 ... 
Xx2. 





10) u Neuntes Kapitel. 
Eben ſo findet man | 


et 44 


7 4 ...%++% 
271. 
Findet man den Srgänzungsbrug 1 in einem Kettenbruche, ſo it. man im Stande den Ket⸗ 


tenbruch ohne. Veränderung feines Bet. um einen Ergaͤnzungsbruch zu vermindern, und es iſt, 
wenn nur die ohern oder die untern Zeichen gelten: 


| Ä ß , 
444 —- 
1+- ” | ter, | 
- — Hits " Paten. j 
Denn ı man fege R=c+ S +. , fo wid 
Ba Fe b- = bt am ebti- en 


Mte-R—=+ ir... ($. 267.), daher 
+ 





* 644 „ten Fe+t3,.: — 
2* a Itrr... 
So iſt z. B. 1 7 = _ 7, 3; uw 
’F74443 04z 
2 2 
— 1 — — 7 x 
’t7-74+43 "4-37—-23 
Eben fo > abi man: | | 
1 —2 
Sa+tf4zlr... j “tat S+F_L,,.. 
x 1 J 
1+— ı =-._ 
— +7 + 1 +77 ß y 
tet... en ME ee 
. 972, _ 
Zufas. Dur Anwendung des vorftehenden Satzes erhaͤlt man auch: | 
12-04 Ä = & 4 1. oder auch 
“tT7+-,1 +74]: - " 
i+-ıL,7. 2.472:, 8 
ririrs,, —ö... . .. 








Bon den Kettendrüchen. 1. 274 . 349 
So iſt . ®. — 
2 


Eben " erhält man ferner. 





+L | =7+-. _1 

ridtlur,e, IT, 

6 d- ..o 

Auch wird 
244 4 1 =7 4,5 _1 4 
—14444 1 nr 5 Se Se 
Ii+7+2,2 ’ 5474 
ö.. “ 
. .273, 


Wird der Zahler eines Ergaͤnzungsbruchs == 0, fo kann man in dem wKettenbtuch alle fol⸗ 
gende Ergaͤnzungsbruͤche we So iſt | 


nd a a + 7 — 

+ + 7 +... " 

2,8 fo wird der gegebene Kettenb — —2, 
Denn man ſetze A= e+37+.," i gegebene Ketten u tixa- 5 
welches auch fuͤr ſich ohne Beweis einleuchtet. a 

Aus dem Kettenbruche S den Merth + zu Anden, bemerke man, wenn 
(I) s=dtirfyiz,s ft, fo wird 
d ++. ., j u - 





wie erfordert wird. 
Sur 


30 | Kenntes Kapitel, u N 
_ “ \ _ x 5 
Denn man fege R = 5 


+ZL ws = SER ‚ alfo 
8% ... j ur 


1: a+R_a,&R, u aA_® , | 
=. > + 7; aber 1.268. — = +2. daher 


1 a Par ird 
z=--+-{ı°%7, 3 wie erfordert wird, . 
8 “rt IT HIL... . a . 
Fuͤr & = 1 wird nach (II) . —— 
u | 1 __ 2 n 
sear4shrı,0.,  WPrmetrs+t] 
-+7+% 
at... 
mp fuͤr a 1 wirb nach (II) 
w,Ss=-1£f —— und * 
A 14 +: +2 j s 
Sermer erhält man: | | 


1 
(7) S=i+31 


x 


‘ 
——ü 
msn 


1 _ = 
B y wz=1r7+r£ 
++! 
dt... 


Soll man + in S verwandeln, fo fege man = Ss’, ſuche r nach den vorftehenden Res 

gen, fo erhält man S aus +. rt J | 

\ E oo |. 275. . v 
In jedem Bettenbruche kann man den Zaͤhler und Nenner irgend eines Ergaͤn⸗ 
zungobruches und den Zähler des darauf folgenden Mergänzungsbruches mit einer jeden 
Zahl muitiplizisen oder dividiren, ohne dad urch den Werth Tes Reıtenbrucheo zu ändern. 
Diefer wichtige Sag wird auf folgende Weiſe bewieſen. em. +4 +4 A J 
der gegebene Kettenbruch, und man nehme irgend einen Ergaͤnzungsbruch Z nebſt allen nachfolgen⸗ 
den, ſo kann man ſetzen 


412 
zu IRA ö .. 
E74 TH... u 
| | Da nun —— = ne a, WO n. jede mögliche ganze oder gebrochene, pofitive oder: | 
| | . b+ A nb + ER on 


negative Zahl ſeyn kann, ſo iſt auch 


Be. un. - “ 
=54,zmR=er It... ft. 


— 





4 


Be —-#2%,nß , oder 
+5 +47 27347 
e+fır = +4 m, 0 . 
FH... | “ t7 +72... + 











Eu WVon den Kettenbruͤchen. $. 276. | 351 
eff 0 — 


— “ " ß . P) , 
7 — 244 T s “ zT + 
+7 ‚rt d+- +. ....' *— +7 +4 e +. 
Mit Hülfe.diefed Saged, kann man einzelne Glieder eine gettenbruches auf fleinere Yu: 


drüde bringen, die gebrochenen Bähler oder Nenner der Ergaͤnzungsbruͤche aus den Kettenbruͤchen 
wegfchaffen, oder andere zweckmaͤßige Veränderungen bewirken, 




















So iſt z. B. 
I 6 — 2 3 
F 4 — 2 
— J — s+ 77,3 
| 5+7453”= 047,2 
| i+7 145 
1 I 
a-+ 7, 1 
2,0. 
-. star, W 
—— 1, 
|  TrZEH+.... 
b 
=a-t 3.3 
3 t2+ = b 
Tr tzr.... - 
; . 
=etntzıb, ; 
2a 54* 
2a+. + 
a" da" "ee AI_ r 
T+r7 "> + F; ab + 
Eben fo- findet man für N 
S=—ı 
ee Fern 
S=—— ı?f e — 
anna | 
sata ..... 
| = are ba: + et z+ 7 En EHE 
276. 9 


1. Zzuſa tz. Eher fo kann man in jedem Kettenbruche die pofitiven oder negativen Glieder 
der Ergänzungebrühe umäfdern, wenn mit — 1 multiplisiet wird. 


>» 


Neuntes Kapitel, 


ß 
y =a—f_r 
_ ei + +... tr, 
un — 34 j .... *—75- ur 
Gerne ar 51 =a-4ı7 2,8 
ö.. . .. Li. 
| . % 277. oo. 
& SS B | ſo it auch 
Es ſey .+5+% | 
Tr, . | 
u air En pe | 
S=74 ße J 
era ur Furt un. | 
Denn man ſebe R=gyt, ... wird 
< m Tu Dr R. 
K+R 
Nach $. 267, ift aber | - 
. In: 4 daher 
R=T+in,... \ 
| Yo yı =? 
2 =7tTr+r,,," 
k-+R 
Ss -* B k 73- | 
u re 
| et+.... 
daher nach & 2795. | | 
so — ße e 
f . Era ——— 
*4 re, 0 
+1 Fan 7 tr... = 
Tratsr..: | 


wo allemal der neu entſtandene Kettenbruch einen Ergaͤnzungsbbruch weniger hat, als der gegeben e. 


Noch 





- 


Von den Kettenbruͤchen. 27 363 
Noch iſt zu bemerfen, daß man ſtat ln 


=a+fr2 ' | fegen fann: 


+ ne 9 


⸗ 


Denn man ſetze R= £ fo wied 


7 
b + 7 4 vo... , . ON 
it — SetD9— 2 ER, oder weil $. 267 und 268, . 
arA ’ 
| fo findet man hienach den vorftehenden Ausdruck. 





e 
Fuͤr 85* * iſt daher 














354 27° Meunted Kapitel, 
u - R \ 5 

T u — wird Sertf,Lr 

7 c 


ß 
+7+Z7 


x 
Is / 


und für S= 


. . 
- s Pd 
N ’ 


= Ä J 279, = 
Son zu einem Bettenbruie die. Größe £ addirt werden, fo erhält man für 


, & . 
et 74... | 
> 52? «B 


u 


Bon der Richtigkeit des win Ausdrucks aberzergt man ſich, wenn —E 544 + 











geſetzt wird. Alsdann ift S = 5 ir: ã · Bedeutet nun 7 eine naͤher zu beſtimmende Groͤße 
und man ſetzt w en ' | 
S= SFT fo wird 3 * 7 = = FIT: alfo | 
— «BB —_ # B. 
7T* AR bar Sein 
— gA 
Nun tAR= a4-+ +2 La, baber 
nd 
\ $ =; «BB A “ \ 
— 75 ATtzı/ 
. ot " . + “ r b + c + 00 - 
wie erfordert wird. . - 
‚ Wenn fene Ä nn Bu 
J ur & . 0. 42* | 
u 2 a0 ze 
tt... 
— — — | 
Be: " ' u 
. ‘ » +7 + «+. ’ .e%s “ % . 
Sem man tet R=b +2 ſo wid 8 — — Bedeutete T 
+3 d + Dur ur er @& + 5 u 


eine näher zu beftimmende Größe, und man ſetzt Ss- =— 8, fo wird 0 
| gerieten, dahe — 
tn. Ä u | 


“a 





I 


20 Won den Kettenbrüchen, s. 280, u 0355 





s-:_Ao- 2: _ — mo: _ 
® T 4 ern u aß aa 
Run iſt sah = and Hr. ‘“. folglich 
aß | . | . 
sat — —— wie erfordert wird, . 
. ‚*® rar +2 . .... 
zur B1 in I) wird. u 0 2 BE 
‚um s=4+* +2 +4 und auch 
i +3 Fe 
W 5* * u 
P ad * +8 — +2 +4 Ir 
Hierin — Mi ftatt e gefeßt, giebt x 
iv) Ss=4— und ' nn 


44 rar. 


‘= dr « 2A | , 
1“ ai — «+ r & 
j FIT +SL.... 


n 











u §. 280, 
In jedem aaͤtenbruche laſſen ſich die : negatien Ergaͤnzungsbruͤche wegſchaffen, und es 
wird, wen | . 
' DS=z4 2. FE auch 
.. nd 3 tu, +% ..... 
s=+ ' 1 
a J - 
a — 1477 + 2 F— 
a, — as + 84 
Zu tar... 
Eben fo wird auch, wenn nn , 
MS=5_u „., Fe ı\7 
er 7 7. 24 « 
Tr + Fr * 8 4 6 + + 
< u \ Ss kn “ 5 x 1 x 
ir 1 Hm a 147 
- 1 ——— — 7*2 — 4 4 8 a: 
a, Fat... 
\ Y2 





| wie erfordert wird, 


0% 


356 u Nenuntes Kapitel, - 
Hat der einem negativen Echädzungbeuche vorangehende, die Einheit zum Nenner und es iſt 


‚(ar J— ar 10 wird 





dd 
— — *1 
BER “2% &, 
_ a =, tr, +° 
“ ann 
Wäre ferner . ’ 
. A 
wW)Ss=,+: +2 _0 fo wird 
. ce ee - 
s-- 74 
—— + 240 - 
it (= 
Fre . . : .. 


Von der Richtigkeit des vorſtehenden erſten Ausdrucks überzeugt man ſich tigt, wenn 


* 
“AR =2+ * ‚gelegt wird; alödann ift 





. | 4 : 1 . 
= 4, —11— 2144 
5 =, 147 + — 


Aus der Richtigkeit des Ausdrucks (T) folgt auch (IT) und mitte der $. 277. erwiefes 
nen Säge überzeugt man ſich eben fo vor. der Richtigkeit der Ausdrücke (ZII) und IV). 
Tür den Yall, daß a, < e, alfo nach (T) a, — @, negativ wird, erhatt man ug für - 


Teen 


ent en * 
⸗ ‚tz Gg —* soet+ 
Bon der Biggi bie getduus uberzeug man ſich anf folgende Weiſe. Es if 











— L_ 


a +2 —B Bo+ Pr 


Seht mar nun R= @,; +“ + fo wird |. 267. 


sv, u eo + 





Azlye an 
a,a,R = 2,4, q3 4 Br’ .o.e und 
Ag æ *7 W Rgdy | &r &: &ıa; 
Ay + R a, + Fr ar 47% + Ga a, »+% aı Asaz +a, a,A 


- - - - ! 








m 


.» 


- 


x 
nn 


Bon ben. Rettenbrächen. 5. 280. 367 
Difm. Werth in den gegebenen Beten ) gefeht ‚ findet man, wie erfordert wird | 


di 


4 oder \ 
“ a a,0; — | 


’=7 + — u oder . 275, 


- @ mm u —Q — — da a,& \ 
1 4; 836, + d20; tan ‘ . 
Ag + .„.”.... 


As 





Ss-+ aa; - weie oben. 
“+ 5 


x - 
ds +... [1] 








\ 


In (7) werde — &, flatt @; geſetzt, fo findet man . 
ens=s1m F und 





S —⸗ | 5 Ä 
a; — * —* + j 
u ” + 73 + u.» 0 40 . = 
Hiedurch ahelt man ein Mittel, jeden gegebenen ‚Kettenbruch (HI) in einen andern su ver⸗ 


wandeln, welcher einen Ergaͤnzungsbruch weniger e 


1, Beiſ piel. Den Kettenbruche 5* I A 2 | ZZ in tie 
np andern zu verwandeln, in welchem die Beiden vor den Gliedern der Ergaͤnzungsbruͤche poſitiv 
A nd, wird hier nach (IT) und... 279, | ur 


I re NEE | . 
— — P. . ... 





2. Beiſbiel. In dem Kettenbruch, Sm * +4 5 | den negativen Er⸗ 
i — 4 214 on 
| 3+75 . 
gänzungsbeud wegsufchaffen, erhält man nach A 
5* == +1 
2 . r 
+4 T +, = > +5 5 +1 1 
Es iſt daher der hier gewaͤhlte eusdruck (I) nit anwendbar. de er) „erbölt man aber 
1 
S--, 2 
Ii+7110 2 
- % + + * 





K:2 . Neuntes Kapitel. 
Eben ſo findet 1 man | | 


l 


——————— 
Ita. g ° 


6 2 | 
Fiti.. — 
| - 271, 
Findet man den Brpänungssiud, 4 T in einem Kettenbruche, fo iſt man im m Stande den Ket⸗ 
tenbruch ohne Veränderung feines Wenbs um einen Erzanzungsbeuch zu vermindern, und es iſt,. 
‚wenn nur die obern oder die untern Beichen gelten: 
“ “ 
- " IH. R _ et. . - 
mn nn. " wird | 


+i+4=:+z 


. Me HR=H+o it. . (. 267.), daher 





x _ , | 
+7 


‚Eben fo erhäft man: 
1 


T 


. ee et 


“ 


1 — + und 


rn FH 
To. au Ze Fe 
m. 
Zufa 8 Durch Anwendung des vorftchenden Sage erhält man au: 


⸗ 


“ [3 " 

1 2. — & ß - oder auch 

T54444 —-4. L., 8 ” 
1144 44 +74... 








%- 


Bon den Kettenbrüchen. 9. 274. 349 





So iſt z. B. | u — 
stil s 7-1 s=sıl_s ' 
i +7+7 .7+7 ?—gı 
Eben fo erhält man ferner, 
“ “ 
= — ß 
“+ 7 + _. +351- 1 7 
1 3 — ö 
Hidler.e, | ter... 
Auch wird J 
++ =7 +0, 14 
“ ri, oo. HTTTgHLL: 
14 +4 ’ ⸗ dt 
dk... > 
..273, 


- Wird der Zahler eines Ergaͤnzungsbbruchs = 0, fo kann man in dem Kettenbeuch alle ſol 
gende Ergaͤnzungsbruͤche weglaſſen. So iſt 





DE BE ui 2 2 27 FE Fo ee 
1,8 d Kettenb — 2 
Denn man ſetze R 24 4... wir er gegebene Kettenbruch * ita + - 
‚welches auch für ſich ohne Beweis einleuchtet, iz. 
| 5 274. 
Aus dem Kettenbruche S ben Werth + zu finden, bemerfe man, wenn 
)s=4 At, fo wird 
m ts +4 5 — | | 
+7 re J - 
4 _ G+: B u 
sT Ira +zrL]2 
Pretz+E,,, 
_ Denn man ſetze R = +fyz —— u 
Ss=4+7 alſo z = 7+2,3% 
| u: Trets4z,, 
wie erfordert wird, 
Fur | | 
. 1 a 
am) S=7+r£ wird 5 * 44 a Fa 
3 3 — a5-+ e 8 
. + *tã 145 Yin Fatsı.. 





“ 


550 . . Neuntes Kapitel. nt 


. 





| a,“ et 
Denn man ſetze R= +, Sen alſo 
1-_a+A_a,E, u RA_B | 
=" +75 aber $. 268. — =o+ 2, daher 
A_21 2 42 wie er ordert wird, . 
Ks, Terz, ' 
| Für a = 1 wird nah (II) - 
- —J 1 1 _ , 'ß _ 
am s=a4s,r2 2. mwz=matrz;+tL2, . 
. eT7+sı \ IF Tr... ” 
und für.a = 1 wird nad) (II) | W 
* ı_1 1 en 
77 a Fe The 


Ferner erhält man: 


ah 
ee 


. 


„1 _ 4 
un ——14244 


geln, fo erhaͤlt man S aus 3. | . 
| \. 275. Zu 


In jedem Bettenbrudhe Tann man den Zaͤhler und Nenner irgend eines Ergaͤn⸗ 
zungsbruches und den Zähler des darauf folgenden Ergaͤnzungobruches mit einer jeden 


Zahl muitipliziren oder dipidiren, ohne da: urch den Werth tes Aettenbrucheo zu ändern. 
— Dieſer wichtige Satz wird auf folgende Weiſe bewieſen. es ſey 54 


der gegebene Kettenbruch, und man nehme irgend einen Ergaͤnzungsbruch 4 nebſt allen nachfolgen⸗ 
den, ſo kann man ſetzen 


S 


— 


ß J — ß Y wo R ———— c 1 ö . iſt. 
b m g 0 9 + 
b + £ | d + .... b * R ' d + “ 





Da nun —— = —£ = — wo n, jede mögliche ganze oder gebrochene, pofitive oder | 
- b +7 nb + A BF 
negative Zahl ſeyn kann, fo iſt auch | 
= „=. , oder 
a-+ * 4 1 .a+ 5 + * 
244 welt, m 0 
t5+2,2 —42*42 


T.... N d+t..:.. 
- ⁊ 
x 


e ir, — 0 
ZU Fee ae Fa 


| | | u J 
Soll man + in S verwandeln, fo fege man y- S, fude * nach den vorſtehenden Re⸗ 
. [4 FEN . r - 


| 
ui 








. wo Von den Kettenbruͤchen. 5. 276. —— 
Eben ſo iſt 


= +48 == . + £ ny 
°+2 t+2+4 PT . . . . .. Tetr4sr.. 

Mit Hölfe.diefed Sased, kann man einzelne Glieder eines Kettenbruches auf Kleinere Aus⸗ 
drüde bringen, die gebrochenen Zähler oder Nenner der Ergänzungsbräche aus den Kettenbruͤchen 
wegſchaffen, oder andere zweckmaͤßige Veraͤnderungen bewirken. 

So iſt z. B. —. 


J— 74 54 


| 
NR . 
+ 
| 0 

















| A 
Eben fo- findet man für N 
So — ß 
.+7+72,2 
5474 54 
52 : B:ab , . 
1 + y:be d:cd - 
| 1 + J— _ 
sat | j , oo.0.e.o 
° a + 


ra met z+ epd: ——————— 
276. 9 


1. Zu ſatz. Eben ſo kann man in jedem Kettenbruche die poſitiven oder negativen Glieder 
der Ergaͤnzungsbruͤche umaͤndern, wenn mit — 1 multiplizirt wird. 


| u. Neuntes Kapitel. | = \ 


oo... .*+ +... | 
| =a-+ —_ — 
und a — Ben. - 2 
5 ° =4-7+142 8 . 
ar, tat. 
| \. 2377. 
—44 ſo iſt auch 


| wird 
Damme = N fo | 
1 
C ? tr GrzrR 
gan 
267. iſt aber | 
Nach $. : Y, da | 
’ y _.? | | 
| r= 4 T7+... x 
_ y | 
Zu ur . alfo 
N 7 — 7 T.... 
k+R | 
Ss=7ı£,r, t%. 
ar ac dr Sr 
daher nach & 279. | 
. Sf ; ße yd ; 
. Fertige, | i 
Fuͤr x — 5 1wird J 
27 
“+544 0 ++ It Tr... 


117 : +i + 
X weniger hat, als der gegebene. 
wo allemal der neu entſtandene Kettenbruch einen Ergaͤnzungsbbruch wenig , es 
>» 











. Bon den Rettenörächen, 5276 7 33 
Noch iſt zu bemerken, daß man ſtatt n 


— 





8* 44 44 | fegen fann: 
EI FENEn | 
5 24 A 
a * FA - 
j + o+7+! € j 
| It7+.., 
= $. 278. 
Birs-- fo iſt auch 
—544 
—* +; +, 
s-*tı Le ; - - 
008 æ = +75. e 
, Zu It TH... 
Denn man ſehe R= = £ +2 + fo wird 
© s..e . \ 
. _ka+B) _ ak k np | 
sS=— = ——-=-+ — A, oder weil $. 267 und 268, 
a+A ”. | 
Kr— I A fo findet man hienach den vorftehenden Ausdruck. 
& “ + + - - . . 
en dt in. “ " > 
Gr sS= + W iſt daher 
u NR 
. s=-:2+4 ay 
a =:5+7rL 
d+....: 
_ st j wird \ 
FS+Zr2, _ 
1 y PB“ . . 
_ Pi Bann . . j | , 
° Ferner für s= 4 i = findet nian 
Tritt... | , 
ah. J | 
m Zu dr Sr . N u 
Sptelweins Xnalyfis. I. Wand. — 99 
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. ne _ \ 
and fir S= 7 3 = . wird sek+fı2, 3 
177+2|3 > | ‚Tt.... 
> +7 +... 
\ 
| N 2 §. 279, 
Sol zu einem Kenne N die Größe 3 € addirt werden, fo erhält man für 
a E +1 
«+7 +: ....+ ‘ \ 
s=4i__.BB 
" ' B— aAraB 


u 


Von der Richtigkeit des Ko Ausdrucks aberzeugt man nn, wenn R= 444 zT +47 +, 














geſetzt wird. Alddann ift S = 5 ir: z. Bedeutet nun 7 eine näher zu beftimmende Größe 
- und man fest w a | “ 
» A \ e 
S=z FT fo wird 4, % 5* sFr alſo 
—BB. — 4 BB. 
758 — eher s= "B— 5% IE‘ 
Nun ift AR= ad + Ber r daher | 
b c + zoo.‘ ' 
Ä nA 
, F — — «BB W; r - 
on 7B ATTZı/ | 
| | «B+a + D ** 4 rn _ 
. wie erfordert wird, - \ nr - 
Wenn ferner Ä _ nn — 
J * F- 
(II) s=z 454 ſo wird auch 
ö..... 
— — — — ⸗24, 
5* a aab + Te ur 0. “ , 
3 “ be . d + «+ 0 0 
Dem man ER—b ſo wird Set, Bedeutet T 
rer | +2 +3 d 4 Pr wur wer) a + a j . 
eine näher zu beftinimende Größe, und man fegt s- =— 4 ſo wid 
& ; — * — — alſo T= +: R, daher oo. — u x 
“a + R u " 


a 
. N 


‘ | ! \ 


Von den Kettenbrüchen, 5. 280, 








s-:_l=-2_ Io 2___ 
. 7 Tr” a —e— a Ara. 
2 ” \ _ R u aay, ’ a u 
Nun ft aaR=aab +,— . . . .. folglich 
— —— — rd. 
S = = 7 + ser, 2 | wie erfordert wird. Kar 
Fur B=iin (f) wird. | | nn | 
au) s=4+* Ä und auch 
| ——— 
* A 8R— 
> So — ß 
, 1777 + “+ Y 
"Ir7rL | 
\ , J-. .... 
‚Hierin — a ſtatt e geſetzt, giebt 
ns=4-7 i und | — 
44 ——— 
4 Ä ⸗ 5 
S 7. 


§. 280, 


In jedem gaͤtenbruche laſſen al die * negativen Ergänyngöschöe wegſchaffen, und es 
wird, wenn 








5** Ps « u auch 
“ ra, + 5 ran 
«& a... 
= 7 @ı 1 
. «tr; -1177 + tie - 
42 — a3 a; u 
4 „>04 9% _ 
Eben fo wird auch, wenn - 
(II) s=,—ı FA , J iſt, 
1. —- a4 
en 


rin. 
oo Yy2 





Neuntes topitel 


Hat der einem negativen Ergaͤnzungsbruche votanghende- die e Einheit zum Nenner und es iſt 
ſo wird u _ 


356 


III s=- ) 
‚AT Fartıgen 
* 4. .... 





| Sa“ dr _ 
atara —— 
—— 4? 
— 5 u hen. 
_ Wäre ferner . . _ 
W)S=£,|,- | Ä o wird ” 
nA a j 
= Hit . 


— 


S = au 

| St nr T+ PRPR 143 

BA — ham 24354 len 
Bon. det wichelet des vorſtehenden erſten Ausdrucks überzeugt man fich tet, wenn 
geſebt wird; alsdann iſt 


re 
4 .s.sıy 
4 
— “3 =, —i1-+ 7 24 
* + ta + A + T+oön 4 


wie erfordert wird. 
Aus der Nichtigkeit des Ausdrucks (I) folgt auch (IT) und mitte der $. 277, erwieſe⸗ 
nen Säge überzeugt man ſich eben fo vor. der Richtigkeit der Ausdruͤcke (ZIT) und (IP). 
Tür den Fall, daß a, < e, alfo nad) (I) a, — «, negativ wird, erhalt man auc für - 


(7). s=718 
+2 zZ | 
* — 





Ss — ® “rd, — 
nr BETH En 
Ara day 55 — +7 Ars : 
“ . +2 @g 5 zur zw‘ 
Bon der Sigi dieſce tichdeuca aͤberzeus man ſich F folgende Weiſe. Es if 


0 2 + — — — 





et mn = Hi... fo wid. 267. u 





. | „Rau, +7, ,,,, im 
Fr Pr — ' Ks — \&r a —A " oder — * . zur “1a; 
"tt +2 om. — — ——— 43 aa, ta, R 
- t 














* 


Von den Kettenbruͤchen. 9. 280. 37 
Dieſen Werth in den gegebenen Retter „) gefest, Andet man, wie erfordert wied | 


«e 











\ 
a. + 22 oder 
8 ee 
s=- * | er). 2 977 a 
j _ &ı %,& \ - . 
ren . 
ds, d4440 
sSs-* “0, - | weie oben. 
| — ——— Po = 
ds +.. + ” 
In (9) werde — * ſtatt a, geſetzt, b findet man _ R 
en Sm — FR | und 
+: a a+ m a* “, \ 
| rate. — 
8* en aaa, 





— 


at Fa +44 u Te 


Hiedurch erhält man ein Mittel, jeden gegebenen. Kettenbruch — ) in einen andern zu ver⸗ 
wandeln, welcher einen Ergaͤnzungsbruch weniger hat. 


1. Beiſpiol. Den ſetuenbruche 5* I — in ei⸗ 


Ts-E_ * J 
9 — —4— 1,00» 
= nen andern zu verwandeln, in welchem die geißen vor den Gliedern der Ergaͤnzungsbruͤche poſitiv 
ſind, wird hier nach und 270. u 

s= — 6 "+ + " j — 


ee 7 





+ +: Ft. 


I) 


2, Beifpiet, E dem Ketienbruch Sm * + 4 ‘den negativen Eis 


gänzungsbeug wegzuſchaffen, erhait man un (I). 


. s=7 | — 
— | z er . . 


Es ift daher der hier gewaͤhlle 2 miednut (I) ni nicht ame. re er ) „erbölt man aber 
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ee — 
Jeden gegebenen Kettenbruch in einen andern zu verwandein, welcher m nur aus zwei Drittel 
ſo viel Erg inzungobrůchen beſteht als der gegebene, ſo ſey 











52* 42 W der gegebene Betas Man fe. 
“ u ei er; ’ 
Tat, tiri | 
, j Rs ‚Gs v....+ " j . N 
. s=i4g Amar rar - 
u N 
⸗ u. ſ. w., fo wird 
R=,+7Z2_1° ; R=«.+ — PR ’ 
4 4 + st \ “+ a,” Ro 
" Sa_«__e_ ma - 
—T A aa,taal; 
ar RA, R x 
aadı, _ 9 
= aaa , 
ach, ” + Zen nn 
⸗2422 EP | 
“+ 7 a aa, + ara; A, 
— 
“ | 3 — @6®r 


| | 72.72.71 | | r_” ’ . 
«ur, 06260, + — 34 PFFRLL f. m Hienach findet man 
Rio 
#67 j 


2 
= = u anıtaas — en, PP a 
+, —— — — 


ar 


x . “ ——— 


oder wenn man die Brüche in den Nennern der Ergaͤnzungsbruͤche und dan die Saftosen, welche 
ſich aufheben, wegſchafft, ‚fo findet ı man aus dem gegebenen Kettenbruche 








...... 














—* a 
a 6 
\ 4 _ 
/ 5 + ds sor.rr+ ! 
5 — be — “er aady &a N} j - ” 
a aaa, +44: + amt, 284 + G,06ds £e8r 
asartıı ’ Agüyüg , 
B J Arthas - ‚+ Paste; . Ag &ıo ® 
. asartaz Basta, = — 
—QR 
— | 
⸗ 
— — 
⸗ * 





‘ 


Bon bei Kettenbrüchen. 5.22. 359 








I es æ 
4*7 +7 T+ “ 
. 1 „.... 
S—t — ı &3 | 
1 1 41 — 2 24 - 

\ 1+x; 1+,,+ 1467 + “u dyo 
7 OO tnn ⸗ 
Ar — 22220 


Beiſpiel. Es ſey 8 sei j | 
Bu . ——— 


findet man auch | .r | \ 9— 


gegeben, ſo 


1 1.2 
S=7-713 45 
1.2 +r35-718 78 
| 8=- 7 r_ 1.1 
. "i-gm+2 12° 43.14 
14. — 15 4. ..-.e.s 

| §. 282, 

Den gegebenen Kettenbruch — 


s=,+- + 


— 


in einen andern zu verwandeln, welcher nur halb ſo viel Ergdnzungsöchäe bat, feße man . 
s=i4z RB: = tiyg R=a hai u. ſ. w., fo wird 




















5— — — — a“: 
“ a+p * —B— 
aaez en @aadzdy j j 
ach, ads + Dr Eee + Ta tara; ds 
3 
4, Ay fg — a,0; 7: _ Aza,4,&g . 
a,a, R, = 070,4; + =, +z 420205 pri FRPPETTLTE PR, u. few. 
daher wird 
_u & &r 
s=,7, +aad + _— lite / 
* | . ' ' | A2 53 4 42 42 a4,4 222 un * 


oder man findet fuͤr i 
)S= + 


+2): +: 


yo + 


Tuts + = 
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. 


5 =- — m —çC Aragon us 
late) tea azas Faso Haas — osartanachame 


- GG fkgke 


aa, +a)a, ta,” —— — 


(as tan)arotapeo —-........ 
rem, m, =,=...=1mwv 


, o..+ 
ad - 
6%, 65 


S=-— II, ı._ m _ . '« 
.6s +a, +0 Hat — 45, 





 Ifatan ...... 
1, Beifpiel. iS, +3,23 1 5 gegeben, fo wird nad (I) 


+4,53 
1547 
4 4.1.2 ” 1 2 
S — — [U] — nn _ 2.2.6.3.4 — m ———— 2... 18 
.2 2.,8.4%+2.2.3 24.6 +45 2 19 4 


gegeben, fo wird nach (17) 


2, Beifpiel. Es ſey s—4 
| 5. 
F7+i+lr... 


En 
474444 


.13 — ey 004% 


- 
<lö 
| 
| 
P 


- Sollen die |. 265, und 266. erwiefenen Sise von der Annäherung der Maherungöbruͤche 
zum Urbruch, auch auf Kettenbruͤche mit negativen Ergaͤnzungsbruͤchen angewandt werden, ſo muß 
man zuvoͤrderſt den gegebenen Kettenbruch nach $. 280. in einen ſolchen verwandeln, welcher nur 


aus pofltiven Sliedern beftcht und daraus die Bedingungen entwickeln, u unter welchen nur die $.265._ 


und 266, erwiefenen Säge Anwendung finden, 
Wäre 5. B. der Kettenbrud) 








5 | 
- .— + ts. | | zu . 
gegeben, in welchem der —A— , Negativ ft, fo iſt nad 3 280. 
sat . 
+ a — —1 +7 1 4 


* +2 - 
' +7 a _ dab; 
. er 


Von den Kettenbrüchen. 5 . 284, 362 


daher wird dieſer Kettenbruch nur dann aus lauter poſitiven Gliedern beſtehen, wenn a, — oder 


> 1 undea, = oder >, iſt, und nur unter diefer Bedingung alsdann für den Nähe . 
rungswerth 


der größtmögliche Fehler 





N, N.N\ 
» ı (_” m} 
a<aı m M )- 





II. Auflöfung der Reiben in Kettenbruͤche. 


, oo $. 284, 
Wäre allgemein bet gegebene Urbruch 


s A+ AR + A + Act... 
= BrBet+ 


in einen Kettenbruch zu verwandeln, fd ſetze man. 

P=4+42+4%°+....m 0O=B-+B, s+Ba+..,, 
alsdann erhält man durd) ein ähnliches Verfahren wie $. 259., wenn die Divifion verrichtet wird, 
Q_ 3 +: (AB, — AD) +(4B,— ABx +. 

P 4 A rast amt 
oder wenn man ſetzt: 
AB, — d, B= a,; AB; — 4. B=b,; AB, az... 


und a tb, +c,x”+.. - 1, fo wird, = = = +35 7 J. Eben fo wird: 


— * a, — 4b.) + he, — Ac.)c +. 
+2 , tb Fox +... —, 


2 


ArAIer Rt. ’ ⸗ 


oder wenn man fest: Ä 
Azaz — Ab; = a; An Ana An Ah = ain.. 


*7. 
und “+ seta... P,, fo wird F ei +27 Ferner wird eben fo 


zu? 


f = „+ % u ep ana miede he 
u. +. +0 + 0. 


oder wenn man fest: on 


a,b, — a,b, = Qu3 Q@,Cz — Q,C;z = bi; a,ds — a,d, — 5 vo. ._ 


. ne lna P | P 
ww, +be ++. . * F; ſo wird 24 = 17% Auf gleiche Art iſt 
— — Br: _ a 
Ä ar 2 +7 um 
baher erhält mon mit KHülfe- diefer Werthe, wenn man * =a,mwB=a soft wird: 
Eytelweins Analyſis. I. Band. 33 


⸗ 


B 1} . - ve$ 
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P— 1 Pı _. . 
Ss 5 = a0 od Nun ift — Fre = a 2, P,’ daher. 
- 8 + a, P @ı + a3 1 
— 1 a,% P, — a, % 
Ss — =. .  Gerner ft - _ı_ _B= — us, Fr an BP,’ daher 
Gr Gr 4, 4 4% P, &s 75 P, 
4; 42 1 
s—-+t j Ferner re == n =” alfo 
— s + % * a, a, + 4% pP ’ 
@ı ara, + 4,% i 0, a, P; 
4a ds, 4, 42% P, 
a ar 7 
Pr u. _ 
a; + a, 4ı + —ıu”_ _A,% - " . u 
- ar. a, Aı + AR. " vB* 
As Ser a; nz. 
' + s j 
Geht man auf dieſe Art weiter, fo-erhält man algemein " 
Ss = z + u | 
ar  MArkı 4 07% 
“a 4, @j + 22 GıX 
a; EDER a, + 2 4.x 
DAL. + a, % - 
- | As m . . . 
oder nach $. 267. | . 
S=7 +28, a | 
a; a, + 06% 


Sur Beftimmung der Wertbe von a; a, 5 asjr +: « Bienen Die vorftehenden ungen 


und ed wird: 
a=B; a, =4; 
a, = AB,—A,Bla, = 4,ar—Ab,|a,—=a,b.—a, bla, =a,b,—a,b,la, ,b,—a,b; 
b,=AB,—A,Bb,= Aa, —Ac |b, —a;c; —aze,|b, mac, —ascH\b, —— 
c =4B—ABlo = Am Ad, ,, —, Je, =ad—ad,| , . ,„. | u. f w. 
d,.—=4AB,—AıB d,= Asas—Ae, dh zay—maı|, „2. 


e, = AB,—4,B 3 = Az Afı Fe EN . | 


4, aba 


‘ * ‘ [2 « 


ee 8 8 0 0 le 8 0 0 
“ 


Die aufeingnder folgenden Naͤherungsbruͤche werden nach $. 260. gefunden‘ wenn daſelbſt 


a = — dr53 &,° u Qa,X5 71 —— as x, @; = Q,%;, ss» 090 geſetzt wird, und man erhaͤlt: 


— 
8 
x = 








- Bon den Settensrüchen. .28. 6863 


— 1. ‚a, + 0:4 

0a, +1.a 

—_.0:4% + Na, \ 

= 1.a,x + Ma, 

Na,x + N,a, . 

Ma,x + 

N,a,x + Nıa, n 

M,a,x + Mıa; 

— Nıasx + No, . 
— M,asx + Mya, . 


und allgemein 


EEBETEER RR 


_ N,_;-@ ‚+ N... a, | 
7 Ma 9 + Mann j 
oder auch - N„ = Na  Anpı X + Nora On und _ LK 
2 M, — My - Ani X + My—ı . An 


Beim Berechnen der vorftehenden Näherungsbräche ift zu bemerken, dag man .folche genau 
fo beibehalten muß, wie fie die Rechnung giebt, ohne diefe Brüche durch Weglaſſung gleicher Safs 
toren im Bähler und Nenner abzufürzen, | 


— z. 285, 
Waͤre ganz algemein 3 der Urbruch 
Ss. Ar At" +48 th. 
Bx"+B,x”t" LB, +B,n"tR 
gesehen, fo erhält man den entfprechenden Rettenbruc) 














, | 
a +2 aut a," 

— BE Pens 

Der Beweis fuͤr die Richtigkeit dieſes Aubdruc iſt folgender. Nach |, 284, war 


A+A, + Ax+. 





——— =7+ 2% oo 
- 4; “rs 


” Hierin durchgängig. ch ftatt ac gefeßt, hiendchft fowohl den Urbruch ald den Aettenbeug mit ar 
| multipligiet und durch x” dividitt, wird wegen $. 267. und 268. 
AHA... u m „ 
. Betz Batfir... art - = — 
2 


600 














oder nach $. 276. . | . 
— 8 me 24% / 
“ " u + ei pa * * = +: 0 + .,.. | e 
» Die ‚entfprechenden Näßerungöbräche find für 4 = a, und. B=a | . 


Bi? 
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1.0,& "+0. 
0a, X +1. a . . ‘ 


N 
M 
N, — * a;xt+t Nu; 
Mm, 
N 





1.a; x" + Ma, 
 _ Nasx'+ N, a, 
M,” Ma AM. 
a Ma,x"+M,aı | 
N, = N, a, xh 4 N, Gs - . 
’ .M.”“ m.» I, 
M, M,a,x" +My,a; \ 
u | . ” u ſ. w. | 
‚s 0 Der Ä 
+ . \ oo , 
. 266. | 
Auf gabe. Die gebrochene Funkzion 
a’ 68 x’. x9 - 
»2 
IX = 


m einen Kettenbruch zu verwandeln. | 
Auftöfung. Nach h. 284, wird \ | | | 





. ” —1.2 1.2 
. 2=+1B FI4. = "31 :| 9% = Zr 
1 —1 +2.2 — 2.3.8 
d,= „zB = ob = 575 = 3171 
+1! +1 3.2 3.4.8 —— 
4.- IB. — las 
v 21 el +4.2 4.5.8 
A,=n)d, ea) a en d= m 
: tı +» — 0 ——V 00. d—0 494 . 
41.2. 3. 20 1. 2.3. 4. 4006 
Mel InBIr õArr 


—2.3.4.123 +2.3.4.5.4096 
b,. — —jz1519 b, = MEIET IT u, ſ. w. 
3. 4. 3. 128 


. 00 8 8 he... 
c 


. a. 0 "315111! . 


vo ee did 1. .+ + 





An tea=Belwd ss =4mlun nach f 8, rl; mo un 





= 2, daher En 
. es, Zen 1.2.8» , . 
gBe= Tr , 31577. 1.2.3.1238 , | - 
1 — IT , ST” 
— 1772 


. 3\ 51 ee 6 + 
ober |, 275. oo. 


‘ 





- 
’ 
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\ \. 
2 


2 
-7-2, 
7. 


20 
— — x 
9 — 7 x? x 
1 3 — DB— 25004 ⸗ n 
Die aufeinander folgenden Näferungsbräche find: 
N_.2 
7 *75 
N 3x 
‚ m. 3— x?) 
. N. _ (5—x?)x. 
m, 15—6x?"? 
_ N, _ _51—2x)® , 
M, 1105 -45x?+x*? \ 
"N, _ (—105x Hat), 
M, = 15(63— 23x” +x*) ? 
u. ſ. w. 
| ‚Du vorftehenden Kettenbruch findet Lambert in den Beiträgen ‚um Gebrauche der Ma⸗ 
thematik, 2. Theil, 1. Abſchn., S. 162, | \ 


Weit der gefundene Kettenbruch negative Glieder bat, fo fehlt bei Anwendung der gefundes 
nen Naͤherungsbruͤche die Ueberzeugung, daß ſolche abwechſelnd groͤßer und kleiner werden als der 
Urbruch, und man iſt hienach nicht im Stande die Grenzen des Fehlers anzugeben. Verwandelt 
man aber dieſen Kettenbruch in einen andern mit poſitiven Ergaͤnzungsbruͤchen, ſo erhaͤlt man 


nah $. 280. 


geıe= oder nach $. 278. 


Rn . 8 


Ita | 
2 Ma 


“ 





(II) eretrihe ‚ 











4— z +1 14a 
6 — „1 
' ’ 4 5x’. 2227 
Sucht man fuͤr den Kettenbruch —* — +4 den nach $. 260, die afraßenen Ne 7 
herungsbruͤche, und fegt zu denfelden das Glied =, fo findet man °  . | 
N__ 2% 
m—teia. 
N, 8 \ _ x 
mM, "3— x? +ro= 3— x? 
Na Ant (12 — x?) 
Mn 
N _ det _ _ 1— x)” u ' 
M, 7 5-6=° u Lv 7 | = \ " 





f - 
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N, — et Io 9(10 — x?)x 

MM, %-— 39x? + x* — 90,39%? + 2* 

N, _ 25x? — ı° + = 5(21 - 205 . 

M, 195 - x’ +%* — 105—45x:+ z* ZZ I 

N.260*- B _ &0—Br? + xt) r 

Mm, 50-3752” +14z* +°= 50-3557 14%% 

N, _ 350 —14@t 44 * (945 — 105 5? + x*)% . 

M, 945 — 420%? +15x* — 53 —3x+x* . \ \ 
— u. ſ. m 


WVrcergleicht man dieſe Broͤche mit den nad) (I) gefundenen, fo bemerkt man leicht, daß hier 
der zweite, vierte, fechöte und achte mit den dortigen übereinftimmen, daß aber die übrigen hier ges 
fundenen Bruche als Einfchaltungen anzufehen find. . | - | 

Die Bedingungen, unter welchen mit Sicherheit angenommen werden fann, daß die zulegt 
gefundenen Naͤherungsbruͤche bald größer und bald Fleiner ald der Urbruch werden und fih dem- 


ſelben immer mehr naͤhern, erfordern daß 


x = oder < 2, alſo == oder << v2 ſey. 
Nun ift Y2 = 1,4142136.. ..., daher darf x nicht größer ald 1,4142... werden, 
Zur Ueberficht-der verfhiedenen Näherungswerthe, welche für die Kettenbräche (ZT) und (IT) 
entftehen, dient folgende Bufammenftellung. | 













c—=% nach l. | x—% nad II. 


— — — — 
0, 333 3333 


nach II. 


0,352 9411 0, 500 0000 0,571 4285 ° 











5 | 0,346 1538 | 0,346 1538 || 0,545 4545 0,545 4545 
5 0,346 2783 | 0,546 5116 
5 | 0,346 2532 | 0,346 2532 || 0,546. 2963 | 0, 546° 2963. 
3 “1 0,346 2536 Ä 0,546 3035 
& 








0,346 2535 


0,346 .2535 || 0,546 3025 | 0,546 3025 
0,346 2535 


0,346 2535 || 0,546 3025 | 0,546 3025 


Ga 


ji nad) I. | z=1 md I. | z—1,4 nah J. z=1,4 nad I. 


1, 000 0000 | 2,000 0000 41,400 0000 | 70,000 0000 
1, 500 0000 





PR 1,500 0000 || 4,038 4615 | 4,038 4615 
3 .| 4,571 4285 0 6, 389 -0909 
& | 1,555 5555 | 1,555 5555 || 5,694 5679 | 5,63% 5679 
|. 1,557 6923 | | 5,821 5337 
8 | 4,557' 3770 | 1,557; 3770 || 5,792 9026 | 5,792 9026 
*/ 
= u 1,557 4112 || 5,798 4864 
| 1,557 4074 | 1,557 4074 || 5,797 _7528_| 5,797 7528 














nm| 1,557 a07a | 1,557. 2074 || 5,797 026 5,797 9026 


[4 








‘ 


Von den Kettenbrüchen, 5. 288. 367 


* x 


2=y2 nad 1.|.2=Y2 had) I. | 2=1, 5.00 101,5 nach In. 





1,414 2136 | oo 1,500 000 | — 12,000 000 
» 14242 6208 | 4,242 6408 || 6,000 000 6, 000 000 
R 7,071 0680 Ä 19, 500 ' 000 
816, 128 2589 | 6,128 2589 || 12,750 000 12, 750 000 
E "6,363 9612 14, 307 692. 
& | 6,327 4505 | 6,327 4505 14,042 543 14,042 543 
& 6,334. 5020 14,107 542 

6,333 9654 | 6.333 9654 || 14,100 000. 14, 100 000 


| 16] 6,352 2200 | 6,334 2200 | 13,101 274 | 14 101 278, 6,334 2260 | 6,334 2260 || 14,101 974 | _ 14, 101 2 | 
u] 6,39% 2290 | 6,998 2260 | 14,101 278 | 22,108 274 | 


Hieraus überfieht man leicht, daß, fo lange ac < Y2 ift, auch die Näßerungswerthe nach 
II den Bedingungen entfprechen, und bald größer bald Fleiner ald der Urbruch werden, daß aber 
diefe Bedingungen nicht mehr für = > Y2 gelten. 


% 297, 
äufag. Es it cot x = ——, daher $. 274, . 
— 1 _ 1-_ & *0 a 
eg % 0% I 5 __°% 
" 7 — F— — {ro 
oder $, 275. 
1 _ 
Bam gm x, 
7 — 7 » 2 
g — i-—: 


Durch Umkehrung der im verfngpenen $. gefundenen Naͤherungsbruͤche, erhaͤlt man die 
hieher gehoͤrigen. | 
Auch findet man für yftie Ergaͤmungdbruͤche 


cot x = 


= 


re 0 | J 
er, 002 
8x’, , 








ss... 


§. 288. 
Aufgabe. Die gebrochene Funkzion 
set G+De+ le +Dd + rt ++ + 
m + (n+1)x + (m +2) x? + (m +3)? + (m+4)=* +. 
in einen Kettenbruch zu verwandeln. 








= 
u 


Neuntes Kapitel. 


Auflo ſung. Nach $. 284, wird hier u 


a — m; a, 


nn va=r—m ss =—(r—Ne—m a, = 0 
u, =2(r - mb — 2 -NWr— m|a,=o 
c, = 3(r — m) ==: Dr—m) a, =.o0 
nt li! Deren. tn ſ. w., daher 
= 2, eos +mlzer. | 


Weil der Kettenbruch abbricht, ſo erhaͤlt man auch, wenn man die Glieder dieſes Ketten⸗ 


bruchs unter einerlei Nenner bringt, den Werth der oben ſtehenden gebrochenen Funkzion, oder 


R 


Man ſetze r =7 


el — x _ 





r— (r— 1) 
m — (m — 1)x 


Se 


und. m = 7, fo erhält man auch 


"“+la+MAx+a+2 A ++ 


30 x 


J b) x?” +4a 3)’ 
d. 280. 
‚Aufgabe. Die gebrochene Sunfzion \ 
s tu atmet ar, + asıcrn, tr... £ 
Dr TE a u 
——— str tm (+1): + 531G+2), + ac, T Bu 


we ( + 1), (r +2), (r +3), 0. Binomialfoeffizienten find, in einen Kettenbruch zu verwandeln. 
1 
Auflöfung. Rad) S 285. wird hier a== 1; .=r 


1 
—-7T7C+D, \ 
u — — — 
,= 1!3!1r(r+ 2, 
1- 
62 RATEN 


d. = STEH 


. ‘ + + s ‘ ‘ 





1 
. = SURTHDERNERN 
I, = 3B70GH+ FrDR Gr Fr: 





0 = 213} 6! r} BCE (r+)s 


+ + ° + , + ® +. + ‘.- + + 
° 


m nn — — 
ME TE IE IE IL IESICH IE) EI ——— 


ſ. w. 


1 
5 J— 
= J Der 


03 = 757 =; +4, 
d, = 





1 
!6! Hl) (+ 


+ 0 % + + 0 + ® + ® 


VE 
5 OHMIITAFCHWCHNICHMCHD 


—— —— — ———— 
4, = T 


“ + + + v ‘ + ® 6 ‘ o 


2 Hier 





Bon dem Kettenbrüchen, 5. 251. 
Hieraus findet man nach eolger Auſhehuns der Ergänzungäbröce 


s-: 
— 
H+ + tt 





r+Tt ern 
Für die aufeinander folgenden Naherungöbrüͤche findet man 
N_x 
MT 
N, — (r+1)% . 
: M, rt +D+% 
N _  GC+D6+9xH+ x 
M, — rt +DEe+Y+2CHDS 
== G+1)Cr DC +36 +24 Har 


| (+) F+UdlC+Ü3) HreCH+ Ns +rer+3)% +(r+29(+3x+ Zi 
u. ſ. w. 


% 


$. 290. | 
3 uſ atz. Den ai seem Kettenbruch mit 4 multipfisirt, giebt ($. 267) 


pS=- —— alſo auch $. 275. 
Bs=! Fr 





++ 

Br + BEH SE + ...s 
Hierin x * und r=7 — gefeßt, verwandle ſich alddann s in S’ und man, findet 
pS=- Er 
EE7 +5 | 
öĨ —— 
Auch erhält man, wenn die vorſtehende Vertauſchung in S bewirkt wird: 


y* 


.BS=P. t2cH je + Mac) BETCETICE ZT IEIEET) — —— + 


a 00 08 


-_ tl — y’ | 
1 + “.ß + 2!a(a + 4) pP? + 3aC+ + B)(a + 2P) P° + “oo n00. 
831. - 


Wäre der Urbruch 


1 N 
Pe + BB... 


‚in einen gettenbruch zu verwandeln, fo erhält man aus der Vergleichung mit 3.285. hier —⸗ 0; 
.A=a =1; Ar=0; 4, =0; u. ſ. w., daher 





1 
85 "+ — 





—— och 





Tg 


Epytelweins Analpfis. I. Band. 








370. 


| Reuntes Kapitel.. 


Ferner wird nach K 284. 


‚,a—=B a=B; .=-—B, 


eBB—B, B.|a B, (B. B.-B, B)] a, mas, —aubeta,masbe—asbs . . -4. 8, 


b,=B,B, —B,B, b,=B,(B,B,—B, B,) bach = 246g b,=4,06- all + +» . 29. 


Bi B. - B. B. e * Bꝛ (B, B&—B;B,) s=a,d, z==a,d, .o0ro re ee." 
d,=B, B,— BD, d,=B,(Bı B,—B;B,) 0 —0 99009009 


.3 900 + 


uf 


an} 
. 


„ Aufgabe. Den Urbruch = 


„ve ev» 


w. 


Pe GG vr Te Sr vr 


tenbruch zu verwandeln. 


Auflöfung. Nah‘ 


a= B= 





N 


4 nel 


7 — 


u. 


—* 





291, iſt bie | 


1; =1; 3, =-5; 
3 


Die, entfprepenen Naͤherungbbruͤche fi fd: 09 


1. +08, 
tie 
0.0," +N. 1. 
Fi... 4+Mmı 
Na,x* + N,a,, 


—— _ 
Ma,x"+M,a 
— N, a, xh 4 Nas, 
— * 7 
M, a xM. a. 


ſ. w. 


z. 202. 


* 











1 





in einen Kette 


147 — * Er. 





Zn BYE 7 


_-1| _. __1A ' 9. F— 
a, = ag | 28 = Ze! Frgisie: | se = Figigaisier”! 
„2? 3 9 .. 
, =; ben — 
’ — 3 6 . . . . . u, ſ. w. 
6 = zZ | 6 — Zraımı ... 
Ferner iſt m — 6 und ı = 1, daher oo 
1 = x 24 
m — — 4 oder $. 275. und 
1+7 2° 1, 0 
— 1 3141 + 
a trZT, Seas ® 
Er re 
- ’ -Z141 + U Zur 0 vr wer 





-.. - D) ® 
” " ) 
% . 


| | Bon den Kettenbrüchen. 5202. : 391 


N _ 1 
mT”ı 
N, 


2-64 W J 
| 

60 — 4x + 3x? . 

60 + 36% + Ix? + x’ | 

u. e mw 


Ar Ax A 


- 


Bird der gefundene gettenbruch nach d. 280. in einen andern mit pofftiven Gliedern ver⸗ 
wandelt, ſo findet man - | | J 





Nach $. 291. gehören hiezu folgende Näherungsbrüge: — | - 
- NLA u 
M 7 1+x? 
N, 2—o 
‚M, I+%’ 
—W N, 4 —% 
M; 4+3% + x” 
N, _ _6—2% .. . | J 
M, "6+4xs +x”’ .. U —. 
N, 12 — 6x +»? | 
126% + 755 
| | N ___8— 18% +2 = 
—— Ze MM,  3+ — 


— 
d 


N, _ _®— 24% + 3x’ 
Pa . Me, 6 + 36% + In’ Fe" 0633 
= | | ‚When... ——— 
” - - ° Ana? ' y 








Neuntes Kapitel. | | 
4. 298. — 





zuſatz. Aus —4 + * findet man nach $. 274. 7 oder 

2% | 1r 
14 7-24 — J oder | 

| | u FE 

.OT+SL..., 
“=1-+x-+5 54544 J 
| ” I+2..2 
\ Hi... 


Die entfpretßenden näßerungöbrüche erhält man, wenn - die vorhin gefundenen umge⸗ 


kehrt werden. 


oder nach 9. 276. 


— 


C 





4. 294, 
Aufgabe. Den Urbruch S = — !TJα in einen Ket⸗ 
tenbruch zu verwandeln 
Auflöfung. Nach S. 291. ift hier J u 
= Bei: — 2. _—i, — 14, 24 — 34 
THF HS HUT ν — 
4 4.4 u _ 
nie "FE EEE . 
1.4 — 1.24.48 1.2.83 
4 57797 | ren 
b — 2.4 3 — — 23.44.8 © + + . . + . + 
s — 357911 s— 53,77.97.9.11.13 | 
3.4 u, ſ. w. 
% v 0 0 0 + ” . 


64 = 3571B 


“ “ “ ‘“ 0 ‘ 


Ferner iſt m=1;h=2, daher. 





1 = 2 
= 2141** x 4 
% "T —— 2 
4 AB 
[il ,.35775 " 
3 +77 
3.5.5.7 + . 00. %° 
— — 068 2308 - " . . ‘ “ j 1 
% IJ— 2.2%? 
. 5 — — 5.5x2 44x? 1 _ 
‘ 9 — 77% 6.6%? 
f 11 —3— DE 99%: 








Won den geitenbtüchen 1.295. | 373 
Die entſpeechenden Naͤherungoͤbruͤche find: - | 


75 
15 — 9x? 
15% — 4x?’ 

105 — 75x? 
105% — 40x? — 4x9’ . 
u f. w. 


we „poftive 2 eine erhält man nach $. 280. 


Saas az 2 


Die entfpreihenben‘ Erganzungdbruͤche find: 
_ N 1 j 
> MT: “ \ 
tn N _.2 . “ 
M, 7 2x +2?’ 
. N, —— — 
M. Ixctxa?’’- J 
— NM. 12- 9x: _ | — — 
12x — 5%3 ’ “ 
.. Na 15 — 9x? _ 
| . 15% — 4x 


u. ſ. w 


* 
N 


Zuſatz. Aus s= = 442 erhaͤtt man nad) |. 274. 3= + 


3 — ... 
ur vr er 


ahet ft fü. j 
= kas=etie tie tiert, 


uch 3888 ° | 
| 8 =x + 3 — —— 2.2%? 5,5%: ober auch 


s=.+2 3.3.5? 


+4 nn , " 5 


33 +7 + 2.20" 2.09 


Die entſprechenden Dräferungöörihe findet man durch Umkehrung der vorhergehenden. 


| 


“ 
‚ 
r 
. . 


Neuntes Kapitel. 


$. 296. 


N - 


ju verwandeln, wo 8 — iſt (. 164. 


Auflðſung. Nach $. 291. wird Hier a, = ;o,= a 


. " 1 
Aufgabe. Den urbruh s AFTTTTTXAXC. 


- in einen Kettenbruch 


’ =—3 
1 1 1 — 22. 1 Ä 4 
a. 33 | 5 Zi) HT | S3B8T| a = zuoTRN 
_ 2 |, - 2 |. 3.4 rn 
eb Alb | SaBsTT: 
03. 8: _ 4.6 ln 
m ner - 553 
.e. ee. 9 . » 0 +.» | er Ye —0 8 . + D 
u. . w. | / 


Ferner wird m = 0 und A = 1, daher findet man, wenn die Baftoren der Ergaͤnzungs⸗ 
braͤche werche ſich aufheben weggelaſſen werden: 














J— 222 14% 3.3% 2.9 
. 4 = 507 —_ I 02 4A 
6 3.3 55 
nn 7 5 — 25. 44x 
[ N. 10 — 4424 
⸗ | \ i u S ‘ $, 297, . 
” . € f — . 1 
Zuſatz. erlangt man für den urbruch S = gar den entſpre- 
- chenden Kettenbruch, fo fege man $. 296. — x ftatt =; alddann wird " 
‘= 2.2 . 
2+73 + 11% , 3.3% 
‘ +22: 4.4% 3 3 ‘N 
| 6 +77 38, 5.50 | 
" ' I + ...e “ 
X u . ? ‘, 298. | “ - u | 
| Will man die Steiße 
R art Aa A et... 
in einen Kettenbruch verroandeln, fo giebt die Vergleihung mit $. 285. 
m=oB=1; B; = 0; B. S oʒ uf m, dahet wegen B= a = 1, 
== —— 22 a h h “ 
9 
” Ri a, Tr — * 
Ferner wird nach $. 284. | 
. ; . . j - a; _ 4A; a, = — A; 





y 


no. 0° . N 
| a. 








,—= 4A, — 4,4: | % 


⸗ 


\ 


Bon den Kettenbruͤchen. $. 299. 


b, nd AA, — AA; 
0, = AA, — A,A, 


zuſas. 
sa?’ ah 
at 


% 


‘ 


.d= AA, — A,4, 
ee 
os =ab, — ab, 
de = a,c, — 440— 
6 =a,d, — a,d, 


RPR 


44. 4, — 4,4) 
4;) 
„= 4(A, A —A Au) 
4)| a, 


= 


d, = 


AA, A — 


[2 [2 % * + % ° v ‘ 


a, = ab, — a,b, 


M 


u 


. u f. ‚m a 


0 — 0 0 


Die entſprechenden Naͤherungsbruͤche ſind: 
N . 


0.4,% + 1.1 


N, _ 0.0,x" + Na, 

ı 1.0%+Ma 
N. __ Na,x" + N,a, 
M, Ma,x* +M,a, 
N, N, a, xh + N,a, 
M; M, a." + M;,a, 
N, _ N,a,x" + N,a, 

MM. M,a x" + My,a, 


ſ. w. 
$. 299. 


“ 


0 


“ 


u..f. w. 


Man fe —r Pa * und —h far! h,.fo wird 


+ 


v 


———— 
Q463 — 03 c. 


Aue, — 43% 


+ 6 ‘ ‘ + 


\ 
a = a,b; — agb, 


® + “.. 


e, 4 


+ + zn +... 0. 


_ Na, + Nya,o* 
Me, + M,ax 


— Na, + N,a, x? 


— To LM am 
My,a, + Mya,x 


N,.a, + N,a,x® 
Ma. Mach 
My,a, +M, *4* 


4 





6 . Nenuntes Kapitel. 
« - . . | $ | _ | | 
Aufgabe. Den Ausdruck u 
2 L) + s ‘o. 
Si FH HE 
"in einen Kettenbruch zu verwandeln. Ä - “ 


Auflöfung. Nah 298. ift bier r=1; h=1, Ar =4=1; 





a, =3%; 
‚,=353% ferner | J 
1 1.2 1.2 
w=7334| 9% 7 78.9345 | 9% 56.8.8915$| 
oo? u 23 » — 2.3 ü 
‚= — 56.8.8.9.5.6.7 | 
3 _ 3.4 _ 3.4 u. ſ. w. 
ss —3356| ss —I8.9.5.6.7 | °C 5.6.8.8.9.6.7.8 
—4 —4.8 4,5’ 
= 3507 | = rane7a| 7 568.8.9.7.8,8 
Hienach findet mon, wenn nach ‘. 275, 3. abgefüngt wird; — 
;,i++)=- +3 1 74* 
Sr. Ft... 
Die aufeinander folgenden näßerungesrüce f ſind: 
N _ x: 
MTTIT 
N, —_ 2x. 
'M, 2+x 


N, _ 6+9) = 

M, 6+4x | 

N, _ 3(2 4x) 
M,6+6x + x? | - 
N, (30 + 21x + x’) % 
M,= 30 + 36% + 9x? 


Ns _ _(60+ 60% + 11x?) x 
M, — 60 + 0x + 36x? + 3x? 
s u. f. w. * 


| me eine Ueberſicht zu erhalten, wie ſchnell dieſe Näherungswerthe dem wahren Werihe d der 
Reihe nahe kommen, ſetze man in dem vorſtehenden Ausdrucke zuerſt den Werth von = 5, 
ſo wird wegen \. 275. | 


nut. 


. J— doõ ..... ode 











* 
Ju 


eh 
© 





472403 
. 473625 


- 
..+. 
v..... 


% 
D 0 0 ma pa pa pi ph 


eo 
eo 
% 
eo 
. 


q | 15 = 0,1 . 

#r = 0,0952... 
0,095312 
£ 0,09531Q 
Aidz, = 0,095310 


635, —= 0,095310 


Ä FE, — 0,095310 
Nun ift Ign (1 + 5) = 0,095310 


640 — 
ehr = 


0 Von den Kettenbrüchen. 5. 300. 


377 


daher $. 261, . 


> 


fi 
r * T 


0.10: 


nr 21 Ä | . 
u... 640 

2... 661 - -. 
‚33690 . Ä 

.. 69363 | 
4956480 | u 


. 5095206 


dies giebt 


8BR0440404 
a 


„or, 90 0 1 40 ++ 
’ 


see 9 09 91 0 9 890°. 


13.......... 

181........ 

1707........ 

179805...... 

17980433..... woraus folgt, daß ſchon der 


ſiebente Naͤherungsbruch den Werth der Reife bis auf elf Deyimadftelien genau angiebt, Wesen 


der ſchnellen Abnahme der Reihe 


Kita at 


S 


4.10% e +. 44% 


“ könnte man ud unmittelbar aus derfelben iären wahren Werth nahe genug erhalten. 


Wenn dagegen die Glieder der Reihe nur 

Werths der Reihe mittelſt der Reihenglieder ſehr 
Waͤre æ — ſo erhält man 

72 = 


14444. 


—9 


Eytelweins Analyſis. I. Band, 


J 44 ?+7 7+7+2 


langſam abnehmen, ſo wird die Berechnung des 
beſchwerlich. 


\ 


9... baber 


Bob 


Tulun —— n 


er Neuntes Kapitel. 








111 

1| 2 

1|3 

1|jı| oo 

115 _ | 
\ \ 3 2 

377 

2:1 

219 ) 
J . .. ..... .... | Died giebt 

3 = 0,66 - j 
rs = 0,700 


00 = 0698. . 1 
34 = 0,6933... 
1415 = 0,6912. .} 
00 Hat = 0.698152... 
- | OH = 0,6931464.. 
Ä HE 0,6931473 > | 
Nun iſt Ion 2 = 0,6931418..... 


.alfo der zulegt gefundene Naͤherungsobruch bis auf ſechs Dezimalſtellen genau. Bode man aus 
der Reibe | 


y,2=1-3+3i—-1+34- +73 -:+...... 


- durch Summirung der einzelnen Reihenglieder den Werth von iz 2 ſuchen, fo giebt die Summe 
"der zwanzig erften Glieder diefer Reihe 9 698771. ... alfo den wahren Werth nur auf zwei Des | 


simalftellen genau, 
Fuͤr & — 2 giebt | 
23. 25 " 
gn3=2—5+3 +57 - Et. 


eine wachfende Reihe, von welcher ed unmoͤglich , den wahren Werth durch Summirung der 
einzelnen. Glieder zu finden, weil, je weiter man die Rechnung fortfegt, fich die Summe der Glie⸗ 


der vom wahren Werth der Reihe deſto mehr entfernt. 


Fuͤr den ze teennen Kettenbruch erhält man 
Ig 3= — T + 


[u 


143 J— 147 J 


1+4 . _ 
oo ’ | +7 Tr. .. daher 





” 


27 on den Kettenbruͤchen. 4.30. ° 379: 











o T In] m 


. 457155 





En ornneomonmm 


„00 


Run iſt lan 3 21 008612288. ...,; man findet aber 
| 39322316 — 1,09861206..... - 
alfo giebt diefer Näherungdbruch den wahren Werth ſchon auf ſechs Dezimalftellen genau an, wenn 
es gleich unmoͤglich iſt, die Summe der Reihe durch Sufammenjäßlung ihrer Glieder zu berechnen, . 


§. 301. 

Aufgabe. Die Reihe: Ä 
5-1 echele+ 2° uch Me +39et tele... 
in einen Kettenbrud) zu verwandeln. 

Anflöfung. Zur Abkuͤrzung feße man 
e(«+-A)=[e+Pfl!;.«(«+f)(o+29)=[e+2P]'; su 29 + 3N=ia+ 3A... 
fwdnd. 2 r= o; rl; sw =Ad=l; a, me; =afß und fene - 
a,=1..Ple +]! —i. 20,M![c+P]l! ]Jas=1.20? A [a-+ A]! +2]! 
b. —-2. -2. 322-2]! =—2. 3a’ +P]! [“-+-3 8]! 
“=tiehtersi =. 40° A [e+3P]! ae 

= tePleHFfl)- BE FE . 
nn Bee 2.80 Motte u 

Hienach wir. u | 

s= T+ T+.: ' | 

"Tr. Leere | 209 [+ 2B1!x 

N Henn 
| . .Bbb 2 





360 Meuntes Kapitel. 
ober nach h 275. - ER u — 


s—4 | 
T+7 erns: : “ 

re 4 Str Tetzes u — 
„ern: +2 


Eben dieſen Bruch findet Euler aus einer andern Betrachtung (De ranformatine seriei 
divergentis. Nova Acta acad. Petropolit. ad Ann. 1784. p. 36. eto.). 
Die aufeinander folgenden Paherungsbruche ſind nach §. 298. 


„..e 


Mm = : 
N, _ 4A 
Mm 1itum | 
N: _ tt; _ 
M, 1+(e+P)x 
N, '_ 1+(“ +29) 
M. Iit7a+nstı@+9« 
N, _ _ _A1+(w+49x + 2x2 
M, — IHREN FRA TZR 2 
\ “ u, f. w. 


Fuͤr — 3 1erhaͤlt man 
S-1-142—— . und 


SS 4 1 
t77+ T+ 3 + 2 13,3 j 
| T+712, 4 u 
2 | | Fitirzrs 6 
Nach $. 261. findet man die aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤche j 
ıi=1 35% —= 0, 598802 
3 = 0,5 0 Pag, = 0, 588.294 | 
2 = 0, 666 666 8420 — (0, 597 383° 
4 = 0, 571 428 | erg, = 0, 595 783 
= 0, 615 384 3188 — 0, 596 816 
42 = 0, 588235 PPSßPz — 0, 696.080 
44 = 0,602739 = = 0, 596 562 
344 = 0, 593 301 ENT = 0,59% 229 
u. ſ. w. 


Hieraus geht hervor, daß im vorliegenden Fall die Naͤherungsbruͤche ſich dem wahren Wer⸗ 
the des Kettendruches ſehr langſam naͤhern, und daß aus der Berechnung von 16 Naherungsbroͤ⸗ 
chen nur erſt die drei erſten Dezimalſtellen mit Sicherheit gefunden ſind. 

Wird der vorſtehende ſettenbruch nach $, aa, verwandett/ ſo erhaͤlt man ſchneller annaͤ⸗ 
hernde Naheruugobruͤche. 





- 


Bon den Kettenbrüchen. $. 308, Ä 381 


$. 302, 
Aufgabe. Die Reihe S = x 4 5.08 + 4+.° + ia’ Hietioo.in 
einen Kettenbruch zu verwandeln. 
Auflöfung Selffrzl;h=2; ,=4=1; ,=—4; er: 
‚daher findet man nad) $. 298. . u 
os - 
8* 23 3.3x2 | 


% 





2 
tr 5.5x? 6.6=? 


- 1 — — 13 — 


. Die, aufeinander folgenden Naͤherungsbruͤche find : 


7 7.7%? 


15 rn 





N 3% 


3— x? 


N; (15 — 4x7) % 

15 — 9x* 

S N, _ (05 — 55°) _ 
.. M, — 15 - 90x: + 9x% FB 


X64 — 735 x” + 64. x*) x 
m. a ra 225 x* 


I: 
I 


R 
| 


ar 





_ u. ſ. w. 
Nah $. 274. erhält man ferner _ 
1 1 "x 
Zm _. 2 2.2%? 
$ — 3 — —⸗ 3,3%? 
J * — — 5.50 6.6x%2 
11 3” — u. dı. 


Mit den beiden bier gefundenen Kettenbrächen vergleiche n man die $. 294 und 295. durch 
ein anderes Verfahren gefundenen, fo überzeugt man fi u) feiht, daß: hier der Kettenbruch $. 295. 
“erhalten wird, wenn man für die Rihe S— ra’ 27... den 
entfprechenden Kettenbruch fucht. Aus diefem findet man alsdann den Ausdruck $. 294. 


08 
Aufgabe. Die Reihe für | 
Arcga=ma —iat ix — In - 3a" ..0.. 
in einen Kettenbruch zu verwandeln 
Auflöofung. Nach 6. 298. wird hier r=1; h==2; a,=1; =}; Dez 12 
u. f. w. und man findet hieraus 


Arc ig æ * + 12 92.9%? 
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Die oufeinane folgenden "Näperungähräche find: .. 


—— 


N ._U+4N). ” 
Mm, 137 9% 


’ us N, _ (185 + 55 x? x > ' - — 
| MM,” 18 War FR + 9x* Ä u 


— — 
F u, - ſ. w. 


Aufs abe. Die Reihe 


. 
meet nt -inte- 
in einen Kettenbruch zu verwandeln. \ | 


Yufldfung Nah $. 298. wird hier 
. — — 2.7 | 
| r=1; h=2; a, =]1; = 5 = 77: uf. w. 
und man findet | 


. % 8 j 
STH X. 7% . 
353 — 1x? 
25+377_ 12. 29% 





7.11° x? 


Die aufeinander folgenden n— ſind: 





41. 11689 x? \ 
2.11°.13 +..... 


22 
mi | | 
N; 6% . — 
M,— 6 +x! 
N, _ (60 — 7x°)x 
Mm, — 19 + 3x? 

N, — (5880 — 620 x?) x p . 

. ‚ Mm,” BOT UT . 

u. ſ. w. 


Wird dieſer Kettenbruch in einen andern mit pofitiven EtzinmWiebrochen nach $. 280, ver= 
. wandelt, ſo erhaͤlt man 


\ 


+ - 
ine=T7T — 
* +1 ' \ 
\ i-+ 11 x2 
se 10-7" +9 551 x | 
tt 





1x? + .....o N | 
Die entfprechenden Naͤherungsbruͤche ſind: 





‚Bon den Kettenbrüchen. 5. 306. 


N, (60 — 7x2) % 
M, — | 
77 Ne u __ (5820 — 613 x?) x 2 
| M, — 58% + 37x84 11x* 
N, __ _ (6880 — 620:x2) x 
M, — 5880 + 360x* + 11x* 
km 


. | 6. 308. 
Zuſatz. Es iſt cosec == 7* daher $. 274. 


"cosec 2 = — + 2 _ 1.0 1. 8 oder 
* ” 2. F277— ... 


1 æx 
E — — 7 2 
oosec x = — + 53 x 1158 19.2923 a 
2.7.7 ar 2.9.17 ' 7.118. x® 
2.19.29 — 0... 


an 





m 4§. 306. | 
Aufgabe Die Reihe | j ’ 


xt 32, —* 32.52.7239 ‚ 
Arc - + —— — — tt... 
in einen Kettenbruch zu verwandeln. 





Auftdfung. Nah K 298. wird hier | W— 
1 2. 
213 h=2; 4 ; a. = 77% = dan f. w. 
. daher findet man . | u 
Arc sin =— 2 17%? | 
— —— 9.61%? 
= 257m De  17.05,98109 23. 


| | 2.9.60 FRE... 
Die entfprechenden Naͤherungsbruͤche find: 


Mm, 5-5 
, Dr __ (60 — 17x?)» 
60 — 27%? 
N,. — (14280 — 7340 &?) x 
Mm, — 126--978x° + 549x* 
ſ. w. 
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W . 307. 
| Aufgabe. Die Reihe - 
. 4 7 m 6 &xc 1 
| ital, | nn 
in einen Kettenbruch zu vertwandeln. 
Aufloſuns. en $. 298, findet man - 


[BC = — +5 








— —— 
545 314 5 __ 3.1753 * 4 
2.3.11.59 FE 
und bie Naherungedeiche nv. | | Ä | 
mi. 
N _._2 ' 
- M, — — - 
N, 12 — 5%? - ) 
MM,” 12+x°? 
N N, __ __600 — M4x? 
- Mm, 50 + 56x" + 3x* " 
u. f w. 
| . $. 308. | 
Zuſatz. Es ft cr = —, daher |. 274, - 
seca = —=1 +7 “5% 3.8 - - 


— —— — 550° 
. ‚3.7 +7,38 — ” 


ses + + 








. . . z. 309. _ 
Aufgabe. Die Rede u un 54 um 
- Arc cos & = kur a le rl 


in einen Kettenbruch zu verwandeln. | 
Auflöfung Bitin—Arcosamutz + IE + FE: 
und weil nad) $. 306. der Kettenbruch für biefe Reihe bekannt ift, fo erpält man . 


Arc oe=}n—7_ ep FR , 
En By 20, 2.2x 
5 " 2.9.61 — 2202—2 


und Hera bie Nräferangöbrhie | 0 0 


+ 








N _ ıa_ 

M 377% 

N, _ 6x 

m Ir 55 

N _ 12 — 60x — 17x? 

Mm, "7 60 — 27x! 
u. fe w. — | 

— | 5310, 








, 


" Von ben en Snbehien ETC 


8. 310, 
Aufgabe Die Reihe _ 





— — 99 —8 Br 
= tr rt +73 tree 


in einen Stettenbruch zu verwandeln. Ä 
Auflöfung. nad $. 298. wird bier 


ERREED 1 — | | 
,=-;,= wit „= FF 5} um, +0 HRÜHS, 


— 2.2 


3.3.4.4 u { w 
BEHGZNG; rer GIG I ee 
Sienag findet man | 


s—4. r2 x 
r 











r.p2— +3 — 











$. 311. 


zuf ag. Ourchgaͤngig 5 7 ſtatt r geſebt, giebt na gehbriger Abkoͤrzung 


s2464 tat —* tt +...) 





“+R— — ee name 
“ 


CESTEBEERTF 


a+9B — “+6 — 
oder, wenn man dieſe Ausdrüde durh 4 bivfdirt, fo ‚Findet man für 


runter ' 














oder Dunhgängie — x ſtatt x geſett, giebt für 
SS — 


2 - ut ae + or inte 


! S = _. 1 - 2% 
+P)? % 
Trurr + te Ey: ‚2p? an ‚era 
“ 
6, 8312, 
Aufgabe. Die Rebe 


N 


2 ei 3 
— re Er ——— 
, . - — 


vor 4—0. 


⸗ 


2 0 0 


W 2.2 
Ku AEHDFCHDTFPEFH 9 TACHDEHDCHHNTFITCHD | 


1 . 
s-!+ #3 ts. Fertr — at 


in einen Kettenbruch zu verwandeln | 
Eytelweins Anatyfis. I. Band... Bee 


f 
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. AYufisfung. Sur Abkuͤrzung ſetze man 


— DV —— IST Kanals lan uf w. 
ſo wird hier, nad) 5.298. . 


\ 


kun 2 

















41 
4 = 73.0 = rm 4 zen 44 * —— 
| 12. 
".,= INT EINTERINETE 9 = Zar ’+1llir+ TE HÜTFRFOFN 
1.2.2.3 
“, = SG +NPPH+ZPtHSN ia Fa X Sjir cſo 
57 — En FEFSNGFENG FE u. ſ. w. 
Hieraus findet man nach erfolgter Abtutzung 
4 | | 
> m TR 1. x 
— J _(r+2« Fr FE 
‚+35 a Ir ti — 
u r+ g Fur 


38, Fr 


Zufan; Durhgängig —E 7 geſetzt und ‚dann x mit 7. vertauft ‚ sit nach gehoͤri⸗ 
ger Abkuͤrzung· 





5 =? (= test Ar FACHTR mer +.) 

















— ß, ex 
— — — 1. 2% 
5764 een ern: 2x w+2M. ri W 
era “r>dP + — ———— 
Durch 4 Art und — x Bat x gefest , giebt fm en rn. 
1 20° 
.sS=.— nt: arm 5D8 he | 
* * 2* 1.8? x ( ” 
“+B— a+22+ — rege 0. . 
p 2 \ " . er u ra 
‘ 2 j 8. 21, .- von ”. . - 
‚Aufgabe. Die Reibe \ a , | 
5* Star 21 31x Als 51 x* 


r(r+1) + r(rFi1)(r+2) * r(r +1) Gele + ‚+ 1). » C+D + 
in einen Kettenbruch zu verwandeln. Yo; 
Auf Löf v sy. Mit Belbehaltung der g. 312. engenonienen Saeihnumz wird Pen 208. 
(Ir 2.31(r—1) 
+1] har Bu — zu TrF3]° - 


— 


‚= 4=77ma= 


7 


“rn r 





. 


Von den gettenbrichen, asis. 37 


Pa 231, ee —— 
= FF — FF AIFFANG FT 
Alaldldllr N 
FFIR HAN H SIE Fo | 
——4.4141 41 4 415 l(r—1)® zu uf w , 
4 = SFR Far Fate FH HG 
Sie findet man nach erfolgter Abkuͤrzung | 
Ss=- 10-1) ' 
r 5 — ———— 
** +3 + Narr ee 





= 


+3 





Ar42 
x . + r+8 — u. 


Er EZ W w. 
Be g. 315. | r 


Juſatz. Durhgängig $ — flatt 7 :und dann 7 — flatt x oeſett/ ſo findet man nad e er⸗ 
folgter Abkürzung 








_ 1 21x 31 x3 alu | 
‚s=P# (2 + + za+M + “(a FA@+7P + “aFAt2d SM + * ) 
Ss P ,20x% 


«— 275 — E 2 
a ee + _ dere 


rn +. 
Die folgenden Ergaͤnzungsbruͤche ſi fi nd: L 
3(«+P)& la +39) 
. s+6Pß wre, . u 


44 





Durch 8 dioidirt und — ſtatt geſetzt, giebt fuͤr Be 
[lt Zr 2lx + 3}? 413 4 un 
=- “(+ P) PICETDICHTT; 7—n— nen 
1- 
Sm —. 22x UU 
* | — — W 
| 4. 316. | 


Aufgas e. Daß Binomlum (di + x)" in einen. aeltenbeuch ju verwandeln. 

-Yuflöfung Es iſt $.25., wnn.n;ninieee- Binomialfoeffizienten bedeuten: 
A)» =1+n,c tn’ rw +n,x% + .... und wehn man dieſe Reife mit . 
d. 298, vergleicht, fo wid: \ 


v +2)" = i — T + (m ie (n—1)x 


ec (ntne 
3 >. _ od —— — ur 
_ (n—3)e 
RE + _,.. 
nn | Bu Cce2 Zu 
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di die aufeinander folgenden miherurgturhae hält ı man 


” ⸗ 


7 

N 

7 Funde vor 
N, _ 2+(a+1)x, 
M, "23-a Dr’ 
Ns 
M, 


B+2(n+2)% _ 0, nn 
6— AD ta dei 


N, _ 12460 +Ya+a + Dan Na 


. 


m BD J | 
N _ 60 24 +3 +3(n+2DXn +3,02 
M, GERT AIG NR Harman Da—de' 
u. f w. 


Verwandelt man den vorſtehenden gettenbruch, nach $. 20, in einen ſolchen welcher nur 

poſitive Glieder hat, ſo findet man 

A4aP—1+2 ars 
+ +7 T+> — SE re 4 | | 

. +7 Tre DE fees 1. 

1 





J 
| 5—(a—2% + + 
Die * maehlrigen Näßerungäßrädie find 
1 ; 1i+s+tn®, 2+(n+1)®, 
i—n%’ i+% ’ 2—-(a— 1a’ u. ſ w. 
| z. 317. 
Zuſas. Sr (a + x)” in einen Kettenbruch verwandelt werden, fo ſehe man + * 


ſtt æ 1. 298), fo in alödann (1 + 2)" _ ⸗W, daher 





(atx)” 7 a 11 * 

— a rat ame: 
oder nach $. 267, und 275, 
etey=T 





J— +)=_ (mn: 








+ * * .... 


art! 
‚ M, _ aFnn’ 
{ N _ 2at(n +1) 


— a”; 


M, 2a} Fed: 


! 





x \ 


| Bon den Kettenbrüchen. 319. = - .. 39 
| N - 6a+2(n +9% \ 
, . 7 Al Ga An NDaan tan [ | 
" s > Ne 120" +6(n+>2)ax + (n +1) (n+2)%* ar; j no 
M, 124? F6(a—Dax + (n—1) (a— 2) x? 0. 
wo durchgängig, entweder nur die oberh, oder nur die untern Zeichen gelten. me 
5318, 


2. 3ufag. Bird — n, Matt n ($. 317,) beſebt/ fo erhält man (a = 2), oder 
— — a" n% . ® 
at 1T+-— ed: rd 
* * u En 





oder $. 275, 














1 1 n \ 
nn RE , mn Ä 
(at) ‚a + a * —— ———— 43 
TI TI Hr — 
— 59% — 
und die aufeinander folgenden Mäßerungdmertöe find En — 
—W | 
met 
N _ _ 1 — u ae 2 
M, a”'fa tn)” j ur 
x N, _\ 2a Ft (u — 1% eo. ' 
3. BET eat Ne . e - 
N, _ baz+2(n—NDx | or 


MM, Filter Fiat Dan — n.(n + 1)%2]’ 
Setzt man 1, %, ‚3 ſtatt m, ſo wird 





| 4. 319, 


r 


3. Zuſas. ‚Sept m man 4 „ Matt. z in . 317., ſo findet man {a + 2)”, oder 


J 
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und die aufeinander folgenden Riperngäschef fin nd: 
| | N. | 

m 7 * Ya; 





Nı _ 2na tn +1)= ” u - . - . 
M,  2natn—1)x a; 


N, _ Gnla + Znt2n tim on u f x 
z " M, — 6n?a ta — 1 ax —(n—1) x" a Ya; E 
Wird 2, 3, ſtatt rn geſetzt, ſo erhaͤlt man | 


_ Ya 
YYıtz)=aT—% ,3 
- + 2. + 7 














tar, 32 7 
str te x 
2 tr a . . ... 
8 Ya ' ’ 
Y(a + x) = m— % e \ 
| 17 TE 2% 7% 5 - 
3 st 7+> = re. | 
J — 4 +37.+ zero. 
4. 3ufa 8. Penn hingegen - ftatt n in $. 318, gefegt wird, ſo erhaͤlt man —— 
nn U (art 
oder . Ä ” 
I _E on 
— 7 sya 





AuNe  (2n+1)% | 
u 2 + u + ——— (In +1)% 


+ Ta 











oder auch 
\ 1 — ya' „an te _ 
v(atx) net 5 + are - (2n1)% 











— —— 1. n& 

m en? M. ; 

| ya 1 775. 

Na _ Ynat(n—Dx 

M, — 7— 

| [rat +1) RrZu 

M, 7 .. 


Tina — 1) ax - (rn 4 1) x*] Ya 


* 


* 





Bon den Kettenbrächen.. z. 321 391 
Setzt man 2,3 ftatt n, ſo iſt 














Nach dem binomiſchen cehrſahe iſt I | 
44 — 2144 60). h% 2% + .... +6), wo ice 
"oder, nad) 5 38. (LXXII. \ 
A414 424 ph, | 
. Run fege man $. 317., 4 - 1; æ hæ und x — =, fo findet man für die Reihe 
a.a—h a.a—h.a—=?2 — h.a— a—5h 
aı+zje+t er tt — — de Fu zu u he 
— 5, den entfprechenden Kettenbruh | 


...- — 7 


_ 23 i+ ern 





ob» (a-f2h) | .. | 
”77+5 _ (2 He (ah 
In vorftehenden Ausdröden durchgängig — A, ftatt geſetzt, giebt für Die Neihe _ 
a.a+h ‚a+h.a+?zk \ a.a+rh.a+?2b.a+3h 
et 
— S', den —8 enteuh 


s' =I_.: 7 + (he _ ati (a 2⸗ 
ta —— Ih)ac' 
. "ITTt+ 2 — —— u - (atäh)e 
Es laſſen ſich daher alle Reihen, welche unter die vorſtehenden Formen aut werden fün= - , 
nen, leicht in Settenbrüche . verwandeln. Wird z. B. a — 1und h0 sent, fo findet man 
| für die Reihe | 


0900, 


LS 


147 rt . 
den ailherhemen —R& 


[4 


„ 
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Die Kettenbruͤche welche unter der vorſtehenden Form vorkommen, laſſen ſich auch leicht 
mit einander multipliziren. Denn man ſetze in (IF) a = b, fo wird für die Reihe 


" Bb.b+h b.5-ph.5b+2h 
eier... 

" 1 oo. 

=7j-% DE | . 

a + O2Ne_ Hmm 


N . ' u seo 


Nun war s 6 — he) -}, alſo s’= = 6 — ha)” 7 daher 

ob 
S.S"=lt— ha) ®, Wird nun in a ) (a + d) ftatt = geſetzt, fo findet man das 
er der beiden Kettenbrüche Ss’ und S”, oder oo. 
= —_(tDR  (o+bh)e 
1-7 + —— 


—— 
— 4 er _ (e+bH 2A 


a 9757 
Berwandelt man eine gegebene Reihe mit Audnahme eines oder einiger .ihrer erften Glieder 


in einen Kettenbruch, fo naͤhern ſich befonder8 dann bie entftehenden Naͤherungöbtoͤche dem wahren 
Werthe der Reiße deſto mehr, Je arößer dad. erfte Glied derfelben gegen die folgenden iſt. | 


Wäre die Reihe | j u 
S=Ar + Ah ei ei... . 
gegeben, und man will ſolche mit Auönahme des erfien Gliedes in einen Kettenbruch verwandeln, 


ſo ſetze man ⸗ 


Ss—- Av AA AR. 
alsdann wird nad) $. 298. 

















und es ift alddann: | 
s=A; = — A. ; fine 





on den Settenbrüchen. 4. 325. 4393 


æ, A, -4. 4. |a,—=4,(4,4 AA) 2,—a,b,—a,b, a Xað mad — uf w. 
BAA. 4. 4,. 1, = A, (414, — Ar A,) mac —a;c, ba, cg—ayc, 
,=A A —Ard, e,=A(4,4—A,A;) ads —ard, 
d,=4, As—Ar4; | dh, =A,(Ar4,;—4,4,) 

Die Näperungsbräche werden für den Rettenbruc ohne das Glied ar nad) $, 298 oder 
260, beitimmt. Die entſprechenden aufeinander folgenden Naderungẽwerthe find alsdann: 


A +; rat 


“ “ ‘ “ 
j) 
® + .s_.os + 
[4 


[2 % “ — 


$. 323, 
Zufatz. Die vorſtehenden Ausdruͤcke fuͤr den gzttenbruch, welcher der Reihe S entfpeicht, 
1 
hätte man aud) nad) 5. 291. finden Fönnen, wenn man bort — 8 feste, 
den entfprechenden Kettenbruch entwickelte und daraus nach $. 274. den Werth von 
par + Ar... . beſtimmte. | N 

a 324. . 
Aufgabe. : Den Ausdrud ‘ — 0, 

3 6 U x 

#tU+9)- Hl FAR Ä 


nach $. 322, in einen Kettenbruch zu verwandeln. | 
 Auflöfung. "Der dortigen Bezeichnung gemäß, wird hier = ii, — 3; 
,= em u. ſ. w. — AM1, daher erhält man: | 


2 
le ((— 22% 
——— 


Die aufeinander folgenden Näerungetet ſind: 


x — ;x2°; \ 
3%? 
. = — 6+ 4x’ . 
= * I204 x - 
— 24 + 8% ’ 
x — 15%? + 8x3 


—— 30 + 36: + 9x7 u. ſ. w. 


9. 325, 
Aufgabe. Den Ausdruck | 
Br s X 9 11 
ını==— sts- nt - Dre. 
nah z. 322. in einen Kettenbruch zu verwandeln. 
Eytelweinẽ Analvſi. L Sant. Dh 
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N 
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. j ° 1 
Aufldfung. Der dortigen Bezeichnung gemäß hät man: „= — gg) . = — 
— 2.11 j ü - E 

pm uf w. 


Ferner iſt — — 1 und k 2, daher 








2.37.54 RT 3 —_{1 11 109 + 
Die aufeinander folgenden Naͤherungswerthe find: - | 
x — x! 
10x° 60x — 7%? 
* — 50 + 3%? = 60 + 3%? zu 
40x — 11x _ 25205 — 360x8 + 11x° . 
° 0 + On — 50 + 0; 


DE — 676x585 - | — 
x — 100 + em 


5'326, 
Zufan. Es ift coseo x = — , daher |. 274, 


1 un 
cosec x = — x 3%? a 
| * —8 IM aaa 








Tat... 
| $.. 327. - 
Aufgabe. Die Reihe 
+5: . æ 32. 52 r 32., 52, 72 æx⸗ 
Arc in 355 — —— —262«. 


nach $, 322, in einen Rettenbrud zu — 


2.33. 61 


sm; ul w. 


Ferner iſt —1 und h = 2, daher 
Arc me=a+ 3 3.61%? 


— — 


25 — 777.8 "939109? _ 
| 2.61 259 MB... 


‚Die aufeinander folgenden Naͤherungswerthe find 
20 0. e+#%8; 
* + 60 EL Hi 
J =+ —r u. ſ. w. 





| 


51? - 


Auflöfung. Der dortigen Bezeichnung gemäß erhält'man: a, = Fri. * Z; 








m 


Bon den Kettenbrüchen. . 8320. 3 











N . 328. 
Zuſatz. Weil Arc cr =5n — Arc sinz, fo erhält man auch ($ 267,). 
Arccoszs=jijn —ı — “  3.9x8 3.6102 
. 2.3 — 2 5 — 52 4342 
- — 2.7.9 — 2.61 — 24 
§. 329, 


Aufgabe. Das Binomium (1 4- x)” nad i 322, in einen Kettenbruch zu verwandeln. 
Aufiöf ung. Nach dem binomifchen Lehrfage ift: 


(+ =iltne tn, nat en, +... daher wird bier vn 


a = — nmna; Q, _ — et, Ge 52 uf w., folglich 


114021 +7 —E n41) æ 
J —— | 
. E + (n+2)% _ ED: "Tr Lei —** 


welches der von Lagrange (Mem. de Pac. de Berlin, 1776.) senden auborue A 
Für die aufeinander folgenden Näherungäwerthe erhält man 


» et 1 1 9 1 0° 


1+nx 
Inx 2+(n +1)» 
1+ — 75 > — rn | 
1+ 6+x+nX)ne _ 6+Anm+IY) CHR ln +1)«? 
2(3 +2x—nx) — 23t22 nm) 
1+ 6(2+x)nx HE +DE+ nt) He 
2—6(n— 23x + (n—1) (n—2) x? _ B-6@- 24 -Da-2)x' 


14 > + 6(n+T)nx? Inn +i)(n+2)x8 
(n—3)x 3 (n—2)(n —3) x? 
u; * w. 
wo der weite und vierte Ausdruck genau mit dem , 316, gefundenen dritten und fünften, Aus⸗ 
druck uͤbereinſtimmt. 











. 330. 
1 3ufag. Segt man + = anftatt =, fo erhält man 
(is + =)" = e_ a (+1) oder 
BE a zu —— 
— 3 4 „..- 

+x)” | | Ä 

(a 2* = 1+ oz ende, +1)» folglich 
+ d20 
Hormar gt  (ml)e | 
(atx) a2 +72 + u 6 * „arme a 
n+3)% 
| Fr 


— 7a — 004024 


— 
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Die aufeinander folgenden Naͤherungswerthe ſind: 
|: + — a" 


I: + Inx | ur 
| Zara Del. 


(6atxtrna&)ns 
er Terre] 


6(llatx)nx 
1 + 12a? 36 (a—2)ax + (an —1)(n—2)% } “ 


ER LERSICHUELFSESICHEIICH ET, 


. — 60a?’ nee ehe] a” - 
wo entweder nur die obern oder nur die untern Zeichen gelten. 


. 331. | 
2, Zuſatz. Man fee — n ftatt ⁊ in $. 330,, fo erhält man (a 2)" oder 
1 1z:e . (+1) (nm) 5 ’ | 
(atx)" a” at! 2 3 + (n+2)% (n„—1% 


—_ —.. , (n+3)x " . 
5a an _ (Nr 
_ - . — + Ta + .o...o0 
und die aufeinander folgenden Naͤherungswerthe . . 


fi +] 4 | - 

. — 2nx q 
Be Ferse] # 
— (batxynx)na 1 

ik + — — ar 


I: _ 6(2atx)n« 1 
+ 12a? +t6(r+2)ax +(n +1) (n or] 








4 - 
Setzt man 1, %, 3, flatt n, fo wid 
- i __1—»% 
at a tr itax 
1 1 _— 2x 
= — 2 3a!x 
+x)? —— a? + + — 2 
. re “72 + 34 + 2% 
1 1 — 3x s 
zu ta +: _2 
(atx)? a’ “+5 F5+ 5 
+ 5a + 3x 


§. 332. 


3. Zu ſatz. Wird ſtatt n in $. 330, geſetzt, fo erhält man (a+ x)* oder 
lat )=yar+ Ä 


| — + 3, + Ale 





er, — x ya U 
— —34 34 5 
2 


\ 
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und die aufeinander ade Naherungewerthe ſind 
1+ * a 


1 + Iren — Ya 
1+ (6natxtnx)x n 
+ Zna@na+=t2n %) 


N 6(2a+x)na 
he + 120 FE + ar 


Fuͤr 12 erhaͤlt man | 





—2.3. + 7+ 











Va 


- 1 


und die ar 
+ * Ye . ” 
ha + * Ya 5 
1+ (444%) o \ L 


— 4a(2atx) 


u. 4(24+x)0 i 
on ## — Ya 


164? +12ax? x? ’ .. 
li * aranerten] ' Ya 


Bien n = 3 wird ur 





ZU J— 








4 
+ 
ul 
+ 

=) 

R 


* 


und die Naherungwerthe find; 
bear 
 hz.r%r 


ea] 


9(2atx)x 3 
it 34 et Ya 


N 1 


oder nach $. 275, 
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. Beifpiel. Sucht man bie Quadratwyrjel aus 62, fo iſt 62 = 8* — 2; man ſetze 
daher a = 64 und == 2, fo erhält man — | 















































2.8 “ —— 
u ‚2 =8—- Zu _2 2 oder auch 
.. - | 2.4—5 -7a-2 2 2: er au 
_ “ — — "T — .. 
62—8-44 | i 
-a-;3_1 ı , 
” . A-7_ ....... 
| Die Naͤherungswerthe find | . 
" 81); Bid; BA; 8 Fir: 8 ll 153880 ; 81 — 47555); 
u. ſ. w. | | 
| Für 8 (1— r5f3555) erhält man 
on -  7,87400 7874015748 ... anftatt daß 
» 62 = 7, 87409 78740 411811 ... ift. 
Ä j. 383. en | 
"Der |. 329, gefundene Kettenbruch fann in einen ſchneller abnehmenden verwandelt wer 
.. den, wenn zuvor fämmtliche Nenner der Ergaͤnzungsbruͤche mit Hülfe $. 275. auf die Einheit ges 
bracht und alddann der Kettenbruch nach $. 282, verändert wird, Es iſt dabez 
- ’ ax n—1_ n+1 . 2 | 
Ad4Y=1+7T — 25” Zur "42, 03 
- + 7 — 2.3 75” 2,5 °C n+3,. 
. - ‘ “ 1 4 1 — — 2 7 - 
oo... 1 — —2—42 2424 
alſo hier nach d. 282. | 
| a = nz 14, +, =1- 7° 
| n—1: n—8 
0 a=-Zelltatn=1-7° 
’ \ 1 —18 
| ,=+75° 1+, +6 =1-57° 
. —2 —32 
_ v=—77° Ita t+a=1- 770000 
... %“ ee 9 0 . oe. + 8 folglich 
| a n—1 | . 
1. 2 ‚.nfin—?2 
At) —irRe + m, ET °  n+2n3, | 
. 2 ‚i- 3 » + =. 4 3" n+3n—4A , 
| \ — 27 T 19 
5,7 + n—32 


I 


- R . f . 7,9 en 
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Das biöherige Verfahren sur Beflimmung der Glieder des Kettenbtuches aus den Roeffisiens . 
ten A; A,; Ai ... der gegebenen Reihe 


S=4+4; x + 4, + Astaet... 
dient zwar zur Erleichterung der Berechnung, allein ed läßt nicht den. Bufammenhang zwiſchen den 


Koeffisienten diefer Reihe und den aufeinander folgenden Srgänungöbräthen des Kettenbruches 
uͤberſehen. 


Zur beſſern Ueberſicht ſetze man: 


db, =tra; b =; bs = as; Par Er 
= 8a; (= 20,5 C = 20; ..oo.+ 
d, = !a,; d, —— 20; d, — 203 soo» 
u. ſ. w. 
Es iſt aber . 204. ed; sv = A; — A; sm — AS; 


am — Ay. .,. . daher wird, der „vorliegenden Bezeichnung gemäß, wenn r jede mögliche 
ganze Bub oder o bedeutet: 


as = A, und "da — — Arı- 


Nach F. 284. und-298, erhält man ferner: 


ra, — 4, ⸗ Pia, — 6; ve Pig, 
ra, =a, . "ta, —a. Ma, 
ra,=a, .'"tTa, —a,. "Ta, [2] 
ran = an. Pan — an. "Fan, ” N 
Nun ift $. 298, | Bu - 
. a 
SsS=7 + 22% oder nad) $. 275. 





a; + 24* 


...+. 
. \ 3 


Se“ AX%’!a 
1+ 77 





+27 4* * a; 


. oder wenn man feßt 











* 


ß 
sS=- 1 fı* 
. 1+ 1 82 x ß sc . _ 
a a Fn 
fo wird | | | 
B=a;,; B. *33 8. = Pro 8. = er oder 
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"APP: {mn ’ 
s=PAABh, 
0 DERRMAB > 
= RAR BB, | 
u. ſ. w. J 
"Nun iſt fetner ra, mm A, und ra, = — Ar, af "Ta, = Ay und "Ha; — As 
Eben fo wird 


+ ‘ Pig, = a: a, — Gr ‚Ma, 


‘ 


"ta, = =a,. tg, — A: t2a, 
uf w. Dieſe Werthe nach einander in die Gleichungen [(7] ingefühtt, ſo et man, wenn 
. zur Abkuͤrzung 
,‚ A9= Br. . 
3,=fp.+P: . 
o,=P+PR.+B- | 
=, FA B. + 


+ a, = 4, Ä u 
— fa, = Arpı | “ 

| . u _ +7 = Amt An | 
= Ant An 


+ = An + Os + Pr A 


u. ſ. w. geſetzt wird, 


Bi 
= Ans + Ans + 0:6, |4 
# Pı Pz2 Ps f + 0;,ß, 
+ = At nt a | + Aa 
+ 0: 
+HPL1. | 
u. ſ. w., oder durchaͤngig r=o seieht, und alddann die Werthe für a,, a,, d,,.... 
aus [IT] eingeführt, - giebt “ 
er PP 
— — ——3—— 
—BB. B.B, = A,+0,4, | 
. . - PRRBA=A + 0,4: + 0,ß, A 2 
= — ABı Be Pr E. . = Ay + 0.4, + 0:,)4 
N \ 9. Pe 
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Ar... Buße =Ate, 4,+0:B,| 4,4 0:8, B. A. B nt 
— oß| 
| O, B. 
— ... ‚Buß, =.d, —— s+0:ß; PA, _ . u nn 
\ 0,ß, 0,ß,1ßs on 
u 06. —2 - _ J 0 
— — | 
Br es. Baß; 44 Art oß|Ast ih, BA, ro 4 p, A 
oa | .02ß, 0,ß, Ps 
in en 0, 8, O. 
| —2 0,ß, ß, 
v_ Pr 0,ß,|. 
0,ß, 
Bu Buß, =4 ‚+5 Arte, A. 0, B. B. 4+0Bß, A A214, — 
— .B, 0,ßP,ß; ß, 
DL 777 0, ß,!ßs W | 
j 0,ßs 0,ß;|P, 0,6, 
0,ß, 0,ß, ” / 
08; 0,ß, | j - 
j o,ß, ‘2 > 
“ | oe 





= PB: - Aber 0r4, +0:P,; 4.45 P|4,-+ 0:8, B. ————— 

















0,ßa| 0,ß,; ßs 0,P;Pß, i 
0 of . _0:ß, LTR? 
" 0,ßs —X Pr . 0,ß, 
j oo 0,ß, nn 0,ß, 0,8, ß, ß3 
0ß;| 0,ß; 0,ß;,|ßs 
0,ß5 0 B, 8. 0,ß, 
| on N 
| . 0ußs 0,ß, 
. | Ä O. A, l, 0,ß, 
13 . 
e. 7) u | 


allgemein auszudruͤcken, ſetze man: 
Pr: fr = Ar + vK, Ara + eK, Art ....+ vR,A,. 


Beeren Anpı OHR, Ar + SHE, a RA 
‚ Buteleine Analyfis. I. Band. J ee 


_ - j N » 
N 
4 . 


Das Geſetz, nach welchen die Koeffizienten von A., A, ’ 4, A... .. fortſchreiten, 





3 


‘ 


4 


N Nenntes Sapit. | — 


Nun iſt 2 
ıK=Pp._ K=ß+P: Keith I; ..... 
A* Kp; = K,ß, + "Kıßıs °K,=°’K, A, + RK, +* Kußs;” er. 
'sK, = #+K,ß,; "K, = +K,P, + Kßfs KR, = EKLB,; + 'K; fs + , B; ..... 
IKK APR = KA HKS KK A HK A ä B nern 
“R, = ®!K,ßs; K, = 16, + ’K «Pu; "RK, =’K Pt ’Kufor RK. Au; ..... 
uf. w., daher findet man 
Ku ah ++ B, Kathtec..H mn J “ | 
ht Ketten 
"K,=*KR,ß+ sK:ß + KA, -+. .... + "K, Pam 
| "Kl= °K,P. + "K, Ps + °K, 3 +... ... + m-2K, Am 


n 


5  #K,=°'K,ß IR Ar Pat .....+ Eu hm 


. .. .‚.. . * 0 


—* = x, nat m, Bu Kant ... + RR 


Hienach iſt man im Stande die Vergleihung zwifchen den Koeffizienten der gegebenen Reihe 
und den entſprechenden Ergaͤnzungsbruͤchen, fo ‚weit man will, fortzuſetzen, um daraus die Werthe 
Pr» Par 8., Pas .... alſo den zugehdrigen Kettenbruch zu finden. 

| z. 335. | 

‚Ein andered Verfahren sur, Beſtimmung der Glieder eines gettenbruchs aus den Koeffizien⸗ 
. ten gegebener Reihen, defien man ſich zur Vermeidung der. öfters ermüdenden Rechnungen, anftatt 
des |. 284, angefüßeten bedienen kann, ift folgendes. Es fey | 

I a. irrt A e .+ A,” +. 

. 1) B+B,x + Bi? + B, +... Ba" +... 

die gegebene Reihe, und Bu | | 

N. — 21 2 | 
HT HE ur un zen 
| ’ . as ds + s.on.+ { u 





der geſucht tettanbuche 
‚Nun feße man nach s 284. mit Beibehaltung der Bexeichnung g. 334. 


na = Ba; "u. = A ’ 


. ws 


"An = A.Bap — BAzpı , 
‚= ng, = a, "Pig, — a, "414,2 . 
ra, =. a, "tie, — a,"t!a, - 
Er ——— 
ra ma ‚Dia, — a,"tta, . | 
‚ ’a, ma "ta, — ara) . | 
= ‘ 'e % * + “ ‘ « + % - 








r J 


‘ 
a 
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Sind hienach die Werthe von "a, "a,, nu,, na. sn beftimmt, und man feßt in 
denfelben n = o, fo erhält man dadurch, die, Ölieder q, a,, a,, a ag en + des gefuchten 
| Lettenbruches. 


Hienach wird ferner für. Ä 
UM) S=A4A+-A2 + 42 +42 +... 4 0 +..... 


Li 


22 A. v 
4; _.T . r ’ \ 
a, | & + e.o.3 0 " 
"gs u d;; "a, | men > Antı “ , . — 


und die uͤbrigen Werthe wie bei un 











. Für 
x un s= — —— — 
a ) ee Bey I Dr een 
j + px 43 En 24% | u | .’ 
+ As 4 . 0... . 
u Bub, = Ban; "a, = — Bay 
und die übrigen Werthe wie bei [7]. 
1. Brifpiel. Es ift die Reihe — | “ 
3 3 ” . 
sat+z 154* +..+-7+-:-- 
gegeben, . wird Bier nach (II) AZ; 4 alſe 
ra, = 77 daher a. 1 | 
na, = =, ei ,=-4 
N. — 4 1 1 +1. 1. “ . 
az 7 * + a+3 * WICEHTIICE TE daher 4 = 773 


—— 442 =. — __41 
= t — Ze dab = 





nt? — NMEN daher a, — 
a 2334%n+3)(n+4) 5 SEE muB 
— — —— — 
. "0. = 33.3.3944. 5@F) are er — SI-SAAAR SSR u. ſ. w. 
Hienach findet men 8*r | 
sSs=7_12 ı | 
4 2 7 2% 9% 32 
2 — — 7T— 35 4x \ 
—A 7- 5% .. 
9 7 — 0 tt 
tn Eee 2 


x 


ud 


| Mr Rente Kopie, Br N 
u 2. Beifpiel, She die Reihe a . 
27 8 - \ ne” . 
"_=1+% +++ 5— —2*262* J u 
wird 4, = I; und 4 == 1; daher nach (IT) .. — 
u na, = alfo a, =1 
= if eib — J - 
— /n 1 
= rg = —i 
- mn -(r+ 1) _- 1 _ 
4 = Zur alfo a, = 75; 
(n+1)(a+2) _ — a . 
f i — = 2. 2.3 pH alfo — 314: _ J 
u (++ 


n — 1 
sy en 
1 





a+t)(a+29(a+3) s 
i a,* on) alfo a, = 7,34 I61 - J 
ſ. w. Hienach wird & | 
⸗ 1 
e —2 * v 
| I Ii+5_2 « | 
j P “ _ j _ j 2 — 74. ..... 
und nach S. 274. — | ’ 
- . 1 06 \ ” . j 
— — 1 — — x 
" ‘er 173-512 60 
' IT Th... 


3, Beifpiel, Sir die gebrochene Sunfyion 
_ 1+7+ — Het: 





- | 
- ” - , u + +5 31 +: J + 4! +. ...>» + arm En + ..0 0. u . 
0 EL 1 | vo 
wisd nad). (I) An a B, = Gr alſo N . 
14 = en daher ai | | Zu 
ne, =il J. nn s 
—(a+1) , 7 1. u — — 
na, * a 2 daher Ga — 2” . j - _ ' 2 
> —a+l)a+2)- | 
a BEI — al) +9 Lt 
‚ - „4 . au = REICHTE daher a, — 3141 . 
.J Pr 
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Ä I GEN +2+3) _ 4 | 
\ 0,4 = 7, 34H +) daher a. — 2.4151 
a Ya +2J(n +3 

"a = aan ) I + nn a daher a, = 

| „. — @+1)a+Ya+Bin+4) — 1 
TFT NAT HNT daher a, = zzı31g137 1516171 
af w,, folglich : 
| 8 1 


. ’ . , v . 
— 2, 285. u 
a 2+5_ 230 —— . 


1 
3141516! 


LG 


% Beifpiel. Die gebrochene Tunfzion | — 
5—- 1 Ä | 


+; mt 
giebt nad) au BA = 








7 alſo Be j - ‘ | . 


daher < am 







[| 
4 =: 





1 - . | 
. — 1. 
» * — daher a, = +3 


e — — vaher a, — — — 
RD Zu Enerae ren 6-TDGTDOCGAV. D 


daher a, = 








a — — —— — 
704 y (r+ 5) GL GIEE F+n+4) DGCTMGASAM 





—26 σX daher u = —2.2. 
4 HNCHI LH CH tt tere) 6 CNC TH HL 


u 2(a+1)(r +2) 
0, = GEDICHT CH CHNCHEFÄCHRFNGFERN 
m 3.82. +H(r+2Y(r+3) 

= CFÖTCHICHTCHN CHÖCHRtÖCHRFÄCHHFOCHERN 
u. ſ. w. Hienach findet man nach gehoͤriger Abtuzang 


+ 


S=7 +22 _c+H | n 
ge un a u 
r > — DE 1.3 — 


| . on r+6 7.1... 
Auch wird nad $. 274, 


4 _ - . 
= Frl)’% . “ 
+ AH en ir - 


lv 


En Neuntes Kapitel. 
Hierin’ brchoinois 3 Rat r gefeßt, " finde m man auch) 
, " 
“r +? + Er, + — + 4 PEyr + 5735 — Free 








41 06 
= — — («+3 - N 
“rt - 7 — Lee (<+2B)?x 2.99:x 
Tr a — Ben 
$. 336. . . 


Die biöherige Verwandelung gegebener Reihen in Kettenbruͤche ſetzte voraus, daß nur im 
Zähler der Ergänzungdbrüche bie Werthe von = vorfommen ſollten. Laͤßt man dieſe Bedingung. 
fahren , fo fann man alddann zu fehr allgemeinen. Ausdrücken gelangen, wodurd) die Verwandlung 
der Reigen in ſolche Kettenbrüche fehr vereinfacht wird, ’ | ' 


Nach |. 260, wird fir den Kettenbruch 








Sa T+ he ir Pı_% ü — . 
\ +7. : Ps %- J 
+: + —* io . 
wo A, 8. ae .... auch gebrochene Sunfzionen von x fen fönnen, 
" N = ß; M= = 1 ⸗ 
M, — M + Pr x 
’ ' M,‚=M,+-Mß.xz [I] ü 
N, = M, + M,ß,x 
| M,=M, + M,P,x 
und nad) 8. 265.  - — 
on N, _ £Pı x 
.M — 1 — + MM, 
_ Ni — N; — 8B1ß2 x” FR 
M, :M, 7 M,M, 
| Nr N; ABı BB, © " ' 
M;, 3 + 2/05 


N N, — PPr% BB B. x? + j ı 
, M, —ãA os 9 oo + 

oder Wegen = = I 
8 N, 2 

on Mm Abi - + BB x? x’ — 


— 
M "M,M, | m... - z 


= fommt S immer näher, je größer » wird; fegt man. daher bie vorftehende weihe ohne Ende 


4 


\ 
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fort, fo erhält mar j | — 


—* Eα v. 
5* - Sr + Et. zur 


Man ee 4* A ‚=-— a: 4 en, = — re 


fo wird auch BEE 
S=4+4.% x + 4,0: +49 +40 +.... [21] 








!  Semer findet man hienach on _ 
= AM u a 
6, — AıMM, __4M, ' 
ı — — u - 4 
A, =+ WIR — * LIIT] _ 
= — 4,M,M, ____AM, 
3 PPıPr 4, M, \ 
Hienach und nach ¶ ] wird daher on en | 
M=1 > | | 
4,M — 4— 
— A 4. M. — "AA \ 
M,= Ari 4 x alfo M; — —— — +4, x) 
_ AA, _ 4,M, 4 4, Aı | 
M, = 7375947450 7 UM = -— 


u. ſ. w. Ferner wird hieraus 
| | M=1 —— 


A A, vo 
M, _ - AA, | 
MT4+r 3,8) (4, + 41%) 
M,'_ 4, 4, 
— 
.M, _ 4A, - 
N M, (4 —— Hr, 86) ' 
u. ſ. w. Dieſe Werthe in [ZIT} geſetzt, giebt Be: — 


— AA, 


— 4,4; 
6* 4; A = ZH 48 pP. = + 4,004 + 40)’ A, = = FDA: + 4, 


Ku 


— 4,4, 
= ah 
Diefe Außdräde in den oben: febenden Lettenbruch ana: ‚te findet man u. erfolgter 
Abfürzung- 


* = 





Hierand folgt, daß, wenn die Reibe 
(I) s*44* 4. = + A,x? + A, æ⸗ na, +40 +...: 


j . . " .r. 
, . 








/ 
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gegeben ift, fo 





> A Aı% . - 
| Fe ie he aa 
a 3 4 d4644409 
oder — x ftatt x gefeßt, giebt für | - ' 
un ae EEE EP FE EEE 


= 


=i+72 Tat A: 4, 4, 4 FE 
| 4-Astz Art Zst... 


Diefen Ausdruck findet Euler, Einleitung in die Analyf. y Unendl. 1, Bud, $, 371, 
Man fege durchgängig A, = 33 A, = gi d, = = .... fo findet man, wenn” 





die entftehenden Ketunbtuͤche abgeturzt werden: > 
4 A 1. 4 ü 
un s=;+% rherhethetfeten 
s-f_ Ä rn 
S =; IE BBx AA, B. B.» 
| + 49m ZB, 4: 4 B: B, x A,4, B,B,x 


4Bı + daB 7, 5,405 — 4,2, +4, B,x-— 
3 .e.o..o 
4; 


4 4 4 
(IF) Sef-Aorlm— era... 


4 4,BBx . 
— B I A4,B,B, _ 
* we Zt —————— AABBx .. 
28; , Pı A,B inbat:... 
Hierin A= A, = A, =A = ..= 4 gefeht, giebt: 


ns=;+3 ++ atrmte 


1 
Das 


Br TEE | 
4 9⸗00 


21 0 5?" 05%" 


— 1 BBx 
— B+7o:;+ —— B,B 
. > Gm +35 B,x-F 2.8 Ze ! 
k BE, — B,x B, F 
ö 
t —_ 414 A _ 44,4 4; 4; =% 4 A. 


findet ı man 
Ah Ak 44.4, 4, A4, 4. 4, 
(FI) s=5+t#% © 58,8, "Tr 5nDB, a" a. 


A 
Sa». _fıBs_ 
. 2 — . + 4,x dı B,x® 





A, B. x 
+ 4s—= 4-——_ B. 
⸗ 3, +4,» Dr _ .... 


_ Für 


2 
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Fur B=B=B—=B, =... .1 wid: | 5 
(FI) S=4+44,2 + 44,4,” +44, A. A, AA, 4,4, 4,2%... 
4 | 
Ss — A». . 


T— — 4 


. 5 


* 





A4, 
1 + A,=x — — —— 
wir, 4, 4, -...-1 re 


J 1 06 96? 003 —8 
X) S=7 + B B, + BB,B, + BB,B, B, + BB,B,B,B, 7 4 be .. 
SS = Bx 8 
| B . 


— 


— — B,x 
B, +% — 5 40— nn B,» B,x 


a ee 


R u B, +% — + 
Bei dem Gebrauche diefer Ausdruͤcke ift zu bemerfen, daß Die gefundenen Kettenbruͤche fih - 
nur dann dem wahren Werthe von S immer mehr nähern, wenn die Ölieder der Reihe S abnehmen 
| find, und in Abficht ded Kettenbruches, daß die 8.265. aufgeftellten Bedingungen erfüllt werden. 





IV. Bon den periodifhen Kettenbraͤchen. 
„Eben die Säge, welche ganz allgemein von Jedem Kettenbruch erwieſen find, laſſen fich auch 
leicht auf den befondern Fall anwenden, wenn der Kettenbruch periodifch ift (. 247)..Wen 
nun gleich ein folcher periodifeher Kettenbruch ohne Ende fortläuft, fo läßt ſich doch jedesmal fein 1J 
Werth oder Urbruch, als die Wurzel einer Gleichung vom zweiten Grade angeben. nn | 
Es fey daher a der unbekannte Werth eined gegebenen periodifchen Kettenbruches, oder 
z=tı8 „ ſoo erhaͤlt man auch — , alſo 4 2 
| Terirzr.... .+= “+ 9 
und hieraus, wenn die quadratifche Gleichung aufgelöft wird, 
==—$atvla + 0) folglich | 
1 GE & “ “ 
het rähtdsärz, 00 rauf 
aetg=jar-ıe, . 
| | Gert Tatil. 9— 
Fuͤr 41 wird | | | 
\ 4 ‘ . 
vGatN=ja+t,1 | | 
| sr . A .. . . . 
Haͤtte man: | en 
. u or 10 i au 
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=; + 8 La oder x = ar 7 und hieraus 


ax? Last B—— x —ab=o 
wo a ebenfalld durch eine Gleichung vom zweiten: Grade beftimmt wird; auch bleibt das Verfahe 


ren unverändert, wenn die Periode aus drei oder noch mehreren Ergaͤnzungsbruͤchen beſteht. 


Bilden die erſten Glieder eines Kettenbruches feine Perioden, .. B. - 
e=atty: 


S 


rbHee,. 


fo laßt ſich auch dann noch der Werth von x ‚durch die Wurjel einer Gleichung vom zweiten 
Grade finden, Denn man febe 


y=7+£ fo wird” 
643 +4 ko 
‚ =i4t,, wze=g9+7 1, alfo 
“«(b+y) | | 


* und —245 oder 
ay® te+#— dy—eb=owm | N . 
y- gr+e— ro .. 
x—g 
Den legten Werth von y in die darüber ftehende Gleichung gefetzt, giebt für x eine Gleis 


chung vom zweiten Grade, fo daß ganz allgemein der Werch eines periodifchen. Rettenbru- 


des durch die Yuflöfung einer Bleihung vom zweiten Grade beflimme werden Fann. 


§. 338. 
Wäre umgekehrt die Quadratiſche Gleichung. x° + ax a = 0 gegeben, und man ſollte 
die eine Wurzel derſelben & — Fa VGa — a) durch einen periodiſchen Kettenbruch 
ausdruͤcken, ſo darf man nur im vorigen §. — a mit +0 vertaufchen und ed wird alddann 


—;a+YvG a? -y=— = _.a. “ n oder _ 
= Tre... 
Ya — a) a. 
a T 7— .... 
$. 339, u “ on 
Miittelft des Ausdrucks ve a⸗ 0) 2 4 + - f *+: ii. läßt ſich die Quadrat⸗ 


wurgel jeder jweitheiligen Größe, von welcher ein Theil ein volftändiges Quadrat ift, in einen Ret: R 


tenbruch verwandeln. Denn man fee Ja? = .m* und e=-+n, fo wird a = 2m alſo 
. init 


n ⸗ — ⸗ 
— 


7 
— ⸗ 
öR..... 





x 


n=8, daher 


Von den Kettenbruͤchen. 5. 340. al 
Die eaifpeehenden Näferungeiwerte find: u . 


u mt em 
4n? m+8nm® 
m 7 T B 
u. ſ. w. | 
Bei einer nahern Vergleichung findet man leicht, daß die vorftehenden Ausdruͤcke genau mit 
den $. 332., für die Duadratwurzel eined Binomiumd gefundenen, übereinftimmen.. 
- _ Beifpiel. Sucht man die Dundratunel von 57, fo it 57 =172 +8 alo m 17; 


=. 


= =7+ “4 J 44. "ober nach $. 276. 


7 7.2 | 
RL. 
Oder weil 7—8 — 7, fo iſt m — 8 und n =7 daher auch 
67* —.3 7 7 . 


527 
g—... | 
Für den erſten Kettenbruch erhält man die aiberungbandtcäit Br 
94 & = 7571428 . | Ä | 
7+ 22 — 7,5490196 . 
7+ 34 — 75498652... ... 
Für den zuletzt gefundenen Kettenbruch erhält man 
en y=765 > 
Br ur | 0 
8— H= 7.508081... 
Anftatt daß v7 = — 75498344... . if. 





.v. Verwandelung der Kettenbruͤche in Reihen. 
J 340. | 
auf gabe. Dem Kettenbruch 52* + ze “7m = in eine nad) den 
* —E—— 9 


Ppotenſen von x foriſchreitende Reihe zu verwandeln, | 
8 ff2 
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Aufloſung. Dan fege | 


. p=%; =. a= * man Amar: 
fo verwandelt fih nad) |. 275. N ‚gegebene Lettenbruch in 
Zr 
— 4 
+: rue, 


und wenn man die gefuchte Reihe durch 

s=4+4:-+4.2° +40 + 4." +... 

bezeichnet, wo A, Ay, Ass Az; + + + . näher zu beftimmende Stoeffizienten bedeuten, fo erhält 

man nad) $. 334,, wenn jur Abfürzung | 
=) MA=P) PR, = 6.) u. ſ. w. 
o,=Pß,;-, = Pı + Ps; o,=P,+P: +; u. ſ. w. 

dr 0,0, + Ps; ,=+ß; „=atfiuthw 

gefest wird, 








* 4 
— 4: 6G.) 
— A, = 0,A: — (B3.) x 
— 4, = 0,4, +()’ 
— A, = 0,A, + 0,ß; A; — (PB)! 
— dA = 0,4, + a +. (5)! 

Ä 0,ß, _ 
— A, =0,4, + 0:,P,1A4, + 08,8, 4, — (An: 

%ß, 
0 8, — 
— 4,=04 + 0P,|4 + 0:8 B. A. + (2,)! 

0,ß, .06,ß, Ps 
0,ß,; 0 ßs N 
0,ßs 

u f. w. 
. 34. 


Zuſatz. Wäre der Kettenbruch 














J . 
— a; + — + a," PR 
_ a 
fo wird nad) $, 298, die entfprechende Reihe 


S=40,.+ 40 2 4,0 4a LA, ot .... 
und man findet die Werthe 4, Az, Az, Az; .... eben fo wie im vorigen |. 








v 


Von den Kettenbruͤchen. 5. 322. 413 , 


Beiſpiel. Fuͤr den Kettenbruch 
SS = + 2 jr 2 ü , 

,"?t5+7 * 23 

2 4 74 

die entfpresjende Reihe vu finden, wird hier 


—* ma... on us RN u=7T, ...... WU 
u A I 7 
B, = 3,=7 A)=7 \ 
Ben u=53 A=f 
=; ,—1 FAR g- 
- An u.=23 An 
Aa =, M=m 
e = Mi 
PETER oo... .7. habe 


.A=]1; 4,=- 5; A. I3 4,=-4 4,=}3; A, — — 3; ...... 
| wr=h=1, folglich — 
5 = — — 4 x⸗ 4 zz — ge + Lt — 2%° + 4x’ — 11 01 010 4 


342, \ " 
Ein andere® Verfahren, durch melde jede gegebene Kettenbruch .. 


8* — 24343 


in eine rReite aufgeläft werden kann, erhält man durch folgende Betrachtung. Nach 4. 260, iſt 
y= = daher nach |, 265. 





AT mm j 
N, _ N “ u E11 ELF’ 
„eutmk#-nn AR 
N, __ N, “aaa, 0 « 2 CPL’, 
- MM MmMOMT Er + ge; 
u. ſ. w. Da fi nun jeder diefer Näherungsbräche dem Urbruch S befto mehr nähert, je weiter 
man bie Rechnung fortſetzt, fo erhält man die geſuchte Reihe ode 


m 2 “dr -+% TR _ m zen ge — ...... 
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Wird daher die zeſuchte Reihe durch EEE EEE - 
Ss=-414+4+4+94+4+4+....- 
bezeichnet, fo findet man . “ 


A, = ra fı E 
ur ur ee ur — . 


+ = 7 M,M, 
u. fi w. 


Siind alle Zähler der Ergaͤnzungsbruͤche bes. ſettenbruches = = 1, dp o=1; &, = 1; 
mie... fomin j 


M mm, + m; te — BE EEE 

| Die Werthe der aufeinander folgenden Nenner der Näerungsbrüche fönnen nach \ 262, 
beftimmt werden. 

1. Beifpiel. Den Kettenbrud) 


in eine Reihe zu verwandeln... 


Hier iſt: 
213; a —=1; 0, = 9; a, = 25; a, =49; ..... 

al; a, =, ma =....=2, alfo 

M=1; M,=3;M, =15; M. =105; M, = 95; .... daher 

A=1; Aı=—3; 4,=+3 4e—- 5 A. — 3; ... folglid 

521-23*— 1732 irrt... 

Eben dieſen Ausdruck findet Euler (S, 44, der $. 301, angeführten Athandlur) mir. auf ° 

“einem ganz verfihiedenen Wege. 

2. Beifpiel. Den Kettenbruch (5. s00) | 


in eine Reihe zu verwandeln. 
Hier ift: \ 
u — a; = 60, = a; a, =a, = 2x2; 0, = = 30;.... 


a1; a, =, = a, — 5. ‚=2; a, = 3; a,=5; Ges 2 75 .... daher 








Bon den getenbrüchen. . 33 . | 45 


M=1; M. =2+x M,=2($-+22); M=2(6+6°+ 22); 
‚M, = 6 (10 + ee ran I; M, = 6 20 + 302 + 12x? + 22); u, ſ. w. 
daher wird a - 


s- =T — — Home + 2x) DIOR 


’ 





— 


§. 343. 
Aufgede Den gegebenen Kettenbruch nn . 
Ss=- in eine Reihe zu verwandeln. 
+7 1+37 1 + i+: je 3 ri - 
+7 + ...e. i 5 


Aufiöfe ng. Die gefuchte Reihe Fr 
. $S=4+4,+4.+4+4+4+: 
Man ſebe zur Abkuͤrzung 0, = a,; 0, = a, +0; 0, =e, + —* 4 a; 
=, +, ++ Ga; ſo findet. man für den vnfehenen Kettenbruch nach d. 260. 
M 1 


M=M, Me =1-+0,+0,0, 
M=M Me, =1+0, +00 
| | + 0,0, = 
nn nu + nit tun tan — — 
+ ‚02%, 0 
* 0,0; 
M, =M M. = Italo kom, &, 
| + 020, + 0,0; 06 
+00. + 02% 
= \ + 0,0 
© ſ. w. Daher wird nad) $. 342. 
| | Pe 
ee ' 
4- 
—X — 7 
I=drondten) 
A.=— eh bed Kol 
„2 dra)itosteres) 
A= j Sayiüzazay 
+ (+0, to,«,) A+a+ Tata 
u. ſ. m. 


L 


\ 
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| Tu: 7 _ 
Nach einem ganz aͤhnlichen Verfahren kann ‚jeder gegebene Urbruch in eine Maße ver⸗ 
wandelt werden. 


1, Beiſ pie l. Um den Bruch ZASr in eine abnehmende Reihe zu verrvandeln, beftimme 
- man die Nenner der entfprechenden Naͤherungsbruͤche, fo ift $. 250. 
M=5; M,=16; M,=693; M, = 154; M, = 1147, daher, weil hier die Zähler 
der Ergänzungdbrüähe = 1 An, 

216 1 ı _.14 1 

197 = 3 - 537 58 it — 
2. Beiſpiel. Soll man den Brad RZ EEE. in eine abnehmende Reihe vers " 
wandeln, fo ift $. 255. 
| M=3; M=2; M,=33; M, = 355; M, =1089%3;.... 
daher findet man, wenn a = 3,14159 . . . . geſctt wird, weil hier die Zaͤhler der Ergaͤnzungs⸗ 
bruͤche = 1 find: 


= a + a — TE + TE 


— 345. 
Noch verdient ein Verfahren angefuͤhrt zu werden, durch welches man jeden gegebenen Bruch 
in eine ſchnell abnehmende Reihe verwandeln ann. Es fey — Ay gegebene Bruch, und man er⸗ 


balte durch die Divifion, wenn q den- n- größten Quotienten in ganzen Zahlen und A, den_Reft 
bezeichnet, 


7, =gqg-+ z; ferner, auf gleiche Art; 
A 
7, 1: + 7,; 
4 . - 
T. = qa + 4,’ 
7.7 I: + 4,’ 
u f w., fo wird hieraus, wenn die erfte Gleichung mit ‚ bie zweite mit a: uf. w. mul 
. pie wird: 
Aı,_ 1_ 
417g g4 
A_1_ LS: 
AT 9,4 . 
h_1_4 





Atig 934. 
. . eo tr 8 1 0 0 folglich) ” 





Bon den ‚Kettenbrüchen, y 346, \ 417 





. / 

4_104 _ | 
ATTg 4 ’ 
4Aı4_1_]1$* A 
4 q 19: 99:4 \ 

| 43 — 4 — 
‚447g 99: 99193 gymÄä. , 
4,_1i1_1,ı_1___2 — — 
aa gm + 71192. 9919395 + 9919293 A, 

A. 1_1+_1__- —_ı 1 __ — 
4” 7 a 99:93 4919195 99191 91 94 99192959, 4 
u. ſ. w \ ' . 





Im die Werthe 95 915 Ja3 + + + + zu beſtimmen, darf man nur mit 4, in_4, dann mit 
dem Reſt A, in A; hierauf wieder mit dem: Reſt 4, in A u..f. w. dividiren, wo endlich die 
Divifion aufgehen muß, wenn 4,; A ganze Bahlen find, weil die Reſte A; ; A, Ascre. > 


nach “einander Feiner werden möflen, bis zulegt die Divifion qufgeht, oder ein Reſt der Einheit —— 
gleich wird. | 


Beiſpiel. Den Bruch in eine ſchnell abnehmende Breite zu verwandeln, nn u 
. Dem Borbergehenden gemäß erhält man folgende Rechnung: | 
4; a oo 





-4,= 601977 = .. — 
1139 


d,= = ji =.q, 
4,= 38 =gq 
4, =] 1147 = * E | 
| ! 
‚ Hieraus ‚findet an j | | — N 


17757 nd 5.17.14 7 13 - 5.17.18.382 7 5.17.143.38.1197° 0 
g. 346. 

- Die Lehre von den Kettenbruͤchen hat erſt in neuern Beiten eine bedeutende Erweiterung — | 
erhalten. Außer mehreren von Euler und Kagrange in den Denffchriften der Berliner und Pr | 
teröburger Akademien enthaltenen und theils ſchon angefüßrten Abhandlungen, kann man daruͤber | 
nachfehen: . | u 
Kambert’o, Beiträge zum Gebrauche der Mathematik. 2. Theil. 1. Abſch. Berlin 1770. © 34. u. f. 
Euler, Opuscula analytica. Tom. 1. Petrop. 1784. p. 85, etc. 


Trembley, Recherches sur les Fractions continues. Mem« de Fae. de Berlin, Annde ur 
1794 et 1795. p. 10. | . 
Gptetweins Anaivſis. I. Banb. | “ 6 8 . 


x 


⸗ 
J 
“ . - » — .. ÄÜ 
- _ B — — — — ——— * 


x 
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Sindenburg, Combinatoriſch entwickelte Werthe der continuirlichen Vruͤche. Archiv der reinen 
und angewandten Mathematif, 1. Bd. Leipz. 1795. ©. 47. u. f. - 

Bousler, Die Lehre von den continuiclihen Bruͤchen. Stuttgard. 1803, 

Lagrange, Trait€ de la resolution des dquations numerigyes. Nouv. edit. Parts, 1808. 

2». 59. etc. - 

Kausler, Expositio methodi series quasqunque datas in fractiones continuas conver- 
tendi. Mem. de l’ac. de Petersb. Tome I. (1803 — 1806.) p. 156. 

Wiscovatov, de la methode generale pour reduire toutes sortes de quantitds en frac- 
tions continues. Mem. de l’ac. de Petersb. T. I. p. 226. 





dehntes Kapitel. 
Bonden Reihen überbaupt. 


- 





x 


5. 348. | 
Die Natur und Befchaffenheit einer Reihe, hängt von dem Geſetze ab, nach welchem bie 
aufeinander folgenden Glieder derfelben gebildet worden find. Was unter begrenzten oder end⸗ 
lichen, unbegrenzten oder unendlichen, fallenden und feigenden Reiben verſtanden wird, ift 
bereits $. 51. erflärt worden. Noch pflegt man die Reifen einzutheilen in geomerrifdye, wenn 
durch die Divifion jeder zwei unmittelbar aufeinander folgender Glieder, durchgängig gleiche Quo⸗ 
tienten entiteben. z. B. 
3, 95 27; 815 243, 729; 2187; 6561; 2...» - 
13 a; at; at; at; a’; at; at ..... 
134 1, 1,1. 1.12,1.1, 


> 
‘+ .. 


ee >» 


Artchmetifche Reihen der erfien Ordnung find ſolche, bei welchen die uaterlhide zweier 
vuf einander folgenden Glieder durchgaͤngig gleich ſind. 8. B. 
33; 5; 7; 9: 11; 13; 15; 17; 19; ....... 
„0; at b; at 2b; a + 35; atr4b; artdb;..... 
Wegen der aritömetifchen Reiben höherer Ordnungen feße man das dreisehnte Kapitel. 


Reeiproke Reihen heißen diejenigen, deren Glieder aus Bruͤchen beſtehen, welche die Ein⸗ 
beit zum Zaͤhler und die Potenzen einer arithmetiſchen Reihe zum Nenner haben. 8. B. 
1, _1_ 1 1 1 
oo a’ ayıy er 2” (a +35 (at. aby‘ 


nern. 


⸗ 


. 
4 
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1 
1; 343 3 717 y 
| Eine reciproke Reihe der erſten Potenzen von den natürlichen Bahler, heißt auch eine bare 
moniſche Reihe. z. B. 


8 


1; 3; 3 3; 3 8; 5; * 53..* 
wiederkehrende oder recurrente Reihen find folhe, in welcher die Glieder mittelft der 

vorhergehenden dadurch beftimmt werden, dag man eine beftimmte Anzahl unmittelbar vorhergehen⸗ 
der Glieder, mit eben ſo vielen unveraͤnderlich beizubehaltenden Ausdruͤcken, einzeln nach ihrer Folge, 
multiplizirt und die Summe dieſer Producte addirt. So iſt 

1 — ax + (a —b)x2 — (at — 2ab)x? + (at — 3a? 5-4 3) m — ... u 
eine folche Reihe, weil ntan jeded Glied findet, wenn man da8 unmittelbar vorangehende mt —ax 
und dad biefem vorgehende mit — dx? multiplijiet und beide Producte zufammen addirt. 


z. 349. 


Veyꝛeichnet man die aufeinander folgenden Glieder irgend einer Reihe (& 7.) auf nathſte- 
hende Weiſe: 


— 


y3 Yab mes sonne X 

ſo daß y das erſte, Yı dad zweite, y. dad dritte, ...... Glied der Reihe vorſtellt, ſo iR | 
y’ des n +. ifte Glied diefer Reihe. Iſt alsdann yr eine folhe Funkzion von n und anden 
Größen, aus welcher die einzelnen Glieder der Reihe dadurch beftimmt werden koͤnnen, daß, wenn 
n == 0 in 55 gefegt wird, daraus y; fürn =1, daraus y,; für n= 2, daraus Yu f w. 
entſtehen, fo heißt In dad allgemeine Blied (Terminus generalis) der Reihe, 


Wäre z. B. Yyn (a P nb) a” das allgemeine Glied einer Reihe, und man nimmt, zur 
Beſtimmung der übrigen Glieder, m als eine veraͤnderliche Größe an [wie ſolches in der Folge ſtets 
der Fall feyn fol, wenn. von dem allgemeinen Gliede einer Reihe bie Rede ift], fo erhält man das 
erfte Glied y, wenn n= a in yr flatt nz gefegt wird; died giebt y= an —=a Fuͤr 121 
erhält man das zweite Glied y, = (a-+-d)x; für n = 2, das dritte Glied . 
Ya =(a+?2b)a’,..... und wenn n — 1 ſtatt m gefegt wird, fo erhält man das nt 
Glied oder zn = (a nb— b)a. 

- Die Sahl n, von welcher das allgemeine Glied y„ eine Funkjion iſt, und die nach den. ver⸗ 
ſchiedenen Stellen eines Gliedes verſchiedene Werthe erhält, heißt der Stellenzeiger (Index) (Ans 


zeiger, Stellenzahl) einer Maße. Sie darf! mit der Anzahl der Glieder einer Reihe nicht vers 
wechfelt werden. 


Mit Hälfe. des allgemeinen Gliedes Yn und der Veränderung des Stellenzeigers n, Tann man ' 
jede Reihe fo weit" vorwärts erweitern als man wid, wenn man n +1, n +23, n+3,.... 
ſatt n in In ſetzt, weil‘ dadurch die auf y„ folgenden Glieder erhalten werden, Eben fo fann 

man die Reihe südwärts erweitern, wenn — 1, — 2, — 3,.... fall nm gefegt wird, weit 
| ..6992 


- 
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man dadurch diejenigen Glieder findet, welche dem Gliede y voran gehen. Wenn“ daher 
In = (a-+nb) x* ift, fo findet man das folgende Glied Yayı = (a + n5 + b) art u. ſ. w. 
Eben fo erhält ‚man dad y voran gehende Glied y_,, wenn — 1 ftatt n in y gefeßt wird, 
alſo 21 = (a — 5)x";1y- = (a — 2b) x; u. ſ. w. Die allgemeinfte Darftellung einer 
ohne Ende vor» und ruͤckwaͤrts erweiterten Reihe, wenn man uͤber jedes Glied ſeinen Stellenzeiget 
ſchreibt, iſt daher folgende: 
—3 —2 —101 2 n—in n+1 
een Vi a5 V Vaio ne + Inmi Vai Ynhi er ee. 
Dasijenige Glied diefer Reihe, deſſen Stellenzeiger = o ift, Heißt das Anfangoglied der⸗ 
felben,, weil man von demfelben anfängt, die Reihe vor oder ruͤckwaͤrts zu erweitern. Bei den * 
wohnlich vorlommenden Reiben iſt das Anfangsglied auch zugleich das erſte Glied der Reihe. 33 
Y3 Yıs Ya Ya5 ++ + «+ Ins In 
Hier ift y dag Anfangäglied und zugleich das erſte Glied. Das allgemeine Glied yn, deflen 
Stellenzahl a iſt, wird alsdann dad n-Fifte Glied einer ſolchen Reihe, vaͤtte man hingegen fol⸗ 
gende Reihe 


—8 


Y-25 Y-13 Y5 553. Y23 —Yn — 
fo iſt zwar y das Anfangöglied derfelben, weil fein Stellenzeiger So iſt; aber es ift alsdann Ya 
das erfle, y_, dad zweite, / das dritte, .... Ymmı dad nt 2te Glied ber Reihe. Man darf 
daher nicht unbedingt das erfie Blied einer Reihe mit dem Anfangögliede derſelben verwechfeln. 
Bei allen folgenden Unterſuchungen über Reihen wird vorausgefegt, daß dad erfte Glied der Reihe 
mit dem Anfangoͤgliede derfelben einerlei fey. Ausnahmen hievon ſollen beſonders bemerkt werden. 

Anmerkung. Um Verwechſelungen mit Binomialkoeffizienten zu vermeiden, - kann man auch bie Reihen⸗ 
"glieder auf folgende Art ſchreiben: 
 oı © 9 ° n-ı Rn ”»} 
VSYVEYVE VI er rr VE VI VE sr 
. indem man ben Gtellenzeiger über y feht. Beil aber ber Drud für biefe Bezeichnung nicht fo beauen 
iſt, und die Stellenzeiger Leicht mit Erponenten verwechſelt werben koͤnnen, auch in ber Folge gewöhnlich 
‚ zur Begeihnung ber Binomialkoeffizienten nur bie Buchſtaben n, m, r.ober anbere kleine Anfangsbuch: 
flaben, zu den Übrigen Koeffizienten aber, große Buchſtaben gewäßtt werben follen, fo wird hiedurch aller 
Verwechſelung ber Koeffizienten einer Binomialreihe, mit ben Koeffizienten oder Gliedern einer jeden an⸗ 
.. bern Reihe, binttnetih vorgebeugt, 8R 
BO \ 
Zuſatz. Um aus dem allgemeinen Gliede einer Reife jedes einzelne derſelben zu finden, 
mußte biöher dad allgemeine Glied -eine Funfzion von z ſeyn, und man fonnte jedes einzelne Glied 
_ erfalten, wenn man anftatt rn die Stellenzahl des gefuchten Gliedes ſetzte. Weil aber n° —=1 ift, 
. 16 fann auch wohl das allgemeine Glied einer Reihe lediglich aus folchen Größen beftehen, welde 
- von a unabhängig find, in welchen Falle alle_Glieder der Reihe einander gleich werben. 
Denn es ſey „= an°, fo find alle Glieder der Reihe, welche entftehen, wenn man 
0,1, 2,3, 0.5. flattn feßt; einander gleich, very, y =, .ı=%....fyı =. 
N Penn daher dad allgemeine Glied y„ = an? = a eine vom Stelfengeiger n unabgän- 
gige Größe ift, fo fi nd alle Glieder der Reihe einander gleich. 


/ 





⸗⸗ 
\ . * 
. ⸗ 


0 


9. 351. 
Denenige Ausdruck, welcher die Summe der Glieder einer Reihe vom Anfangeoliede y bis 


sum allgemeinen Sliede yn, beide mit inbegriffen angiebt, heißt das Summenglied (fummatorifche | 


Glied) (Term. summatörius) der Reihe. Das Summenglied sieht daher die Summe von n-+1 


Bliedern einer Reibe an, welches man dadurch bezeichnet, daß vor das allgemeine Glied yn daB 
Zieichen geſetzt wird. So iſt 


Sn=y+Y: +. +9» Hyatt... tm 
Waͤre dad allgemeine Glied (n— 2) a, fo ift das Summenglied: 
Sa-Ya=—2la—artotae +22 +30 +. kl da. 
Iſt Hingegen (n — 3) a dad allgemeine Glied einer Reihe, fo erhält man 
Sa-Ya=—3a—2a—atota 2a 34 . .. + ade 
Weil dad Summenglied jederzeit die Summe von n + 1 Gliedern einer Reihe bezeichnet, 
fo erhatt man, wenn a dad allgemeine Glied einer Reihe iſt, 
| (I) af matde ($. 350) 
Fuͤr a=1 wid 

(HI) Jl1= + 1. 

Es ift nämlich das allgemeine Glied a von n unabhängig, daher bleibt es für jeden Mer 
von rn daffelbe, oder jeded Glied der Reihe ift = a. Da nun fa die Summe von n + 1 Glies 
dern der Reihe bezeichnet, fo ift offenbar Sa —= (an +1)a 

Behaͤlt rn bier und in der Folge die angenommene Bedeutung, und es befindet fich icgend 
eine Funkzion von n unter dem Summenzeichen, fo wird dadurd) die Summe von n -+ 1 Gliedern 

einer Beide angedeutet, welche entfteht, wenn man nad) einander 0, 1,3, 3,.... bis n flattn 
in das, unter dem Summenzeichen ftehende allgemeine Glied fest, alle andern Größen aber, welche 
‚von a unabhängig find, ald unveränderlich annimmt. Es iſt daher auch 
Sys=y1TtYyTt9 tY FI: +--.- +9 +Y95 
JYn-ı =yty-t7 +Yyı +7: L, r re V J 


$. 352. 

Waͤre Yn das allgemeine Glied einer Reihe, von welcher man nın.die Summe einer geges 
benen Anzahl aufeinander folgender Glieder, mit "Inbegriff des erften Gliedes, ausdrudfen will, fo 
kann die leicht dadurch gefchehen, daß ber Stellenzeiger des Ichten Gliedes dieſer Reihe, links oben, 
neben das Summenjeichen S gelegt wird. Hienach iſt 

Yn=ytyı Fr FY:- 
& Segeichnet daber uͤberhaupt ”fyn die Summe einst Reihe, welche erhalten wird 7 wenn’ 
nach einander 0, 1,2, 3, ...«r ftatt n in yn gefeßt werden, oder- \ 


Yn=ytntntntrt:--- Ya ty. . 
Die Bafl r Heißt der Stellenzeiger des -Sumimenglieded oder der Summenzeiger. Die 


Anzahl der Glieder der zugehörigen Reihe ift um eins größer ald der Sümmenzeiger, und die Reihe 
bricht Bei demienigen Gliede ab, welches man erhält, wenn der Summönpeiger” ftatt n in dad als 


tm 
v 
’ . 
» ’ 
X f s 
— 


Von den Reihen ‚überhaupt, 1 $, 352, — 422 


—8 
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gemeine in geſetzt wird. Hienach ift 8 
DD Vy- 
Der angenommenen Bezeichnung gemäß ift 
Y: +97 +7 
V tr FH tr tr - \ on 
ya V⸗— 5⸗ +93 _ 
Hays ++: -+Y-ty 
rl your = Y+ty-tr-tr-+ 00.6 ‘+ Ym-ı+' Im: 
- Mach der angenommenen Bezeichnung iſt ferner 
| Yn=Y+Yı.t+1n+r9 +92 +: ::- +91 Ht+ 9 
Chen dieſe Reihe wurde aber nad) |. 350. durch /Yn alfo ohne Summenzeiger bezeichnet. 
Wenn daher in der Folge der Summenzeiger neben fehlt, fo wird vorausgeſetzt, daß derſelbe = n iſt. 
In den Fällen, wo der Summenzeiger So iſt, muß dies befonderd ausgedruckt werden. 
Wegen [a = San’ = (n-+ 1) a ($. 351 ) erhält man 
(U) fa=Ir+i)a 


und für — 0 
| (II) %fa= a. 


Es iſt . 
or tr Steh... Hm daher 
. (I) Ja—=owm . j 
HM) Vn 1, | 
wenn » eine oft, ganze „oder gebrochene Bahl, iſt. 


9. 353. 
‚1. Zuſatz. Das allgemeine Glied einer Reihe mit abwechſelnden Zeichen kann durch 

JE A)" yx ausgedruckt werden. Hienach läßt ſich das Summenglied einer Reihe mit abwechſeln⸗ 
den Zeichen auf folgende Art darſtellen: 
Dν Dν C ν D - 1)®yn -oder 
(“AMyseyeyı tn +1 = .....+6-. Nr + J 
oder auch 
(-Ynzsyr-ntyn-ynFNn—ytee Fre + m - 
“> wo. die obern Beichen für ein geraded und die untern für ein ungerade ı n glten. —— 


o u. , 
”». 


9. 354, 
2. Zufa tz. Wäre das allgemeine Glied einer Reihe. oder y„ — n + 1, fo wird 


SH=SC+HD=IH2 +3 444... trtetN. 
Nun ift $. 40. (XIII) 


ts mm | 
oder m — a + 1 gefet, giebt. r 


⸗ 
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— 
12—34. .. .. 4 (n+ 1), . 
daher wird: bier Sy = @+D er, und ed ift died offenbar die Summe einer Reihe von 
+1 Gliedern, deren altgeme zes Glied rn F1 if. Sucht man nur die Summe von 4 Glie⸗ 
dern, alfo 2/yn, fo muß offenbar n=3 in erne4D gefeßt werden. Wenn daher 

rn +1) (n 
Sm = (n + 2 +2) if, 





fo erhält man 
= _ e+D0+2 ur 


und überhaupt wenn Sy. irgend eine — * von m iſt ($. 340. welche man durch Fn begeiche 
nen fann, fo ift für 
San = = Fr. 


. Syn == == Fr. 
Shen fo findet man Py aus "SYnr a 


f. 355. " 

Bilyypa=ytyıty ty te. tr iſt, ſo kann man r ohne Ende 
wachſen lafien und ed entſteht dann eine unendliche Reihe, welche man duch "/ yn oder auch, 
wenn für diefe Bezeichnung der Buchftab 2 gewählt wird, durch 

N Ymzyhy tn tnt:::- tt. 
bezeichnen fann, wo die fortlaufenden Punkte, hinter dem zulegt gefchriebenen Gliede, anzeigen, daß 
‚ die Reihe ohne Ende fortläuft, 

Die Funfzion aus deren Entwicelung eine € unendliche Reihe entfteht, welche ebenfalls durch 
ıfyn bezeichnet werden Fann, heißt die Banze Summe oder die erzeugende Sunfsion der Reihe. 
Dad Summenglied einer endlichen Reihe verwandelt fich daher in die ganze Summe, wenn die 
"Reihe unendlich wird. If die ganze Summe einer unendlihen Reihe irgend eine. gebrochene Funk⸗ 
sion, fo heißt dieſe auch der erzeugende oder Urbruch "der Reihe. 

Diejenigen unendlichen Reihen, von melden die Summe einer beftimmten Anzahl ihrer erſten 
Glieder einem angeblichen endlichen Werthe, oder einer endlichen Grenze, immer naͤher kommt, je 
mehr Glieder man zuſammen zaͤhlt, heißen abnehmende oder convergente Reihen. Die end» 
liche Grenze, welcher ſich die Summe der Glieder fortwaͤhrend naͤhert, je mehr man uſammen 
zaͤhlt, iſt daher die ganze Summe der Reihe. 

Naͤhert ſi ſich die Summe einer beſtimmten Anzahl von Gliedern einer unendlichen ceihe, fo 
weit man folche auch fortfegen mag, Feiner angeblichen endlichen Grenze, fo heißs die Reihe wach⸗ 
ſend oder divergent. Es Tann daher duch Bufammenzählung der Glieder einer ſolchen Reihe, 
fein Näherungswerth für die ganze Summe derfelden gefunden werden. 


Reiben, in welchen, ohne Ruͤckſicht auf die Zeichen vor den Gliedern, jedes Glied Kleiner als 
das naͤchſt vorhergehende ift, heißen Reihen mit abnehmenden Gliedern. Sie duͤrfen nicht 
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, mit aßnehmenden oder conveigenten Reihen verwechſelt werden, weil eine Reihe (ehe wohl abneh⸗ 
mende Glieder Haben und dennoch wachſend oder divergent ſeyn kann. 

Reihen in welchen, ohne Ruͤckſicht auf die Vorzeichen, jedes Glied groͤßer als das naͤchſt vor⸗ 
hergehende iſt, heißen Reihen mit wachſenden Sliedern. 

Daß Reihen mit abnehmenden Gliedern dennoch einen unendlich gtoßen Werth erhalten, alſo 
zu den wachſenden Reihen gehören koͤnnen, beweiſt die Reihe 

Hr Ah A a a a 

deren Summe nad) dr 167, unendlich groß iſt. 


N “ 


g. 366. 

Wie in jedem vorkommenden Falle entſchieden werden koͤnne ob, eine Reihe abnehmend oder 
wachſend fey, fol im fechösehnten Kapitel näher auseinander gefegt werden, weil man nur dann, 
wenn die Reihe abnehmend iſt, durch Bufammenzählung ihret Glieder einen Naͤherungswerth für 
die ganze Summe berfelden erhalten Tann. 

Daß fi bei wachlenden unendlichen Reiben durch Zufammenzähfen ihrer einzelnen Glieder 
die ganze Summe derfelben auch nicht naͤherungsweiſe angeben laͤßt, kann durch folgendes Beiſpiei 


erläutert. werden. Es fey * der zu entwickelnde Urbruch einer Reihe, ſo wird ($, 59.) 


malte tie Er HR... Hr... 


Die ganze Summe diefer Reihe fann auch durch Tara bezeichnet werden und ed iſt hie⸗ 
nach Yaar= \ 
Erhält = einen beftimmten Werth, wodurch die analytiſche Summe der Reihe in eine arith⸗ 
metiſche verwandelt wird, ſo iſt dadurch die ganze Summe der Reihe beftimmt ausgedruckt; aflein, 
ob alsdann, wenn dieſe ganze Summe unbekannt waͤre, durch Zuſammenzaͤhlen der einzelnen Rei⸗ 
henglieder ein Naͤherungswerth fuͤr dieſe Summe erhalten werden kann, haͤngt davon ab, ob die 


Reihe abnehmend oder wachfend iſt. Für x = 1 wird die ganze Summe 7 4 = = .;=-—1, 
alfo -1=1+2+24841432462-518 4256 512 4.22... 

eine wachfende Reihe,’ deren’ Glieder immer größer und zulegt unendlich groß werden, weshalb au, 
durch fortgefeßtes Bufammenzäplen diefer Glieder, eine unendlich" große Summe gefunden. wird, ob⸗ 


gleich die Reihe der Entwickelung von 5 = — 1 gleich iſt. Es ife. daher unſtatthaft, bei 





| . wachfenden Reihen, aus dee Bufammenzäßfung ihrer einzelnen Glieder, einen Naͤherungswerth für 


ihre ganze Summe abzuleiten. Hierdurch wird aber der anfcheinende Widerſpruch nicht gehoben, 
daß eine Rethe, Welche durch Zuſammenzaͤhlen ihrer Glieder unendlich groß wird, = — 1 feyn 
fol, Allein es jft zu erwägen, daß, fobald bei einer Reihe vom’ Bufammenzählen. ihrer Glieder 
die Rede ift, diefed nur, dann mit Erfolg bewirkt werden fann, wenn zugleich auf die Ergaͤnzung | 
- der Reihe ($. 206, u. f. ) Rüdficht genommen wird, und daß ohne dieſe, bei wachfenden Reiben, 
weder ein annäpernder Werth, noch die ganje Summe einer ſolchen Reihe gefunden werden fantı, 

weil 


= 
—2 
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weil die Ergänzung derſelben, als ein nothwendig zur Reihe gehöriger Theil, nicht aus der Rech⸗ 
nung wegbleiben darf. Dagegen verſchwindet aller Widerfpruch,. wenn man bei diefen Reifen 
die Ergänzung fennt. Diefe für das angenommene Beifpiel zu finden, werde mit 1 — 2x ini 


dividirt, fo erhält man, wenn die Reihe bei irgend einem Gliede, etwa beim achten, "abbricht 


ir 2e + tat 4 Bat + lünt + Mat + it 410807 + O, 


Hier. ift ——— a x die Ergänzung, oder die Summe der fehlenden Glieder der unendlichen Reihe, 


und die angezeigte Gleichheit/ zwiſchen dem erzeugenden Bruch und der Reihe ſelbſt, iſt außer allem 

Zweifel. Wird oa 1 geſetzt, fo erhaͤlt man 
—1=1+4244484+184+2+69 +18 — 256 . 

wie erfordert wird. 

Hieraus folgt, daß, wenn. bei einer. wachſenden unendlichen Reihe die Ergänzung derſelben 
unbekannt iſt, ſo kann durch Zuſammenzaͤhlung ihrer Glieder Fein annaͤhernder Werth für ihre 
ganze Summe gefunden werden, und aller anfiheinende Widerſpruch, welcher aus der Gleichheit 
einer folchen Neihe mit ihrer ganzen Summe entfteht, wird beſeitigt, wenn man zugleich auf die 
Ergaͤnzung der Reihe Rüdfi cht nimmt. 








⸗ 


z. 357. 
Die bereitd $. 11. gegebene Erinnerung, daß oo — co nicht unbedingt = o gefest wers - 
. den kann, findet auch hier ihre Anwendung, weshalb befonders die Behandlung ſolchet Reihen, de⸗ 
ren Summe unendlich groß iſt, alle Behutſamkeit erfordert. Denn man ſetze: | | 
s=1+3+3i+3:+3 +i+rr7+t3i+t:..-- 
. Dieſen Autdeua durch 2 dividirt, giebt u 
” | 1733 P 1 
und von dem vorfehenden "obaeogen, giebt 
1s=l+it+stitstrnt. 
=  bievon wieder die Reihe [7] abgezogen, giebt Ä 
- o=1-3717r3— 173— ——62626 
Nach $. 164. (XII ) ift dieſe Reihe = Ign 2, folglich J | 
Ian 2 = OD, weldhes abfurd iſt, da nach $. 166, 9 
In? =0, 69314.... ſeyn muß. 
Das Fehlerhafte dieſer Schluͤſſe liegt darin, daß nach $. 167. 
1 FIAI . O wird, alf bier ganz unangemeffen ©— oo 
geſetzt worden ift. 
ueberhaupt erfordern unendliche Reiben die größte Vorſicht bei ihrer Behandlung. Su wel ⸗· 
chen Fehlſchluͤſſen ſie, ohne die erforderliche Ruͤckſicht Veranlaſſung, geben franz, folgt aus . 


ftehendem Beifpiele, 
Eytelweins Analyfis. I. Band, - | 8 h 
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‚. Ned). 59, iſt 
either. fen 
3j=1—-1+1—-t+41—- 14114... 1 


\ 
, Berner ift nad $. 57. 


ern ineto ten - tot -etot.. fit 


z=1—-1+ro+1—1+o +1—1-+o o+Fi—-1+o+.... MM 

Schreibt man nun, ohne Rädficht auf die fehlenden Glieder, | 

. 4=1—1+1—-1+1-1+1—1+....[ı 
fo iſt diefe Reihe mit der oben gefundenen, deren ganze Summe = } ift, einerlei, alfo 3 ; = 75 
welches, abfurd if. Offenbar iſt Hier fehr fehlerhaft die Reihe [III] mit [II], durch Weglaffung 
der Nullen, als einerlei angenommen worden, obgleich) diefe Nullen nothwendig aus der Entwicke⸗ 
fung des erseugenden Bruchs entſtehen und die verfchiedenen Geftalten der Reihen [7] und [17] 
anzeigen, daß [FI] aus einem andern erzeugenden Bruch entſtehen muͤſe, als [7], weshalb auch 
ihre ganzen. Summen verfehieden feyn möfen, | 


\. 358, 

Wite Yn das allgemeine Glied einer Reihe, fo iſt 

"an=Yy-+HY +Yr. +2 ++... + Ym-a + Ym-ı + Ym und 
„/p=y/tYı tY · tYmat Im, “ “ 

daher findet man, wenn die untere Reihe von der oberen abgezogen wird, 
) 87 = "ya — "/Yn, oder auch 
Yn = Syn — "UV yn 

Wenn daher das Summenglied Syn irgend einer Reihe bekannt iſt, ſo laͤßt ſich daraus 


Bu "yn dadurch beftimmen, daß man.n — 1 ftatt. n in den Syn entfprechenden Ausdrud fest, 
- wodurch alddann leicht das allgemeine Glied der entſprechenden Reihe aus dem Summengliede ger 


funden wird. 
1. Beifpiel. Wäre (n + 1)?2 da8 Summenglied einer Reihe, deren unbefanntes- 


"allgemeines Glied durch y. bezeichnet werde, fo ift /ya = (n + 1)? a, alſo, wenn man in den 


entfpredhenden Ausdruck n — 1, ſtatt zn, ſetzt, ſo wird 
. /yn = aa, baher 
In -"/n= rt+i1a— n’a= 2n +1) u, 
boblich das allgemeine Glied 
und die entſprechende Reihe: 
at 3atdat7aetgatitlat... + On Na | 
Das hundertſte Glied dieſer Reihe, wenn deſſen Stellenzahl = 99 geſett wird, waͤre hienach: 
Yoy = (2-  Tna=19a - 
und die Sunme der erſten hundert Glieder N 
0 (09 + N?a = 1000. 


= 








gemeine Glied 


—8 
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2. Beifpiel, Das gegebene Summenglied einer Reihe fey — (ati) (a +£en-+-$en®), 
ſo wird nad) der angenommenen Bezeichnung : 


MS@t+Y@tsbon tim) 0 
ef =nla+3:e (n — 9 +4 Ic(n— 1°], daher findet n man das geſuchte all⸗ 


ν - en J 
Dieſem allgemeinen Gliede entſpricht die Reihe nn 
erde ars a-r %c; erben 


| \ \. 359, 

Beil an ytntr term tm und 
Gemyatyrthy tt te 

fo erhält nun wenn die untere Reihe von der oberen abgejegen wird 


"[Yn —. MY = Ym — Yaı> daher , W 
u; m ar Ze + m oder auch | , 
SYamı = Y-ı — ya + Syn 


Wäre z. B. pn = (?n +D)a md Ar $Ya=(n + 1)*.a aeochen, ſe wird 
yÜaz—amd Sy =) (tn — 1)a, daher erhält man nah (Z)  . 
San -Da=—a— (2a + 1N)a+(n + 1)2a, ode. 
ar —de=atVa-2cHDe=utta— Ne. 
- Nun ift 


Jan —Na=—ata ehdatsat Tat... +@nNe 


- und man findet 


Saar —Na=—a 
YURrn —1)a=o 
.2/2n -Nam=Ia 
N | Zu Jun )a=8a 
uf. w., wie erfordert wird. 
Die vorſtehenden Ausdruͤcke (TI) von (T) $. 358, abgezogen, geben: 
.- (II) | "Syn = ya + "rn und auch 
| Sy =y-ı +” Yr: J 
Bl Ya — V . + Hm 
"SYayı = Yı.t+7: +9, + 4.2.20} Ym + Im 
UN ya Nty ty +::..4+ 3m .- 
Zuerſt die zweite, und dann, die dritte Reihe von der erſten abgezogen, ſo erhaͤlt man 
(am) "Ya=Y+t Im + m Ya » ‚oder 
JYn = y + Yntı + SYati und 
m) 7% = +7 Sr od6 | 
| A M=rt" Syn 0 Zu 
R | | 0. 9552 0 


/ 
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Wegen — =0.y-+1y:ı - 254 + 37; Herschmyn 
"fat ya = 1y, +27. +39, +:..--+ my mA) mi: 
"/(n4-1)yn4 = . 1y: 4 25. 359, +....+ MyYm« 
Hieraus findet man wie oben 
(7) ne = (m + 1) Yıı + f(n + N) yYntı; oder 
I Urn + Nr + Sat Dr 
Fr) 7, nyn = "In +1) Ynrıs vder 
Snyn = rf(n + 1) Yarı» " ur _ 
gmaftYn=yr +1: +7: tr tr. +9, +1 +: ... 
Sy yaty +y: +7: +9: +7 ty, t-.:+. 
SyYızı = Yı + yY: +9 +y.Ttr»: +, +7: - .... 
Fin Ymamlatrym nr 
FUN) M Iren. 


folglich 


‘. 360. 
Sehe daB allgemeine Glied yr, von irgend einer Reihe, aud mehreren Theilen, alfo 


cc H=entntmteree. 
wo Y, , Yıs In» vr. eben fo wie Yn: Funkzionen von n find, fo fann man jedes diefer Glie⸗ 
der ald das allgemeine Glied einer Reihe anfehen, welde aus rn - 1 Gliedern befteht. Die 
Summen diefee Reihen müflen zufammen genommen eben fo groß feyn, ald die Summe derjenigen 
Reihe, zu welcher daS allgemeine Glied yn gehört, daher erhält man auch aus 
V . ... 
J/n=/nt/nt/yatee.: 
oder, wenn das allgemeine Glied einer Reihe aus mehreren Theilen beſteht ‚fo findet man das 
ſummirende Glied derfelben, wenn man von jedem Theile des allgemeinen Gliedes , das Summen- 
glied ſucht, und alsdann dieſe Glieder addirt. . 
Um dieſen wichtigen Sag vollſtaͤndig zu überfehen, fo ſey 
y · ... 
daher erhalt man auch, wenn o, 1, 2, 3,.... ftatt geſetzt werden 
.... — 
y=ntytry +++... 
yp=1n+rytYr7H+...:.- 
— y=n+rn+rv +... 


....e......r. 0.0.0. 


Hay trhre ti: 


folglich, wenn man die e übereinander ftehenden Glieder addirt, 
Sp = Sa +/r +/r. + +... . 


* 


- _ I 





‘, 361. 
| Beſteht das allgemeine Glied y„ einer Reihe aus zwei Faktoren a und N, wovon der eine; 
, eine Funkzion von dem Stellenzeiger n, der andere a aber, inſofern als unveraͤnderlich angeſehen 


Bon den Reiben uͤberhaupt. z. 322. 429 


ie. ald er von dem Steflenzeiger rn unabhängig iſt, fo. wird bei der Bildung der Reihenglieder - 


5 Yıs Yai Yıjı a. » aus dem allgemeinen Gliede y„ — «N, jeded einzelne Glied den Fal⸗ 
tor a unveränderlich behalten, wogegen der zweite, aus N entfpringende Faktor eined ſolchen Glie⸗ 
ded, nach dem Stellenzeiger rn verändert wird, Die einzelnen Glieder haben daher, eben fo wie 
die Summe der Meihe, den gemeinſchaftlichen Faktor a und ed iſt daher * oder 
(NM SaN=afN. 
- Wäre z. B. N= (rn + 12, fo ift 
fat mat ta tkat..Hhiatla 
0 Zell +2 +5 +2 4+....4 (+ N], ode. 
San +18 = aofla + 1. 
Fuͤr N1I in (ID) wird S.a=afl=afn, Run war, f.351., /t=fn"=nt1, 


BR 
en un Jı=ofi=a+l) a. 


$. 362. 

Auch mittelſt der ableitungeechnung laͤßt ſich aus dem Summengliede Syn einer , Reihe 
das allgemeine Glied yn derfelben finden. Denn man feße, weil Sy. eine Funfjion von n feyn 
muß, /y=/n, fo wird —/pn= f(n—1), daher, wenn rı als veraͤnderlich angenommen und 
($. 176.) 2 = n und h = 1 geſetzt wird, 


_ — ar. ERR-EE.TEE Fer... 


N 


.. 


oder weil mn fyı; fo wird Orr = f’n. On, alſo f’n = * f’n — .... 


daher: 
ln Ay, Ply O0’ fy, | 
n U Yr = SYyn— Tor - +5 n: " - 7m tr ...o. 


oder wegen Yn = =/y. — RI /y, ($, 358.) erhält man auch dad allgemeine Glied 
se fyn xy 
Ya Deren er 
wo bei den — — rn als unabhängig veraͤnderlich angenommen iſt. 

Dieſe Reihe bricht ab, wenn Syn eine ſolche Funkzion von iſt, deren höhere Ableitungen 
verfehwinden. In den meiften Fällen verdient der im vorigen $. gefundene Ausdruck zur Beſtim⸗ 
mung ded allgemeinen Gliedeö aus dem. Summengliede den Vorzug. 

Beifpiel. Wir /n= (na +i1)(a+zeon--icon) gegeben, fo findet man 


afy. /Yn - 
EI =etso ten ten; ga =ohten 2; an = o, das 
gr hie | 


— - Hedkoarem, 





er. Behnted Kapitel. 
— 3. 363. 
Den Bufammenhang zwiſchen dem allgemeinen Gliede einer Reihe und den zugehbrigen Ab⸗ 


leitungen, kann man ebenfalls ‚mittelft der taylorſchen Reihe angeben. Denn man ſetze das allge⸗ 


- meine Glied u = /n; fo wird Yatr = fin tn) Aber ii 176.) . J 
Sotn=fntif'n 143 —— ner 
. | , -_ 824 Yu " - . . 
Er oder weil In =fj'n gr — fin; or. et. 0. 


j | . 0y 2 0°y,. 2 0’y, |, + 0*y, 
(I) entrnt et im — 
Ep — Ay. tr , 
(II) ment —— -5mtame- 604 
wo durchgängig rn. ald. unabhängig veränderlic. angenommen ft. Diefe Reihen muͤſſen abbrechen, 
wenn eine der hoͤhern Ableitungen von Yn = 0 wird. 


| a Bon diefen Reifen wird in der Folge Gebrauch gemacht neben. Wollte man fie darauf 

anwenden, um aus einem gegebenen allgemeinen Gliede, z. B. yn = a + cn? dad Glied yayr - 
zu finden, fo erhält man dies offenbar leichter, wenn n + r ‚Hate rn in die vorſtehende Steigung 

geſetzt wird, und man findet ſogleich | 


2 | . sehen. 5 | ' j 
| Aus mat on: wird ge ten 2 Too, daher nad (X) 
gr zarten rien h gta tern: 
—Noch erhaͤlt man für — 1 
mn = et an + ak. 


 dy Ay, ey Or, 0°, 
ya = gu a + +3 


u 3) DL Par Pu .„..... _ 
$. 364 ‘ 


4 


— Die natuͤrlichen Zohlen, von o an gerechnet, bilden eine Reihe, deren allgemeines. oder 
. a. + ifted Glied = n ift; man hat daher, wenn r eine ganze oder gebrochene, vofltioe oder nes 
. gative Zahl bezeichnet: - 
" Sıt= = Ort + ri + 24 4 341 4 ... + {n — 1y* 4 — und 
jet 1)’ +4 = {rt + Ir + Zrtı + ArHı + ...4 Int +: (n +1), | alfe 
J FGO — Sat = (a+irt — ort, 
oder wenn der vorfichende Ausdruck nur dann angewandt mid, wenn r poſitiv ode =o wird, 
ſo iſt &cu o ($. 13.), daher 
era — [nt = + ur. uf 











Be | Don d den Reihen mherhaupt. san 431° 
Bemer iſt ᷣc.. J 
G+yt= nit + nr FREIE Zoamı + er. Dr 363. 
Sa+yr — * + ———— +... 
Diefen Werth flatt Int 13% fr in [7] .gefest, giebt: 
Rt Elsa + Fa + or ma... 
‚oder man findet hieraus die Summe von den Potenzen der natürlichen Sablen 
rf r— r.r—lır— r.r—kı 
fm = un I — z/n vi — fu — 1. 2 (ns —_ _— 1 2.3 nt — 











....o 


2.3.4 2345, 
'gier=o-wied | j 
| Se =n-+1, oder wiln® =1 ift Ä Ä 
ji —nti wie |. 351. 
Wird nad) einander 1, 2, 3... ftatt r gefest, fo findet man 


met iatD 

fm = 4 — in 33 + 

Im Hl gm 2, ln 

fs ern _ äfn Ad rn BEE] ar" — — — ulm. 


Werden die lie S n; Sn n?; Sr. co... bedigtich durch n ausgedruckt, fo erhält man 
SW =n+1; 


fan =3+5=hna4ß) \ 
megtztsmiretnentN) 
["=5 +75 mare 
fmat+ston. 


fn® =; -5tT7 5 


'n9 Int \ = n* 3n? | ' 
»=5tH3t0e- otr- ©. Ä 


r 4‘ 
A TE TIEF ET un... \ ur 


u . 2, Behntes Kapitel,’ 

Es läßt ſich hienach für jede Potenz, auf welche man die natuͤrlichen aufeinander folgenden 
Zahlen erhebt, die Summe einer beftimmten Anzahl derſelben angeben. Einen allgemeinen Aus⸗ 
druck für /n” findet man |. 439. 

1. Beifpiel, Die Summe aller Sahlen von 1 bis 1000 zu Ann. 


Hier iſt = 1000, al mn +5 ser = TG + 12° = 500500. 


2, Beifpiel. Die Summe bon den Duadraten an ce Bablen von 1 bis 1000 zu finden. 
Hier iin =1000, alſo In= +5 +5 te 4100 = 333833500, 


3. Beifpiel. Die Summe von den fünften Potenzen aller Zahlen won 1 bis 100 zu finden. 





| 9 n = 10 ale m = +5 — ode 
$. I 100? 
tr t+n - 7 > 171708332500. 
$. 365. 


Es ift nad $. 351. . | 
[m ar = or Iro + 27a? + Fa +... hand 
Sat el +ra+ Fa + Fahr... Hate 
oder mit a multipliziet Ä 
a/n+Iiyrar = ta + ?2ra TE tn ne Seit 
baber, wenn man die erfte von der legten Reihe abzieht: 
afn Fifa — [nm (n + 1jra”rt: — or [1] G. 13. 1). 
Ferner iſt nad) §. 25. 
R+ya@=netgmte ai nme... 
daher $. ‚360. 
Sa +1ya@ = fwar + 4 faar + fein Bee 
Aus [7] folgt aber 
Sata = fn’ar 4 ——— daher 


artı or 


(wart Fan EEE nr et fwor —— oder weil 


æ — * 








[n ai pwon = /n’o*”, fo wird. u 
+ _ gr Ä — 


et Sn’ a” — ee T na, 0. 





Man- sit daher 

n r„"tı,_ vr yo 1. zum 
ME — a a-+-- = pen pr hre2 Sn 5a” +.. j 
Setzt 











— 


Von den Reihen uͤberhaupt. 36, u 8 | 


Seht man nach. einander 0,1, 2, I een .. ftatt r "und bemerkt, daß für r=o das 
Glied or = 0° 4 wird, fo erhält mant 








art: _ 
Ser—=* — 
Zu Lat Nat | 
.. Jnar= > fe 
Lt 13a n+rı ' " x 
um me= wor - — * æxn 


ı. 
n —* 
Sn de einen _ — Bfnt ar Iron +07, | 
m Mei wenn, man, in diefen Ausdrücken ftatt Sa”; In ; [n® ac die gefundenen 


(I) Sr en 





auf ? ” 
r}1 a" 
A) he =, — — 
nat Ina” 


(III) /n?a* = 





a(a +1)(a” — 1) 
«-i a-° + "Day 3 


ar) Ina = Aral  narnet ni tant en, 





— 1 {a — 1)? (a — 1)* J 
n+4 ar! An?’a”” artı 6n?’(a +1) arrı An(a? +4 Iyartı \ 
7) Sn* a” = — — 75 + og _ AT | 
| BEICETIGESTENNGER 
- . ’ a (a f) 
(1) Ste —— —— + 10nta+1 + hart _ 10n? +tsy nem 
_ oo. — 421 (s—1) (a — 1)? Ta IT 


4 Sn(a’ +11a? +110+1)a”t? ala Hat Fat t)lan —1) 
ah TOT ⏑ —— 


sufw, 


$. 366, 


1, Zufag. Mit Hülfe der im vorigen .$, gefundenen Antdruͤde/ it man im Stande die 
Summen folgender Reihen vu finden: . 
1+atra: ta a --a' + a Fre, 
a 2a? + 3a? + 4a + 5a +60 + ..,.. + nar 
a 4a? 4 9a: + 160* + 250° + 36a . ... + nor 
ee ei ae α 
u, 1: m 
ö Bau N "A er 
2. Zufan. Man ſebe durchgangig —.a ſtatt a und erwäge, daß, 
(- a’ = + a; (— au — af für ein gerade n und : 


(— a = — a"; (— ajrtı arn für ein ungeraded rn wird, fo erhält man 
Eytelweins Anaiyſie. J. Band. Jii 


A Neuntes Kapitels. 


Ä LET Na £ taken Fa 
DI Ten TR 3 
nat (+ a” —1) “ 3 
DVCOG -V ⏑üö⏑⏑..... — 


no. na art Zn alter —1),, 
(If) /n(- ar = +. arl Tarp urn — 


u. r w., wo die oberen Zeichen für ein gerades und die unteren fuͤr ein ungerades n gelten. 
ESs lafſen ſich hienach die Summen folgender Reihen mit abwechſelnden Zeichen angeben: 
1 — — -.... C a)". 
— a + 2a? — 3a’ + 4a* — 5a +60 —....na). 


ar ta: — - 9a? + 160% — 250° + 360° UT nor ufm 


-r 


368, | . 
3. Zu fas. Segt man ingegen — ſtatt a, ſo wird: on 
B=& 
a" (a — Nu 
\ J# _ "—1. _ n g 
. , an — (a—1)?a Neu («—1)a" 
=: mE 1) _ 2n m OL 
J a" (a — 1)? a" (“.—1)’ a" Ya J 
u. ſ. w. 
$... 369, 


4. Zufatz. "gu die zuletzt gefundenen Ausdiüde werde‘ burdhgängig - a ftätt'a geſett, 
ſo erhaͤlt man mit Ruͤckſicht auf die Bemerfungen |. 353. 


Sm art +1 = | .. 
Car ernet . 2 
= — 4 
(— a)" — (4 . 
2n, (a — 1) (a” 2 
JE — * (a +1)? a na + (a + 1)’ a"! " 


u. f w. 
Hienach laſſen ſich die Summen folgender Reigen finden : 


tasten ap 
o-1+5-5+%4- Faser 
— 4424 —— — 


u f. w. > 

















WVon den Reihen uͤberhaupt. 5. 369. 44365 


Setzt man in die oben gefundenen Ausdruoͤcke 1 ſtatt a, fo wird. E 


I 0 Se E jr = 15. 
on 131 ) j tn 
.“ Meh=+,—1H 0. 
| “r- .- .. [m a 1 = — * n? +2 == + (n + 1), 





uf. w., wo die oberen Beichen für ein geradet— und die unteren für ein ungerades n gelten, 
Sina erhält man 


ji 
—— IH IH HIHI 
+3 -— O, 
+(r +1, =0—-1+4—-9+865- 5485-944 —.... tm ufm. 
Die beiden Testen Ausdräde mit + 1 multiplizirt: und die Reihenglieder in umgefeßrter 
Ordnuns geſchrieben, geben 
+R-9- ). .. 421, 
G4V na⸗ — (na 1)? + a2? — (n—3)° +a—9:— (a5) +... +21. 
4. BZeifpiel, Die Summe von den erſten hundert aller natürlichen sahen zu finden, 
wenn die ungeraden pofitiv und die geraden, negativ genommen werden.“ 


Hier ift n = 100 eine gerade Zahl, alfo die Summe‘ +3 =. — - = 50, daher - 


0=0—-142-344-546- 74... 90 4 10, 
oder wenn man auf beiden ‚Seiten der Gleichung die Zeichen umkehrt 
— =1—-2+3-475—647-....4.9 — 10, 
wie verlangt wid. . - 
2, Beifpiel. Die Summe von den Quadraten der erften zehn natürlichen Bahlen zu 
finden, wenn die ungeraden pofitiv und die geraden negativ genommen werden, 


‚ Hier Ift.n == 10%: eine gerade Zahl, alfo die Summe = = Sr * 55, daher 


= 6144-9414 44-1410; a. 
oder die Beichen umgefehrt 
55-1449 1043-040 4481 10. 
3, Beigpier Die Summe der Reihe 
- a +m- 2 — m, +...+3% 
zu finden, fo “ m, ‚ne daher — 
2m. + m’ — m 
— 26 I, =— ( mW tm-i 
u (m — 2) 


N‘ - 
90 . 0.1... 3 9 3 0 0 0 


+2. 2. eHRrE2 


wa 


Hr 


oder, wenn S bie Summe der gegebenen, Reihe waerhuet u eh kon Bee i 








n,+ | 
25 * n⸗ — G — )ä—. .. +22) — (m ) zn . | 
memdren: . +2], 17. + 7) + at oder . 
=(m+1, + uinwre än oder | u 
SB TE EREIGERR 


- 2 
* — — = ma 7 (m — 1), —8 — (m — 3), tr md: .. Fr Ja E23: 
wo ‚die e oben Beichen fü ein gerades und die unteren für ein n ungeraded m gelten, 


‘ 0 A 
Bedeutet k irgend .eine; ‚ganze oder gebrodpene,, pofitive, ober ahetie Bu, fo ot man, 
wenn ak ftatt a $. 365. gefegt wird: . | 
mtk_4 - 0 
Jar = =; - u — — i- _ \ N! 
Fran nett > Fe, v 
* — CIi ——— rn ! - 13% _ 


I 
_n arırk Ynakwtk af (a 9 (afrı —1), 
Sn? akn = IT — — A75 — 4 — 5 
u. ſ. w. . 
g | 4. 

Mit Hülfe der $. 364, und 365. gefundenen allgemeinen Autbtlce tape‘ ſich aus jeden 
gegebenen allgemeinen Gliede, welches irgend eine rationale ganze Funfzion vom Stellenzeiger rn iſt, 
das zugehörige ſummirende Glied finden, wenn man nad) $. 360, das gegebene allgemeine Std 
zertheilt und von den einzelnen XTheilen die Summen ſucht. 

Die folgenden Aufgaben enthalten einige hieher gehdrigen Faͤlle, wobei zu erinnern iſt, daß, 
ſowohl in dem allgemeinen als auch in den ſummirenden Gliede, nur der Stellenzeiger r als ver⸗ 


aͤnderliche Größe behandelt; wird, und daß andere ſonſt veraͤnderliche Beäßen , Wie a. % LIREer 


| hier als beftändige Groͤen behandelt werden. — 
g. 372, u 
_ Aufgabe. Das allgemeine Glied -einer Reihe iſt * 441 n° 0; man n fon das 
jugehdrige Summenglied finden. | ⸗ 
Aufloͤſung. Nach $. 362, iſt . - 
Sn = Sa + /nb #\fne = aft + on + kan j | 
Es ıft aber KF 364. 2 
=n-- A. | oo. 68 


Br = ir(a-+1) —— 
—— PETE 





Su u Bon den. Keibin ahehaupt. . 375. . | | 437 


daher findet w man dad Summenglid 
Sy = (an ) ich ind + En an) c]. 
“ Die dazu gehörige Reihe ift 
— INH NHL NH icHtehetn Du 
Ze Sr | 
Zufſatz. Für c=o erhält man die Reihe 
+ (a-+2) + (a-+22) + (a-+32) + (@a+4b) re ... ‘tr @ + nd). 
und dad dazu gehörige Summenglid 
- SChrh)=atl (tin) 
guͤr 6 findet man die Reihe 
a-+(a+cJ+ (a7%.) + (+90) + («+16.) +...+ (tn Zu 


und deren Summenglied 2. 
or ati) = — ———— | 


Waͤre dad allgemeine Glied = = (a + nb) on — nd); ‚gegeben, welchem die Reſhe 
ac +(a-+2)(c—d) + (a+2d)(e—2) + ....+ (a+nd) (c—nd) 


entſpricht, fo erhält man 
Y;,Yz=zacHtn (be—ad) — n®bd. 


Vergleicht man diefe allgemeine Glied mit dem $. 372, gegebenen und ſeht haſelbſ ac, ſtatt 
a; beiad ſtatt b und — bad ftatt c, fo erhält man das Summenglied 
NM= rd fac+änc—ad—En(2n+1)ba]. 
\ §. 374, | 
Aufgabe. Das allgemeine Glied einer Reihe iſt (a —8 man ſoll das Summen⸗ 


glied derſelben finden, 
Aufloͤſung. Fuͤr das allgemeine Glied erhaͤlt man 
Yn = (atnb)? = a! + Ina?db + In?ab* — n?b!, alſo 
Sr 44 9a’b/n - 3ab“fn® * Btfm. 


Es if äber $. 36, 5. . 
“ gi =n+1 u " . x . 
fr =än(n-+1)’ u u - 


Sn? = In (n-Fi1)(2n-H1) und 

[n = an (n--1)?, daher-findet man das Summenglied 

Sn='’# a + 6na!b-+2n(2n+1) ab? 4 n® J 
Die zugehoͤrige Reihe iſt 
a4A4 —2 +a@+23° + (+39): Fiat) +... + Grad. 

§. 375. 

. Aufgabe. Das altemeine Glied einer Reihe ſey y4 = (at nbtnrctn d) 0"; 
man Ton das sugehörige Sanmenolier finden. 


* 





Be Zehntes Bari: 
. Auflöfung. Nach $. 360, iſt Ä ee 





en Syn m af + bfn® pr tem ‚ 
737 277 2%. ee | —— 
hg, u .. 7— 
— Sa" = — | 
xt a) u a ln 





1 \ n 
In = — 7 (x —1)? | 
nt _ 2m | sen nn — ze 
) 


ke xl (s—1 (ss — 1)* * 
on Int rt InkcHi)attr. \ PHP OHREN: 258 
fpe=" SI em ten n BE J— 
Hienach findet: man Syn.0der . „ .. 
42 ?c+n3 nr__a +2 3n2 "Hi _, 
jur nb-t n? center ans tneh main - tretz IE: " Amann = 
J U— Hari) _. dat’ +4 +@’— N, 
. (v—1)? wen! 
u Zr 5 376, | 
\ | Zuſatz. Für d=o wir 
n— (a+nb+n?)a"tt a (b+2n)a"t— dx 1) (x"—1 
M) Satnbtn Te AN Heinen, 
- Hierin c=o0 gefegt, giebt Ä ” " 
| a _ latnbatti—a _ baik”—1) Ä 
(I) Sat nb)at = HIT — Rad" - 


Hierin a = b — 1gefeht, giebt 
. (II) fa In) = U+mMt—1 _ xt") 








s—1 "nr u 
Fuͤr 4 — 1 und 22 in (I) wid T 
2—— 2———. 
mw) Si+ne = ertbel ot _ een ), | BE 
Für J— und 3 0 in (I) wid a 
" —1 
.M Sa" = - wie $. 365. (7). 


Ä Für x = 2 in (II) wir 
‚en Satrnb)r = (a+ ab) 25 27 —1) — a. 
Fuͤr — 5 flatt din (II) wid - 


(HI) S{a— nd) ar = (ende ne | been, 


s—1 xl)? 
Durchgaͤngig ı ftatt x in (ZI) geſetzt, gieb: 
van at — a ("tt -N—nb 4 (1) 


de ,„ FR 











25 


Bon den Reihen überhaupt. s. 377. 439 
| Darchgangig — x ſtatt = in (IT): geſetzt, giebt für eine Reihe mit abwedhfeinden Beichen 


— tletabet te \ dx" —1) 
(IX) Sla+rb) — x)" — — J + C++: ” 





| wo ‘die oberen deichen für. ein geraded, die unteren für ein ungerades ante. 


Hierin a—=1 und-5 = 0 giebt 
„rt 
aM - a BE 

Für z=1 ir (IX) wird RE 
AT) Sata) — Hetzdite | bein, 2 

Hierin a — 31 gefeht, sit a I 
V)CV— men, 
In (IL) werde ac flatt a, ad + be ftatt b und bd ſtatt c gefeht, fo erhält man 
(XI, Slatnb)(c+nd)a”. 


_ (+nb)le+ndatt—ac _ (adt bet inbay tm (sd+be)r + bdx(w +1) («” —n, 
— s—1 «1? &—1)? 


Durchgaͤngig — &, — d und —.x flätt b, d and x gefegt ‚giebt 
(XV) SD" (—nb)le—nd)a® 


_ e-eDezmdee) ta (ad + be— Znbd) x (— x)” —(dd +be)x __ bdx(e—N[-ar—1] - 
+ (+1? Te 
und wenn man "Sierin cz. wWb=-d=r=i1 feßt, Ä 


a Kun p SEHEN teen (a4 Yet Plan 


8. 377. | 
(a +r h) %,tn 
Pr 


Aufgabe. Aus dem allgemeinen Gliede dad Summenglied su finden, wenn 


En und Arm Binomialkoeffizienten find.. 
Auflöfung. In (LXPT) 5,38, werde a —4 ſtatt amdrt-n—1 fatt ¶geſebt, 

ſo erhaͤlt man 
Din + (@el)un — ——— —2 oder 





— —E — | Pr+n | | ” 
; BER erezicrt rm _ « æ G —- 4 ee]. 
N Pr4n Pr 3 Pryn Pryn=i | | 
Durähgängig mit Ah multiplizirt und dayı z Ze addirt, giebt In, 
(a+ n h) artn — 2a +(x ta=?: + 1) h en ur 1),4n + (a— Nun] oder | 
5 ‚Pr r+n B rn * Pin ß nd 
. T Prtn 2 9 Prin—a ‘ 


‘ 





- 


. 440 N Zehntes "Rapitel, : : 77⸗ 


Run iſt nach h. 40. (I) ln 
&rtn FE, & ld @—1),_, 
Brn e—B—1 Pre u ” Pr ——l j 
Hienach findet man auch ten 
&—-Drpn — ——— —— — 
rn — x-A- «—p—2 —* Pr —=] 
a v1 (æ 2) in _ (a— 2) na 
Prtn-ı — -4-2 BA Pr j 
Diefe Werthe in den vorftehenden Ausdruck geſetzt, fo findet man: 
SE - _—_.2ax tl +P—2r+V)ch —— a («—1),_, 
2(«—P—1) Pryn P-=ı ]. - 
_&le—l)h (x — 2), + u N _ (a — a _ (e— 2), 


Tr — 4 — —2)- Prim , Prin=ı Pr—ı Pr 
oder weil nach $. 38. LXVI) ee Br 
Mn C-Dur arten Chr 


Pr-tn Prin—ı "—l 
N (2), («—2),, — 444- 27 42 2), _ 
Pr Pr-a .—i Bar Re 


it, fo erhält man auch nach gehdriger Abkuͤrzung: | 
/ (ankh) rn __ [« + n (x B—1) tdi] ek — [« _ (v—r)h e (æ - 
Pen 





hr? en — A rn 
| Ä 1: 6* 
j 1. Zuſatz. Sr fe — 1 wird %!—= (— 1. = (— 1)" 6. 33,), daher | 
nah—(r—2h r 
GW; sata tert Je-2++[e-2=}} J— 
dododer a — — 1 geſetzt, giebt 
— —E 4241 [.- (+) r: 
anf Pen 0” tr UL cu en * Aa EEE 


Für r = o entſtehen hier und $, 37. unbeftimmte Ausdrüde, Beil. aber $. 38. (AZ) 
te — Ya ie I Pat np ern — ar ift, fo erhält man 


Bar 6+D,.- Pr— 
(a-+nh)«, = [a na BN)h—B—1)H] a1), | [ 441 
(If) ar en am — — 7 


Im) sy arm + le + +2] @ 2, | 
| ua — ———— a+1: » 1e+ 
nf = + le + R+3 CET TR Ge [.- det | 


an 441 
mE dm —— 


‘ d 
— 
° 
- . 
ü . 
N 
J ' 
= ’ ” s 
f 
. 
— ⸗ - . . 
, 
» ® 
- . 
‘ - 





— * ) 


— 


Pr 


‚(vIr) JS-Vus = = + (a. — 1) 
N” nt, +1 
um — = E+D Br + +2 
wo durchgaͤngis * obern Zeichen fuͤr ein gerades, die untern A ein ungeraded r seiten. 


| ı1 _ 14 ” . r 
2. zuſas. es iſt 5 Fr = rn = Inc ee zi und nad 
J. 38, (XI). | 


ß, rIß, 














WVon den Meißen uͤberhaupt. b Ir, 441 


—— 1 
B—n,. = rn Baer SRS @— 7), arlauetr Bm ’ alſo 
(“a+nh)e, (“+nh)e, 
Fr, —r. 7:8, ratrePrn oder 
f (a+ nA) co, 1 (a+nh)e, 
n+i..n+r. Prim Ip,  P | 
Wird hienach in (III) 8. 378, 8 — r ſtatt 4 beſebt/ ſo findet man | \ 
—— 
JH n+l..n+r.ß,. rin‘ \ , \ j J 
4 —— ————— o(æ — 1), ‚_AT,— ch P-r+1_ 
=, tr Dr — — | | rn er 
ee eh wird ur 
an) · —— [ 20 | _ Lortl ] 
r+1).. S—— rip, np s—ß+tr—1 
Hierin r = 1 gefebt, giebt . 
f &n 1 (a1), ß 4 
| (n+ 1) 7 ? IR =Ae—T, at 
‚oder a — — 1 gefeht, giebt wegen |. 33. | 
( 1" 1 „4 =] 
au SFT ntrefm FB, + BF Dun. t A—r+2 .. 
(er 1)” — 4 __R°‘ + , _B_ " u eo 
Sn; u 4 [+ GrDe-n, + Frl W 
und wenn man in (If) 8 — — 1 fest, fo wird , " 
(— 1)" 1 ala — 1) 
(17) (a-+1)...(n+r) — rI(@+r) + en 
1 ſt ee] 1* 23 an 
rl "srl Tor IT ar 
Eytelweins Analpfis. I. Band. | RE 
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$. 380. \ j 
3. Zu ſa 9. Die Reihe, belche dem 8.377. gefundenen Summengliede mtr iſt 
——— Et. data ze —* 
In dieſer Reihe vertenfie man rmtr—nh ‚mit — hwdamta-tnh, ſo wird 
(a + nn) a mh HeesetnngD. 


. Eben die. Vertauſchung werde in dem Summengliede $. 377. vorgenommen, fo findet man: 


Kun (+ r—n—1)h]: Bd, («—Bynh+le—n—r)h (a — I), ns , 
(1) SKatnh), = +75] G-D, —[. — aD 


g. Er 

4. 3ufaß. In $. 38. (XXVII) weitem = r + n und a=ma—r + 1 it, 
ſo erhält man 

| (tn) _ Sat Dr 

(— ayrr (a + A)rtn == = — “ + r— Din und — pr Don | 
Nun fee man — atr — 1 ſtatt æ und —A + r— 1 flatt A in S, 377., ſo er⸗ 


haͤlt man kn _ 
& n , 
ee | | 
— BE ———— ——————— _R— (41)4 G-rD 
= q@ “— +2 Greta «+2 — Tre 
‚Hierin = = r giebt N 


AN) St na)etmm=[a+ re J ron Br 
und wenn — 0 geſetzt wird 
AM) SctrYa+n.=[e+ er ru (o In + 1)n- 
. Hierin a = 1 und h= 0 geſetzt, giebt 
(IP) Se + 2) = (@ +7 + 1). 
In (IT) wede a — r gefeht, fo findet man. 


a+nh (r-+1)h 
m, a [+ 


, 


’ + n{a—r—T)h-+ ph r+ + 1 
| FE TDT 1 p=r—? B-—Detmm 


Hierin r=o vn giebt * — — = Diefen undeftimmten Ausdruck zu vermei⸗ 
den, werde 





* seſett, ſo — * man 4 für r S 0, daher wi - 


— —— + ſ a 
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und wenn man a — 1 und ar = o ſetzt: | 
. 1 n 
u FI fern; = 7 EHE Te — li- =] 
- Nah (XIIF) $. AO, wird ferner | 
(FI) [etwa tr + Yan 0... | u 
(IX) Se — nn), = (a + Drp — (8 — nah 
und für « = o in (FIII). wird — 
| ) Sr = a + Yrn. | 7 


382, " 
Nach der eingeführten Beyeichnung laſfen ſich die Summen mehrerer Reihen auf nachſte⸗ 
hende Weiſe ausdrucken, wenn bier unter a, db, Ah, a, A, = alle moͤgliche poſitive oder negative, 
ganze oder gebrochene Zahlen, unter n, m, r aber nur pofitive ganze Zahlen, und unter e die . 
Grundzahl der natürlichen Logarithmen, oder e — 2,718 281 828459 . . . . verfianden werden. 0 


| Auch bedeuten bier an; An; «+ «+ +» + Binomiglforffizienten. 


Nach g. 39. (1) ift | | | - 
DyY,—(l+ 8* | | 
Für a = — 1 wird ($, 33.) u u 


yo bafüemi 
Yy— 1 = 3, oder — x ſtatt © gefeßt 
ar = ‚ oder * ſtatt x geſetzt J— 


| t —* _ A j . 
in’ und — * ſtatt = geſetzt 


an De a m 
. (NW 
(II) Ya, = 2 
IM) Y— Ara, = o 
(II) Yamam — (1 +x)° t Az x)” 
.. Ya = 2 


F) Vom at = - + x)” * — 2 





1 
1—x% 


un; 


dd 


S Aantı = 2 . 
FD) Ya + Dat 2) nut = aa Nari+ay 
Ya+9 (n + 2 an = ala — 1) 20% - 
ira +Do+ Yan = 
(Fun) /(n-+1) (r-+2) (rn + 3) 0.1,” = (a 1) (a — 2 (1 + a) 
(FI) Yan + 1)? 04,2” = afax + 1)(1 + yo ' 
1) er rs = “ei: c* + Ja — + Bram 


- “ 
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X Ya + Van. J 
(X) Ya-rnıa,a* = (a -a.xr + ah) (1-+ ae. ⸗ 
Fuͤr a — 1 wird Bu 
Ita =(i1+x+ a2) (1 4 u 
j) s— ax +chx ” J 
VGilr) — heat 0 


x 
un | a _ Tier e—te he? AR, 
@+D(a+2...(a+r) .(npr) — +1... +2.0 +3... .atrr.a" 


u Ye =” _ Ad+oet—i u 
ati "c+D“ 000 | 

a YA æ, oe 60—— 30 | " . 
@a+Da+D (x ) ( +2) 5? | .. 


j EEE — AH 1 (a + 3a +3), 00? 
G+DG+Iar+ > TECHN EFIarI —. 


“ | 

ar) Se ar = (+ 20) 
ırı.3. dei — — “ 

V) —— 5 45) 


(XFT) u + n — 1), ey = a“ 


ru. ® 








 arın (a4 — 1 1 | 
“ II) (ern), v1 == — ern] ($. 40. AV.) 
1 — 1 v 
Je — — [= Ta —| | | u . 


run) S(e-+nh) (en), 

m (a— ch— let + Den —a J+(r+Drle £r +2, — («+1 ..20. XV. 
(KIX) Sr + Mn) Gontenpı = (re (40, KPIE ); or 00 
(EX) Set +r tm = (+ na tr +n+ 1 (. 4. XXX) 

(AXI) S—- 1’ + Dan = to. — r— 11 ($ 4. XXX.) 


\ (RX y En =T — 1 ($.162. Y1.) und - re 


Js: = e*, 
n 


Für = — 4 wird ” | | 


u Er =e, 


oder — x flatt gefegt 


. — Iyn HE RER 2; — 1)” Pin 





* em 








(n+ 1J!. * und nl. 
‚1-1 _ 1 El 177 1 N 
yon 1 — und nn =7 
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(XXL) J= = = mÜütrn (464 V) | 
(4 ng x) u ' 

(XXI) —* man & 164.7) 
ar) Er — +3 

















Nantes 6 164, VI.) nu 
. an1 x —*— 
3 ⁊ ar XL | 
ar), (= . 109. ix) | l u 
(— —XF pr , . u \ 
(XXVI) Jr a =sn® (168. 1) 
_ (XXIX) D= = cosx (8. 168. II) 
(XXX) \ Je D=lm2 (AMXU) 0 . 
1 I —21 ” ’ ’ . — 
(XXXI) —— —21 G. 164. XIV) | 


tip‘ 4 
(XXXII) | HDarF3 = Ign?2 G. 164, XV.) 





—_ dr „ertı Ä | | 
(xxxı) V SI — = Arte ($. 171. 10) en | 
—1 | * 
_ (XXxIP) —* = a= 6.17) nn 
- 14 1 Li x v N 
XXI) [urDangs ir 12), | | N ur 
1.3.5....2 u EEE , 0, 5 
a Oo gene GIRL 
Wird —— Kur 2 dividirt und von RR ) abgezogen, fo findet man. | 
. ' 94 
(— N)" _ | oo. 
. — 383. 
Jede Reihe a , 
Se = 4+ Aıx + 4,2: + 4,2 amt... 


deren Summe fa befannt ift, wenn-f das Sunfzionengelchen bedeutet, läßt fi in eine andere von 
der Form 


- A A te et... An art — 
durch folgendes Verfahren verwandeln. | 
Man fege In die gegebene Reihe und in ihr Summenglied, ff ftatt = ſo wied on 
= SMALL LT A. LH... HA, | . 
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Durchgaͤngig mit x* multipliziet, giebt ”- | 
ef) = A + At AR tl 4.5.4 art, 
St daher 


(I) SA" = fx gegeben, fo findet man daraus 
(I) SAnartt? = arfle), 
Diefer Ausdruck gilt eben fo für unendliche Reihen. 
So it z. B. $. 365. (IT) 
nat x (x” — 1) 


jyh®= — 





dahet wird auch 
F n autnetr „er? (zP — 2. 


SnaatrP am 
—1 af 1)? 


. 384. 
In einer jeden Reihe von der Form 
s=-4+42: +49 +40 +4. . .. + A + Anett. 
giebt ed einen Werth für a, welcher jedes einzelne Glied diefer Reihe, wenn ſolches ohne Ruͤckſicht 
auf das Vorzeichen voſtiv genommen wird, groͤßer macht, als die Summe aller nachfolgen⸗ 
den Glieder. 
| Kann man diefen Ss für das unbeſtimmte Glied Ana” beweiſen, fo gilt er auch für je⸗ 
ded andere. Man feße daher 

g = Ant + Ana +. j + Aa hi. .. 
Waͤre Antr der groͤßte unter allen Koeffizienten dieſer Reihe, fo wird 

S< Ana + Art? + Anprat3 — u... oder 

S< rat ic + Han... 0), oder wegen 


= =1+2 x +2? +24... erhält man auch i 


Ss < ——— Arte . oder FR < a = wenn nach $. 15. voraudgefegt wird, daß Anz" po⸗ 


ſitiv iſt, alſo Dies Glied, wenn es negativ > fm ron poſitiv genommen werden muß. 





⁊ 





A, An 


— ⸗ 1 alfo S“ < Ana”, 


"oder ed giebt, wenn Ana“ * Ruͤckſicht auf dad Vorzeichen, nur als poſitive Größe Angenoms 
men wird, einen Wert für a, durch welchen — | 

4.2 > Amt + Apart + Amsatt +. . 2 wir. - 
Vierbei iſt uͤbrigens vorausgeſetzt, daß feiner der, Koeffizienten unendlig groß wird. - 


- 
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$. 385. 
Dur) angeineffene Veränderungen in befannten algemeinen Abtdricen- (dt ſich ſehr oft 
die Summe Ba * Reihen finden... 
| 1 b+xs. 
So iſt = u rt — rm . 
wonon man fi) leicht überzeugt, wenn man die Brüche auf einerlei Nenner Bringt. Hierin nad 
einander c, d, e,.... ſtatt a gelebt, giebt . 


1 _ 1 ,b4ei1 ._ 1 Kire (di b+d 9) 
a—b tere ne Far rat ar 3 


| 1 _ b++e b+dfi1 ;Öd+re 1 

ab = + (a -0) (44 4) * a+d (+ + +, 55) 
1 b+e b+d b+e b+f 4 

re Faraera taraarn t + (4 A ERE 

und wenn man auf diefe Art weiter fort gebt 

1 — 1 b-+c b+d ... 

3 = sr Tarot t Grat r — + NT, + . 

wo a, b, 0, d, e, 2... gms willkuͤhrlich anzunehmende Größen bedeuten, 


J wird fuͤr ** oh = ._ ** Je , . .. 


Hiebei iſt zu bemenen ‚ beß man bei unSegrensten Reiten n nur dann durch Büfammenzäßfen 
der einzelnen Glieder einen anndhernden Werth für die ganze Summe der Reihe findet, wenn die 
Glieder der Reihe abnehmend find ($. 356.). 



































Will man die Meihe bei irgend einem Gliede abbrechen, fo darf man nur den Sroänzungd« 


bruch ſuchen, welcher dem leuten Gliede zugehört und denfelben vom erzeugenden euch abſiehen, 
ſo giebt dieſer Reſt die Summe ſaͤmmtlicher Glieder der Reihe. 


Angenommen, daß die vorſtehende Reihe bei dem Gliede ——— abbrechen fol, fo wird 


ii 1 Bb+c b+f b+g 
a—b tr re al ers + are euch Babe 


1- __G+NG+gL he, _b4+4 4 
5 er Nletske = as + ersteren + trans + rar + Nee 


- Andere Heiden entftehen, wenn in —F z=o0 gefet wird, dann erhält man 











1 
a—b a 1+2 nt 
daher findet man durch ein dem —2 ähnliches Verfahren, mit Anwendung von [I J. 
1 1 _ ++ -c 1 
a—b seit; =3+r: + arc'’a—b 
1 1 


„. 22 2649 1 „1 bo, bibö+.ß (_1 b+d 
- et — — —*— tiert zer (at) 








- 
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und wenn man auf dieſe Art foet fährt 
1 _ bite) _ 4 | B(b+ +2) + B6+ICHÄIEH | 
ab r + zer + a(a+.) (+4) a(a-+c)(a+d)(a+e) a(ate)(a+d) (ate) — 
u + ASYGAG. . +! 
T ata+)latd)(ate)(a +) (at) ! 
zei .B.a=5, 3, c=4, d=8 e=12, f=16,..... gefekt, fo findet man 


en 3.7.11 3.7.11.15 | 
a‘ 1-11 + sat muntnenat: . 
Fr laͤßt fich wie im Vorhergehenden bie Summe einer beftimmten Anzahl Slieder finden. 


Durd) Anwendung ded Ausdrucks 
1__- 4 ob 
ars * a(a-+ 75) 
und anderer, laffen ſich noch mehrere dergleichen Reihen bilden. Died Wetfahten 7 bat zuerſt Ni- 
cole in den Memoires de Pacad. de Paris, annde 1727. p. 361 etc. angewandt., 
Roch andere Verfahrungsarten, wie mittelſt bekannter allgemeiner Ausdruͤcke die Summen’ 


von Reiben gefunden werden koͤnnen, find in den folgenden 5}, enthalten. 


| §. 386, 

Ein anderes Verfahren, durch welches die Summe mehrerer Reisen gefunden werden Fann, 
befteht darin, daß man von einer willkuͤhrlich angenommenen Reihe, durch angemeffene Abaͤnderun⸗ 
gen derfelben, die unbefannte Summe wegzuſchaffen ſucht. Nachſtehende Beiſpiele dienen zur Er⸗ 
laͤuterung. | “ 

r 1. Beifpiel. Es A S die unbefannte Summe der Reihe 


0 etatante tan — apa all 
Ä s-i=- Htastant to 
ſo wird, wenn man diefe Reihe von der darüber ftehenden ze 
. za ‘ 
. — Sur Tr GFHLHEN rt. +7 (+n5— —H (and) + ap , 
” —* 1_ ib * — —. mung wird 


nn " __ ur 
a(apnb) — za) * GFECHEN + GHIHGFIR *. 22* J (+n5-b)(a+nb) 


2. Beiſpiel. Man ſetze 


Sa 4 1 
5 — GrHCHE GrIHaF3N GrBGHEN P . .. alſo 
1 1 1 1 

2er = — GHbjar2D), + Gr) + (+35) (@-+4b) + J ——&ã . . 4 


und „sehe die untere von der oberen Reibe ab, fo wird 


3 


. er = = FT +7 Gr Ser (2+35) +: — )(a+4) + .... folglich ° 


SHE = zarten Fr ....... 
. \ Für 








- 


8 
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Fuͤr — 31 ve 
T rer tt 


3. Beifpiel, Für 


— a a(a-4-h) 
s=1tTtriemtr 


= erh ı 
Singen t 


«(a+h)(b — 4) 





8 


o(a-+h)(a+2%) I 
(EDIT 


a(ark (a+2R) ı afa+h)(a+2h)(a+3h) + 
( +aG+2n 7 b(&+A)(b+2H)(6 +34) .... 


und wenn man die untere Reihe von der obern abzieht: 


a(a+h)(a+?2h)b—a) 


= 7° ur 
+romTr Biö:+R) (+25) ——— — folzich 





-ala+h) 


a(a+h)(a+2h) 4 


4 
I = a — 
4 Deifpiel. Man fee . 
8 * , 
SS etcmtantantint . . ſo vin 
— + 3 tm . . . wm 


1 
>=-,77% 


_ die beiden legten Reihen addirt, giebt 
(x 


1 


- Br 
’—15=- 0,777 


2a-rb 


_.e __*% _ 


25x? 


0*+ . 
Suuirr 7 Zu Binnen 


2bx3 25 x* 





*7 (+25) + (@a+b)(a + 32) + Fre re [7] 
Hierin & = 1 gefebt, ſo oeſchwindet S und man findet j 


* e=mb=1 wird 


3 
mistsatsstastsntastie 
md fr a=mi1 und 54 


3 


erhält man 


2a(a+b) Zala+b) — A + ESITETL) + GESTT (a +45) +. GIS CHEE 4 .... 


sent: tat et 


Wird hingegen in [I] = = = — 1 geſetzt, fo ſndet man: 


ı [7.14 
Tata = 20H — (oroNersn + Gran — rm te 
mw fra—=mb—=1 wird. 


1 1 


1- 1 
ann 21 3- 


345 te. 


Die vorftehenden Summen laffen ſich auch auf fols ende Weiſe ausdrucken 
—— 


= ’ ı 
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_ 1)? 


FFTLICETIE TI 


La+b_ 
Za(a+D) 


1 
Za(at+b)° 
1— 


In 0. 
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$, 387, | 
Dadurch, daß man die Summe einer gegebenen Reihe als Sefannt soraudfegt und duch 


Abänderungen der gegebnen Reihe einen "Ausdruck zwifchen befannten Größen. und diefer unbefann« - 


Pr 


. ten Summe zu erlangen ſucht, laſſen ſich ebenfalls mehrere Reiben ſummiren, Wovon · hier einige | 


zur Erläuterung diefes Verfahrens angeführt werden ſollen. \ | 
Wäre S die unbefannte Summe von der Reihe nn | . 
ser tetret hate, fo wird 
See et, te tt 
. ee he. yet), oder 

sS—aır + TH — = PS, folglich 

Sfr et 

—1 


Das vorſtehende Verfahren unterſcheidet ſich von dem vorhergegangenen . 386, - dadurch, 


daß hier die Summe der willkuͤhrlich angenommenen Reihe gefunden wird. 


> 388. 
Nach 146. [34] ift 


2 Sin cos ß = sin n(@-+ 8) + sin $—B). 
Hierin nach einander a; a+ f; a +2P;.... ſtatt p geſetzt und hiernaͤchſt die auf⸗ 


| einander folgenden Gleichungen mit x, =, &! .... multiplizirt, giebt 


2sinacsoßf= sin(a+Pf) > sin(c—Pf) 
2x sin(e+P) cosß=x sin(@-+2P) x sina 
2% sin (æ 24) oß= x* sin(a +3) + &* sin (a + P) 
. 2x3 sin («4-3 P) cos = x’ sin 44) + x sin ren 


ee ee de Zn Zu Zur Zur u er ee. 


ai sin (e-+-nP— P) cos B = —— sin(a nf) . + 2° sin («+n2—2P) 
22" sin(e-4-nPf) cosß=ar. gin(e-nPß+P) a" sinlatnd—P) 
zart sin («+ na $) cos = art sin (@-+-nß-+-2P) + art: sin er nß). 
Bur Abkürzung feße man: 
Safer sin(@et+-nP), 
fo findet man für die Summe der Glieder auf der linfen Seite des Gteicppeitögeichend 
25 cos f + 2a”t! sin (a + aß) cos ß, 


und für die Summe der Glieder auf der rechten Seite 


2 (S— sine) + &* sin (@+r#+P) + art: sin (@-+n8-28) + sin 5 4 cs, 
Diefen Ausdruck dem verfienden gleich geſetzt und daraus * entwickelt, ſo findet man, 


wei $. 146. [34] _. 


2 sin (at nß+B) 000 8 — sin (an B-b2P) = sin (@-Fnß) if, 


n ort sin (+2) — at sin (e+nrp+Pp) +sina—xsina—Pß) . 
0) Sarsin(a+nß) EEE 227 2 esse 


x 














Bon den Seifen aberhaupt. 389, 551 
Hein — a ftatt x beſett, Pop wegen (— x)" = (— 1)* 2” 


a Sr +x" Kain tuntet ————— 
In (A ) werde 2—=1 geſetzt, fo findet man nad) $. 146. wegen 
..  sina— sin (æ — ß) = 2cos (“—5P)sinäf; [38] .. 
sin n (at np) — sin («+nP+ P)= — 2cos errATER) mh; I [38] a 
cos —— — cos ö = 2sin(e+5n) sin m Bi [40] ‚und 
| | j 1— csoß= 2 (sin); 3] 





J J + 





| sin («+ np) sin 3 | | . 
(III) S[sin(@4-nP) = — a FE 0 
„Hierin Aw gefegt, giebt j Ä BE 
5 F in? st j oo. | | 
(17) sin + = — sin} « 


Sucht man die ganze Summe der Reihe (I ); fo denfe man fich die zuerft. gefundenen une 

: tee einander ftehenden Glieder ohne Ende fortgefest, bezeichne If x” sin (e-+nPß) durch S’ und 

addire die unter einander ſtehenden Glieder, ſo erhaͤlt man — 
ne nl + es - BEE 

und hieraus S’ oder on 


(7) !f x" sin («+nP) = Meran, 


‚Seo S1 wird 8 * a, oder wegen R 146. [38. 43,] °. 


Fr Yan). 
und für F= a _ . 
(HU) Ysin (n+1) a == Zootfa. | 0 N. " 
In (A) wede & — —1 gefest, fo erhält ı man wegen $. 146, [37. 4] 
FU, Y—1r sin (@+nf)= — — — u 
und für A=a . 
ax) YA on No—huin 
n(YE und (vım) werde A== 2 gefeht, To erhäft man 
(X) [sin 14+2n)a = Tein z.= 3 cosec a 
(XI) (— 1)" sin(1 +2n)e: = 0. 


J 





389. er 
Zuſatz. Seht man I nt a ftatt @ in (T), -fo wird wegen . 146, [127 _ 
j hosen tel tnE+ resume) 
w. So" 00(@4npf)= a ezzm(eon an 
| Ä 2112 


\ 











n 


und fuͤr )=e 
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Sen =1 giebt + 





cos (æ 4 hp) sine. * 
(dl) J cos («-Fnp) = = — — 
und für d=o a2: ini 





cos 2 Ko sin —⸗— & 
. (A) Seos(n+1) = — nn 
Eben fo findet man für « — zn + o aus (9°) wegen |. 146, 1127 
(17) Yar oo (th) = /,—CS——. 
Für. x = 1 wird hieraus wegen J 145, [40. 43.] 


—J («+9 = 





an fü p=a Be 


(FT) Y cos (n+1) a = —4$. 
Sn (17) wedte = — 1 geſetzt, dies giebt wegen $, 146. [39. 44.] 
wir) Ye-Dr cos (at) = GER, 
vun) (1° 0 (an +)a=$. | 
In (7) und (III) werde = 2a gelegt, fo erhält man 
(IX) cos (1-+?2n)a = 0 
(X) ur cds (14-2) a == 


41_ 7 
== @, 
Deose z sec 


ßJ 300. 
Bezeichnet N, iegend eine Funkzion von der veränderlichen Größe n, und G eine Beftändige 
von n unabhängige Größe, fo fey für irgendeine Reihe dad Summenglied, oder 
Sn = Na + 6, [I] 
fo erhält man hieraus $. 352, 
“ af In = N. + C,. 
daher das allgemeine Glied der Reihe $. 358,, oder | > 
Ju Syn — "Yu = Na — Na E27] 
In (1) werde m o geſetzt, fo iſt . 3022 )) 
of Yy,Yzy=N 4 C, 
und, wenn in [IZJ n = 0 geſetzt wird, 
y=N-— N, ‚ folglich 
- = — N, Daher nach [1] 
Syn = Nn — Nu | | . 
Wenn daher das allgemeine Glied einer Reihe, oder 
YA N, — - Na-ı - oo. 








Von den Reihen uberhaupt. 5. 30. a4 


gegeben iſt, ſo findet man daraus das Summenglied, oder 
SYn N. — N_,,. oder es ift 
: IN — n-ı) = Na — Nu: 
wo N,„ jede mögliche Suntsion son n feyn fann. Uebrigens wird bemerkt, daß N... oder N 
aus N, gefunden wird, wenn man in diefen Ausdruc n — 1 oder — 1 ftatt n fest. 
Bon den beiden Gliedern, aus welchen hier das allgemeine Glied beſcht,/ toi Nr der erfte 
und N, der zweite Theil ded allgemeinen Glieded heißen. 

- Dadurdy, daß man verfchiedene ganz willkuͤhrliche Sunkzionen von r als erſte gheile des all⸗ 
gemeinen Gliedes einer Reihe anime, fann man zue Summirung mehrerer fehr wichtigen Reis 
ben gelangen. 
| Bei der Auswahl diefer Funkzionen kommt es vorzüglich darauf an, daß —E—— einen 

muſammenhaͤngenden angemeſſenen Ausdruck bildet. 


4. 301. 
Der erſte Theil. des allgemeinen Gliedes einer Reihe ſey N» = 2 +! re + DE, fo 


wird Nu= et und N-, = o, daher 


.eCcHAtnlarDernsg 
Na — Nu, = . (a +nb)(sa +nb+b) folglich 
fec+ntn@erDet u _ = ErNerurI 
(“a+nb)(a+nb-+b) ahnb +5 
‚und man Fann hieraus nad) den verfihiedenen Werthen welche a, ii a, b erhalten können, ſehr 
verfchiedene Reihen bilden. a 


4. 392. u - 
1. Zufatz. Fr “© =ound f= 1 wird | 


——————— er 
(.+ab)(a Fnb + IT a+rnzs+b 


x die entfernte Reihe ift: 


3a + 2b __3a+65 ’ (Zn + I)a- )a-+nen +1) 
TE RNTEITEF Tar3na+35 * 2222 + (a+nd) (a+nb+b)' 


§. 303. 
2, zuſas Fuͤr s=—-1l1m 42 1 wird 
Sf n(?2a + nb + 5) un n(n + 1) 
nb)(a pnd5 +b) at-nd+ 5b" 
Die zugehörige Vi ift 


412 +253_ +35) 32a + 4b) | nQ@a+nb+b) 
* («+ 5)(a +25) + ran 35) + («+ 35)(a +4) tert rrblatnith 
—Wird 41 * 1 geſekt. # ee man 


.[ ra@+3 = et _ nad) 
Serie” + tr ats ts tor an ı 2,5 
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nm 


und wenn man = = 2 und = = je ſebt 
n(n-+5) — rna+3) _ 19: 5. 10 ln) 
7 ++ nr at 13 +58 +5 t78 1°. + («+2 (a +3) 
drta=m1i1mndb=2, —* 7 
n(n +4) „nat __ 1.5. .n(n+4) 
Ser = 324 = 34343 ne to teren 
| . 398, 
3. zuſas. Fuͤr — — — und f= o wird 
“ * 1 n41* 
(Fabatrnstb  alatns+td) 
und die zugehörige Reihe ift oo. | 


- 


4 


04 1. 1 1 _ — —— 
urn t erden tr («+2)(«+35) Haren Tr Horner 


Wird / — 3 * 1, ſo esäte man 


1 n+ 
Sri ME NIC HFE NIE TEN Ve RREEE SEEN 
Sir a = 3 und B.= 1 win 





Sr5er5 = Simenmtatstentre ar tagen 
Sie a = 4 und > = 3 wird 


n+1 1 , 1 4 
JeRem- — 37 + Fr +05 1013 13 + 13.16 + wur Tr )32+7)° 


30. 


Sind Ami Anntah; Anhtsh; + » + . ſolche Funkzionen von N, welche aus A, ent⸗ 
ſtehen, wnn na + 1; n + 2; n 3; ... ſtatt an in Anz geſetzt wird, fo ſey nach $. 390, 
N, * — 4 —E 4 Anhrsh + oo. + Anktrk 
wo r irgend eine ganze Zahl bedeutet, fo wird 
Na = Ann + Anıın + Annya + 0. + Arnprnen und 
N_ı = Ar htAt At A daber _ 
N„ — nr =“ nh-ırh — Anh und‘ 
—F == Aus Ast An + Ach A 
folsuh 
(I)- S (Anti 5) Anz Ana t::. A Aa Art Asch A +... +45) 
Hierin 1, 2, 3, . . . ftatt A gefeßt, giebt 
IM SA A)=AntAntAnst +4 — (444; +44, +. .. +4) 
(If) JS Autor — Ar) = Ant Ant: .. + Antır— (A+4;+4,4+4 + :..+ Aa) 


(IP) S A Akte .. tAme— (4 .AA, tt 4) 
u w. 


— J Von den n Reihen überhaupt. $ 39, _ I 465 


6, 396, = 
1. zuſatz. In (II) werde nach einander 1, 2, 3,... ſtatt: r geſetzt, ſo erhält man .- 
{) SA — A) = Am — A 


A) am mEAhnt Ah At | nn 
UT) She — AD = A + An + Am = AHA + 4 | 
am . 
. . on ‚ §. 397, j J 


2. 3 u ſa 3 Wird 7 





— ſtatt Amr geſetzt, ſo erhaͤlt man — 


— Antteh — An 


Anirn An Anh t Annprh 
und eben fo wie $. 395. . 


Ann Anh. 
Je= Statut tzs J— Halt rt 











$. 398, | 
n ‘ 2 44 
Man ſetze 4. er fo wird A == 0; A, 25, A; — 2et4R, or... ‘ | 
a — De 
— — —A rbß ne 
Art An ö— — folglich §. 395. 
———— B _ (n+1) —— 4 —— — 4 4 —— — 
= datnb)latnbtrb) arnb+b a+rb+2b oo +nb+rb.- 
_fatBß , 20+48 „-3c+9B ner 
_ _ [+ +73 +25 + a+35 + ot atrbm —b 2. 
1. 39. 
1. Zuſas. Fuͤr e — — 1 und p=+ wird. 


n(2a+rb-+nb) —_ (r+1)(n +19) ("+22 (n+2—n -(n+r)n u 
+n are rnit ) — ra+nb+b) Tr. ernt25 + ... + r(a+nb+rb) 
11 e—2)2 (r—3).3 1.(—1) 
+ r(a+b) + r(a+25) + r(a-+3b) + ... r r(a+rb—5)' ' 
Wird 2geſetzt, fo findet man ... 


Ste —_ PrDu<d) 2 _@+9e FR oo 
(a+nb)(a+nb5b+25) ” 2(a+nb+b) 2(et25+25) JaHB 


Die diefem Ausdrude entfprechende Reihe if 


+5 +35) T CH 20aH a T — 


Sir a=mb—=1 ww‘ Ex Zr. 
n(n-+4) ("+1(r—1 n 642 1 — 
— — — +3(2+3) +7 


-_ 
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Die hug horige Reie it | 
’ 4.8 „ 5.9 | n(n +4) 
atsstastsmtest tom 


‘400. 
2. Zuſatz. Dan fie « = * und 4o0, fo wird 
, 1 — n+1 n+2 nr 
(N — Re — ra(aynb+b) + rä(@a+nb+2b) + ... + ra(a+nb+rb) 
| 1 1: 2 .93 on, r—1 . 
Albtaatant +55 
" Fuͤr a—mb=ilud r—=3 wird: 








1 n+l _n+2 n+3 7 _ 
(II) Js 3(n+ 2) + 5(n +3) + 3(n+ 4 18° ' - 
Die entfprechende Reihe ift - a 
itrstnteatrte + a 
1473573671347 s3tr65+- + Ta +)m +4)" 
n+1l — 1, n+2__ 1. n+3__ 1, j 
Beil * 1—- Zi a3 1-5 „Hal gi P wird auch 


15 1 1 
am) [ aryer5 — 7 tt). 
Eben ro findet man te a=b=1iw rm? 


(17) — Det) 4 + )(n+3) 


$. 401. 
Dan fege nach $. 396. (T) . u 
A= (a+nb—b)(a+nb am .(afnb+rb ‚ fo wird 
. _ (a+nb)(a+nb+b)(arndb+25).. .. (atnb+rb+b) 
Ann = (r+2)5 . und 
4 — —— ..... (a-£rb) ‚ Babe 
Arıı — An = (a+nbd)(a-tnb-tb)(a-nd+25 .... (atnötrb), bolgiich 


(I) Slatnb)(a+rd+b)(a-+nd-F2b) ..... (a+rd-trb) . 
(ao P) (G nb RB... („a+nb+rb+b) _— (a=b)a(a+b)(a+2).,...(a+rb) 
* - G+Bb — —— 
Fuͤr — 2 wird 


(U) Sa+rb)(a+rb+b)(a-+nd+28) . 
| = ErrNatndt hen ersbiehnshen _ («a—b)a(a-+5)(a+425) 
Get iier2H 


Die entſprechende Reihe iſt: 
4046) (a-+2b) -+- («+b) (+23) (a-+33) + (a-+ 22) («+33) (a4) & x... 
0. + (a+-nb) (a+nb+b) MadeEN 








Bon den Reihen uͤberhaupt. $. 402. on 457 


| | 6. 402. 
gu dem zulest gefundenen Ausdrud des vorigen $. werde e nach einander 1,2, 3, 104 FH 
ſtatt r zeſebt, ſo erhaͤlt man n+1 _ n+iın+2 | 
i"i.2 | J 
—F——— | 2 
1.2 — 712 27.3 “ 
JS n+3 — n+1.n+2.n+3.n+4 
"TTTTITTITrT. 353.4 
u. ſ. w., wo jedes folgende allgemeine Glied das ſummirende des vorhergehenden Ausdrucks it, 
und ſowohi die allgemeinen als die Summenglieder mit den Binomialkoeffizienten für negative Ere 
ponenten ($. 29.) übereinftimmen. - 
Aus den vorftchenden ‘allgemeinen Gliedern erhält man .nachftchende Reihen, welche unter 
dem Namen der figuristen Zahlen befannt find, wo alfo den vorftehenden allgemeinen Ausdruͤcken 
gemäß, jedes einzelne Glied die Summe der Glieder angiebt, welche ſich in der unmittelbar dars 
uͤberſtehenden Reihe bis zu dieſem Gliede befinden. . 


Li. 21.1 1. 1. 1...... n⸗ 

1. 2. 83. 4. 6. 6. 7. 8...... HH 
4. 8. 6. 10. 16. 21. m. u... tet? 

1.4. 10. 20. 35.56.86 10. 

1.5.1.3. 70. 126. 210, 380...... Ztloentt 

1. 6. 21. 66. 126. 22 20h 702...... — 
AT 84. 210. 462, Ma. 17... ut 


.. 1 .... 6 
u. ſ. wm 


Die dahlen der vorſtehenden weiten wagerechten geihe , für welche. +: das allgemeine 


Glied iſt, heißen figurirte Bahlen der erſten Ordnung, welche mit den natieficen Baflen eis. 
nerlei find. j 


Die Bablen der dritten Reihe, deren allgemeines Stich atint! ift, heißen ftutitte Babe 
fen der zweiten Ordnung, auch Triangular⸗ oder Teigonalgaglen. 
2. Die Bablen der vierten Reihe, deren allgemeined Glied Eur zer ift, heißen Monte 
Zahlen der dritten Ordnung, auch Pyramidalzahlen. “ 


Die in den folgenden Reihen enthaltenen Bahlen, beißen nach einander, figurirte Bablen der | 
vierten, fünften, . ... . . Ordnung, } | 
Man wird leicht bemerfen, daß es einerlei 9, ob man die aufeinander folgeriden Baßlens 


reihen wagerecht oder vertifal abwärts nimmt, weil man in beiden Fällen einerlei Reihen erhält: 
u Eytetweint Knapp. I. Band, m mm 





Ed 
*X 


% 
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Schreibt man die figurirten Sahlen in Form eines Dreiecke vertilal unter einander, ſo be⸗ 
merkt man eben ſo leicht, daß alsdann die wagerecht neben einander ſtehenden Zahlen mit den Bi⸗ 
nomialfoeffigienten 6. 86.) übereinftimmen. 


u" 


1.| M. . v. | vı.|rın.| van. 





$. 403. | 
- Werden die Reiben, weldhe dem Summen f# +1. [FE mE, nt. n+2 ‚n+3, 


1 . 1 7 2° . 3 3 ....+ 
entfprechen, entwickelt, und: man: fest alsdann m flatt nr +1, fo erhält man 


 . 1+2+3+445+6+7+....I+n="75; 
2.7, 2.3, 3.4 art it. m +t__m.m+1.m+2, 
ntrntrnt--- Tr rn tr IT 
ts rn 345, atein nimmst, mmtint! mh, nr _ m.m+1.m+2.m+3 _ 


1.7.3 — "7.2.3.4? 
1234 45— Lu ——— m. 2 m ‚m4-1.m+2. ne _ —— 





1234 2.3.4 F — 31 
u. ſ. w., überhaupt erhaͤlt man: 
V. .. tt m—1.m.. mh m mtt..mtr—t __ m.m+t.....m+r 
13 t u +73 tr, ST. mM 





| ——— «+2. Het teen Item eh 
chen fo wie . . (XIII * 


= 408 
“ Nach elnander = = 0 under — f;; seiwmr=ia=2 und es. 
in (UI I $. 381. geſetzt, fo erhält man 


T 


on den Reihen uͤberhaupt. $. 405. U | 459 


J Sn =(n-+1)' | 
u Sa+2.=a+2, 
nv j /ar+2); = (nr +3), j 
. Sa+ 3), = (+4, - | 


® v — “ 0 0 % % 


fr= (+1, te hell), 
SIn=fa+1, se Sm=a+2), 
/SS/n=Sn+2, ve S/fn=(n+3), - 
-J///a=Sa +3. ver S//In = {n +9, 


e 
0 4—4 0 4 0 0 


Hiernach wird 


L 


“ * 


oder wenn man S/n = Sn; S//n = S/’n; [[[/n = an; .. j . fest, fü erhält man 
ganz allgemein - Ä | 
rat na 


j u §. 405. 
Nach Ver Bezeichnung d. 390, ſetze man | 
| 1 


—_ | 1 
Mu rb (at nb+b)(aFnb+23).... (aFabrrij ſo Wird 


— 1 


1 
Nmı = rb (a+nb)(atnd+ b)....(a+nb+rb—b) und 


— — — | 
N=75 a(a+b)(at2b)...(arprs— > daher 


141 IJ 
————— 46).. 2 





21 1 " 1 - 1 
Nn— N. u. (3 — span) (N 
folglich en Ä 0 
. .. I 1 j . 
| (2) IETUIKETITINe nb-+2b) ....(a+Fnb-+rb) 
| 1 .- " 1 
— 5 ala+b)....(a+rd—b) - (a+ nb+b)(atnb+2b)... —D 
Fuͤr b = 1 wid I — 





Sb: , | — 
I) SCH HS 
Ä J M 4 | | 1 


Enid fra=1 und r — 1 ſtatt r,. wird 





1 
um) [CHD@FHarH | | | 
nn — W I I _ 211 . 
Pe ‘ " , — A 1.2.3... —1) ala BAUS HTCE I Pze a]. 
Hierin nad) einander 2, 3,4... . ftatt geſetzt giebt: 
— 5* ı_ — ti —— 
Sara aan, 








.- «mn 
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(n+ J A ++? (Rn +3) 7 12 — —— 
1. 


1 
fo 1) ERICH a9 3 ( c- 7 3) Fr) u. ſ. w. 
Dieſen Ausdruͤcken eitſprechen die Reihen 


mtastsatzste Hart — GFDRFT 
5 + = at sastasa rt Hemer 
issatr Ast sasst: 3% Fre tormarmGrnen em 


$, 406, 
Setzt man 
—1 8 
N ar arsh. arm ſo wird 
| _ 2 7274 
Na = ala+b)(a+?2b),... (a+nb) und N- a daher 
N. — Nu —ttbtrb 1 folglich $. 390. 


a(a+b)....(a+nb+b)’ 
1) f — ddind . 1 1 
( (a+5)(a+2b)...(atn5t+b) a — ala+b)... (a+nb5+b)' 
Fuͤr d—1 erhält man 
- a+-n _41 1 
(II) SscH mar ..:(a+n +0) a ala+l)..:(utz2+1)’ — 


oder mit a multipliziet 


VCH . -(sfn+1) =1— — — 
Hierin == 0 gefest, giebt: 





n — — 
(a1) [bier — Betz rn" 


, ‘ \, ‘407, 
eu man $. 390. | 
N b Icthe+r2ne+än.. ..(atnk+2h) 

on (b+h) (b+2h)...(ö+nk+h) ’ 

_ (etnlet2n...uereitn und 

— b+h). (b+nrh) 


R In u , th). (at nh+h) ayrah+ 2h -)- her. .(a-+nh+h) 
n m DI F: 20. (bEnh) —— (b+A)(b+2%).. ‚Gtah+h) 
folglich 


SEE ..(atnh+h) _, _arh Tla+2H)(a+3h).. Aatna+ 20 4 
+ (6+27) NETTE De ar Mr b+3..(b+n + | 


⸗ 


ſo wird 

















. Ron den Keihen überhaupt, $. 408. | 5 461 


oder Sierin durchgängig a ftatt at hund b ftatt 5 + 7 gefekt, giebt 


u EEE ..(a+nh) __ a : [(a+h)(a+?2h):...(a+nh+h) 
BE+ME+2K...(brtnh) . ayıh—b arg nn: Grab — — 
| ‚Hierin h = 1 gefeßt, giebt, 
u a(a+1)(a+2)....(atn) __ a (+1)(a +2 (+9... lan +N) | 
um f; B6+5&+2).-.. (b+n) 670 6+3...6+m) - 1]: 


Die entfprechende Reihe ift: 
2 „+ set + a(a+1)(a+2) + «(a-+1) («+2)(a+3) + .. .. 4 a(a+1)...(a+n) 


B6+1) T 30442) TEEFHEFYET B(b+1)...(b+n)" 
Sn biefen — fege man juerf ai und gienaͤcht b= 1, fo wird 
u... en la+D _ . .. (a+2) 
an STarne- Fi TEDLEER 9....(b#n) |! - ANZTUTTR Hr und 
a(a+1 2 1 2) (a 
nr (a+ net Yutet) _ “+ et x +9. HOu22E _4, | 


Die m hprechade Reihe iſt: 
a«(a+1) -arbet? Hepnerner®, a... Lahn) , 
ıtı +7.7.3.+1 + en . 
40. 

Mittelſt de d. 300. angewendeten Verfahrens, faffen ſich auch die. Summen mehrerer Rei⸗ 
hen mit abwechſelnden Zeichen’ finden. Dan ſetze 
mal Yan DA Dt - 1 Aare, 
wo r ivgend eine ganze Zahl bedeutet, fo wird 

Ne N at rn + Drähte + — J 
oder wenn man Paare (— als Faktor abfonderk‘ 

= (— Dr Ar + Ana — Ants +: er Ar). 

N = (— Dr (+ An — Anı + Art — .. Antı-ı) 
wo die oberen Zeichen für ein gerades und bie unteren füe ein ungeraded r gelten, Ferner wird 
wegen — „= = 

| — — A, +4: — 4A, +, EA und 
Nah Na = (-1P (+ Ar — An); daher $.. 390, 
KAP+A n+r” A)= Atmen + Apr) Ar4, —4,r4, — “Id | 
oder man erhält für ein gerades r I 
MS An) = = Arnhem —4,+4, td 
und für ein ungerades r 
INN = AM mpendupstäunuchdn td rAAtutden 
| "Fir r = 1 wird 
year (Ari + An) an D dur wa 2 
Serie? . \ | . 
SV A) me @ —E — A, — 4. 
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6. 409, 
Nah 398. iſt fͤ —2 
_A.— — +2M+2n(2a +23) 0+2n138 
Am — An en + [7] 
und ed wird fir a— — 1 und Pp= 


n(2a+2b+nb) (a +1) (n+-1) 
Am — = (a+nd)(a+nb+25 3 Am d4,= ICE» * . Any = Z(a+ns+b) und 


_ (n+2)n 
An = Sao rnb+2b’ daher $. 390, 
| (N nla+?2b+tndb) _ 1 („_a+Dr | — __4 
* arms Hetrb+B) 2(a+b) 
| . Srra=md—=i wird 
ν — 2 + mh 
rar 7 | Ye 2 +3) >) — 
Die zugehoͤrige Reihe iſt 








1.5 2.6— 3.7 4.8, 5.9 n(n+4) 
Ä astra arten — 
wo dad obere Zeichen für ein gerade, dad untere für ein ungerades n gilt. .. \ 
| 4. 40, 
Wird hingegen $. 398. r—= 2, a = * und 40 geſetzt, ſo erhaͤlt man 
1 ® anne 0 “ nm 1 e — n+1 . 
ı AMmM A Gral FF Am A Saar 
. 1 42 J 
| Au = go F3H’ daher $. 390. U 
f 1? = „+2 _ _n+t H) + 
PETLIETLEEL 2a ernbr2b arnb+b 2a(a +5)" 
win \ 
— — 1)" —1)" (n+2 _ +1) + 1 
G+Da+5) 2 \n+3  n+2 % 
Die zugehörige Reihe ift: 
1 1 DEE 
ut —— SRH. . 
. At. 


Wenn das Summenglied einer Reihe bekannt iſt, ſo laͤßt fich in vielen Faͤllen die ganze 
Summe der Reihe dadurch finden, daß man in dem Ausdruck fuͤr das Summenglied diejenigen 
Glieder, welche n als Faktor enthalten, fo abzuaͤndern ſucht, daß n Diviſor einer beſtaͤndi igen Größe 
“wird. Da nun in einer obne Ende fortlaufenden Reihe die Anzahl der Glieder, oder n oo 
wird, ſo erhaͤlt man fuͤr dieſen Fall * = 0 ($. 10.) und es entſteht hieraus ein beſtimmter Aus⸗ 


druck für die ganze Summe, ſofern ſolche nicht = oo wird, Auch uͤberſieht man. leicht hietaus, 
daß die ganze Summe einer Reihe von der Stellenzahl n unabhängig ſeyn muß. 


’ 








Bon den Reihen überhaupt, 5. 412. 46 


LBeifpiel. E ift $. 368, 
1 Tl et ge Zähler und N durch ar. dividirt 
— = Gone’ enner durch a”. Dividiet 


a — — 
/* .— T' “ : = . 
Iſt nun a > 1, fo wird a*-== ©, für n== oo, alfo in diefem Falle * = 0, daher - 


[4 





fi a 6 


— 
“- — — 


71 | 
wodurch man 1 durch die Disifion vn a — 1 in. a ebenfalls aberreugen kann. 
Hierin - — fait a geſetzt, giebt | 

4 , 

Ya I. | | 


2, Beifpiel. Es if}. 400. | J | 0 
144 1+2 144. u 


SEHE Rn = et et ee 
-alatant Ho — Fun 





° 


daher für n=o | 
4 \ ruf 
(2 Seen = [5 - ar FB en 4] 


 ger=1 um 2 win . 
— — — _Zatb 
(IM 3* ———— 2 7 
‚un ramb=i1 


am Vers +3, = z ode) J— 
— 25 4 3 + 7 + 7 + 7 + .. . 8000 0 


3. Beifpiel. Für n.= oo wird: $. 405: 
: . 4 


— 


7 baher 





| _ 
N IRSDFESIESSICET: = de. ..00 . . 
4. Beiſpiel. Eben fo wird $. 406, (um | a 


ru 
Serm =! 
| ga, 


Au faabe. Aus. der ganzen. Summe einer unbegrenzten: Reihe, dad allgemeine Glied ders 
felden zu finden, 
X 
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8 


Auflöfung. Weil die ganze Summe einer Reihe don ber Stellenahl des , allgemeinen 
Gliedes unabhängig ift ($. 411.), fo fey von der Reihe: _ 
At A,x.+ 4; + At... Harte... 

die entfprechende ganze Summe-— fx, alddann wird A,” dad allgemeine Glied, und wenn 
man den allgemeinen Koeffizienten 4» kennt, fo ift auch das allgemeine Glied bekannt. Nun iſt 
vach d. 181. fr 0 _ 
| Je = Ar A, + A, x” Fiir. 
wenn 9. = fx gefest wird 

— —⏑—⏑ ———— Ama F 2A he) u 
daher für = — 0 
fro = n! An, folglid der allgemeine Koeffizient 
' An -%, ı- 
- oder man findet den allgemeinen Sorffizienten einer unbegrenzten Reihe, wenn von der ganzen Summe 


Fx die nte Ableitung ‚genommen, hienähft.x = o gefegt, und ber entftandene Ausdruck durch die 
Fakultaͤt nn! dividirt wird, 


1. Beif piel. Die ganje Summe einer Reihe 1 e*, fo wird fx =e, olfo $. 180, 
(II) Pe er, daher from e =1, alſo = - 2 daher = * das allgemeine Glied, oder 
Ver — ee (f. 382, XXII) 


2. Beifpiel. Die ganze Summe ſey a + x ri * 4 zen, Aſo 
fe=(i1+x+esx)(d + a) , 
Fesli+t)l+am+itztena@ dire | 
fa = 2d+0)@1)(i+2) + (i+a=+a2) (@ 1) (@—2) (Ita) 
== = su 6) (a —1) @-2) +2) 54 U+2+02)(@—1)(@—2)(0 3) ie) 


. 
.» v0 9 ve + ua 1 9 vB. 8 8 8 '0 4— _S 0 .”„ ee + d 0 eo. 


fra von "1 + e)(@—1)... (a —n +) (1 +9 +(i{Hc+ex) 1). (wnya +), 
Sür x ='o wird ' 
fro=nil+a) (e-1)..(en+ 1)He1\o-2) —E . —* ——— 


n+1)ie, 
alſo A = | * = = (n + 1)an, daher iſt (n.+ Dana” das allgemeine Glied, oder 


Yatlu=(i+z + ax) a +29. 382. XL) 





% 413, 


Aufgabe. Das allgemeine Glied A, x", wo A, irgend eine Funkzion von n ift, neöft 


der ganzen Summe der. zugehörigen Reihe find gegeben; man ſoll daraus das Summenglied der 
Reihe finden, - 


R 


Aufs i 


N 7 





o.. \ | . , " 
Bon den Reihen überhaupt. 54. 465 
Auf Idöfung In An werde n + r ftatt n gefeßt, fo erhält man Ann ann man. 
nun mit des Ausdruckes für iA, ar den Werth von Anyr z”t7 finden, fo » eilt man 
A, + SA” — 2 YA = Fe), 
wo Fo irgend eine Funkzion von r ift, . 
Hierin n ftatt r geſetzt, giebt 


ä SA = Fin). 
, Beweis. Es iſt | 
GR A+AS+AT+AT +... +40 


Aa Free Arme 
"er. Yet Ar + Apart + Apart... 0. folglich 
' Ar Lt Ana? — a Ara m Anar a 
F Dieſen Kusdrud = = F(r) gefegt, md n mit r vertaufeht, fo findet man ($. 358.) . 
" aa e= F (n). 
Beifptel Aus 


* = — ($. 282.) dad Summenglied zu finden, giebt her 
A —— ar alſo Any = m ut" —- ., 





arm * — daher 
—B = = 5/ Sr 28* no: Oienach wird 
— —— —————— ) 
oder F 7) * * — nr, daher Fi (n) = Pr 


_ yr *. 

„ti — — v 
Eben dieſen auedraa erhaͤlt man nach 9. 368. a ), wenn daſelbſt 7 — = flatt a gef und 
hienaͤchſt /6 =) mit —_ 2 multipligiet wird. | 


6, 4A, == . 8 
Zzuſas gir x = 1 wird das allgemeine Glied = 4,, und man erhält 
| | Art SA: — Yang = El), daher | m 
u ie) 0 | 
| Beif piel. Aus — z fon das Summenat der . zugehörigen Reihe ges 
fanden | weiden. din ft 4, = FrIeFS * A, 


= CFDCHS a | 
Any = GRFBER FE 


man g. Mi. werde bi md ar 1 gefeht, fo 
erhält man 

/ . A * — HZ, daher wird 

Edtewweint Knalpfie,. L Band, 


. Nnn 
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2043 = F(r) oder 


GEIGE) +3 ers | oo 
| 3 2r+5 . | | R 
3 IrHDCHH F(r), folglich F R) oder 





1 3 2n +5 . 
@FN (+3) — 7 IutDarHji eben fo wie $. 400. (IF) . 


§. 415. 
Aufsab e. Dad Summenglied einer Reihe mit, abwechſelnden geichen zu Anden, deren j 
allgemeines Sid Yn nebft den Summengliedern Syn und IYan gegeben find, 
Auflöfung. Es ift | | | 
Sn =Yy+tY: +yı+7>:; + Ya +7; +7 ++... + Y.. 


Serner ift, wenn rn eine gerade Bahl bedeutet, 
Sy Sytrntndnteetnte tie 
wo zu In die Stellenjahl 4 > gehört. | 
Wäre rn ungerade, I wird me 
SYa=y+tY Hrn +: ty tt 90 
WO ZU Yn—ı die Stellenzahl " — gehört. 0 
88 wird alddann 


‘ 


n—t 


Pf yan = y + Ya + Ya + 20 4 Yn-ı3 wenn ” ungerade iſt. 
. Man erpäl daher \ 


2. yon _mer-y + Yı —Yı +. ° . +9; 
oder- wenn rn eine gerade Babl ift: 


| (f) SD’ =? * lyn 
“ und wenn n eine ungerabe Bas! ift: 


Iſt daher Syn Und [Yan belannt, up fi F daraus /(— 1)*5. finden. 








1, Beiſpiel. Es fi far = —— * . 365.), und wenn man a® ſtatt = ſebt 
art? — ar? 
Je = . Nun ſetze man /Y = Je; fo wird rn fan = u alfo . 
| * 3 art _4 
SYn = "fer = ag und 
ur. — art _ 











% 








Won den Reifen uͤberhaupt. un. 467 
\ i | „mt _ ’ ah _ art . 
2, Erah — [tr = — —X tt, nd _ . 
2 | 


— Hl ehrt 
— —— * er folglig) | 
—* 
S-NVea=tit- I1-a+@—ata—..te, 
wo das obere Reichen für ein gerades, das untere für ein ungeraded n gilt.- 
Eben dieſer Ausbrud ift ſchon §. 367. gefunden worden. 





Saw fer.” 


416. 


Aufgabe, Die ganze Sümme einer Reihe .mit abwechfelnden zZeichen zu finden, deren > 
allgemeines Glied yu if, werm %/yn und Yan gegeben find, 
Auflöfung Es ift | 
2. Yya =2y+ 2 +27, +27 + 27, or 
- /)h=- 17h y—-Y=Y Yo Yo —Yı er. daher, 
2 Yan -m=yrY +n»-B ty ty er... folglich 
V D’yn = 2./ym — Ya i £ 
Beiſpiel. Für yn = Par wid yn — ram, Aber an 
Yan t +22 4x8 + 8u8 + 162* +, ...— > und 
yon zur —=41-+ 4x? + 160° + 6458 +..Sce 
wovon man fih leicht durch die Divifion von 1 — 2x ud 1 — Axt ini Übereugen fann, 
Daher wird 2 5. 
ya NTet- - er — 22 + 4a — 82° tere. 


- 


§. 417, 
 Sufag- es EN ren + pm rettet 
— 2 _ 2 2 2: . 
und | gm = lm . qm 7 gm gm — ... 


| vi iſt 1 35 4 + * _ u + * — .... die Summe dieſer beiden in welche mit. 








N ae fo 8 ——— 
— uͤberein kommt, oder es iſt 5 — nm = Grm folglich 
(d » — D” _ 2-1! 1000 
(a + 1)” *5 (n +1)” no . 


a 2 — 1, — 
Ferner iſt für yn = nam Yan = Sum daher nach $. 216. 


Je 3 Er ke 2 Sa + 5" u Fer Hr 1” 


Nnn2. 
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Diefe Gleihung mit (r ) verbunden, fo erhält man fecner 

ıi _ 1 1 
un FE 2m He, 


N" _ 22 f. 4 a 
un, ar? Zr 2n+1” 


Hieraus folgt, - daß, wenn eine von den Summen der vorftchenden reciprofen Reigen, belaunt 
in, fo fann daraus die Summe der beiden übrigen gefunden werden. 








j. 418, | 
Aufgabe. Aus dem begehenen Summengliede / 5 das Summegi — 

zu finden. | | 
Aurisfung Wird mit ah + a . nß + « dividirt, fo erhält man - | 








ern __ cah— aß s 
2 an Ei hlarnh)’ alfo .. . f 
fest =/r+ ———— 3) = 
. LTeto? _ erde uh—ap .. 
[= tn + +uah' . 2 
. Der Werth von Jar wird nach $. 600, gefunden | | - 


$. 419, | 
ı Aufgabe. Aus dem gegebenen Sunimenglide —EF A das Summenglied . 
K “+ nB d 
@+nn)d - Fern H 34 finden, 
Auflöfung. 2 iſt g 232, 3, Beiſp. 


J | nß u 1 IE a — Ba 


| rn 75 * 5 —@-D(rn' 
Durqhsingls 4 “ a und 7 ſtatt b ar und die Brüche weggefchafft, giebt. 





in ak — 4 ah —- Ba 
on Gran or = = ak—ıhb en Fr= ENG Fe f 
bigich | 
N | & + n3 uk— eb 1 ch pe 
Verst +n ak—hb S+rnk a vet form: 
Bir So wi 


4A ıh 
(a+ ah) NE nk). ak fan - ak— bh = nk" 


$. 420, 
Nimmt man von den Gliedern einer Reihe bie Ableitungen, ‚to entfteßt dadurch eine neue 
Reihe, deren Glieder die Erponenten der veraͤnderlichen Groͤßen zum haltor haben (9. 181.). Eben 


4 


» 
I 


\ 


Von den Meißen überhaupt, 5.40. 469, 


fo fann man, wenn die Zuruͤckleitung der einzelnen Glieder einer- Reihe, genommen wird, dadurch 
eine neue Reihe bilden, deren Glieder die arponenten der veraͤnderlichen Groͤßen als Nenner enthalten. 


So m ($. 59.) 
— — —1+x Stetetet... [7] 
5 Si die Ableitung genommen, giebt (5. 184. II.) " — 
(r) getreten hir... 
Gievon wieder die Ableitung, giebt- ’ 
(IT) Gheie 242.32 43.42 +4. 52° +5. bar t.. ... J 
- (MT) am=1. 2.3 + 2.3.42 + 3.4. at +4. 5.62 .. .... 


Sieht man'« als veraͤnderlich an, und inne von der $. 178. (III) gefundenen Reife die 


"Ableitung, fo erhält man 


17) 3 = cos@ — $ 00520 + 4 c0s 3a — — RX cos —- 3 sat. | 


Wird von der Reihe [LI] die Burädleitung genommen, fo findet man ($. 218, IL) 
da ec kU-)=i+5rt5rtrTt . .. 
Fuͤr ⸗ 0 wird Ig (1 -) Ig 10 daher 0 0. folglich 
— stats +44 Hin. 
Hievon wieder die Zuruͤckleitung ‚genommen , ‚giebt ($. 216. Beifp.), weil Hier sea 
C=o wi, oo 
8 4 6 6 7 
(FI) #+4-a)lsllea) = B+B+B+stärät: .... 
birron iohmals die Zuruͤckleitung genommen, giebt | 
(ix)? 
ID 7 -7+ 
Die Reihe (77) für — 1z 1 mit arm multipligirt, gie giebt 


.... 
und wenn man hievon die Burdeflitung nimmt · | 
ont „ts 
— am s»i-2)= 1.m +1) (m+1) + 5 + 3 (m +3) + ver + [| 
Na $. 218. (X) if 


ag la) lila) + izle -) und 1. 218, (In) 





ng —1 ma 3 
0 (1 ml Du = ut Busse Aal Berl Lee] alſo 


— mai J * —-:= — u) +-— +5 +... +7 : Hist—a)]. 


* 
⸗ 


er 0 j 
7 ki) = tat: 345 nttnte 


* 
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U er 2=>o wid C = 0, Bu 
rn +. +3) - 

- Im+] I 1 + rn + 57 5 +7 I@18 te SH +42 Er +. 


§. 421. ’ 

Durch Anwendung der Lehre von den Ableitungen und Zuruͤckleitungen der Funhhionen- laſ— 
fen fi) allgemeine Regeln zur Summirung der Reihen entwickeln. In fo fern ſich dieſe Unterſuchun⸗ 
gen Tediglich auf Ableitungen beziehen, fo fteht ihrer Anwendung nichtd entgegen; wenn fie aber von 
fotchen Zurüdleitungen abhängen, welche bisher noch nicht. entwidelt find, fo muͤſſen fie der weitern 
Aufführung der Zuruͤckleitungsrechnung vorbehalten bleiben. ' 

‚Bedeutet An jede mögliche Funkzion von z und man bezeichnet durch S das Summenglied 
der Reihe 
524A, -4. x + 4, æ +4, + >... + Ax in 
fo erhält man, wenn bie Ableitung fo genommen wird, ald wenn nur x und S veraͤnderlich waͤren, 

0S= A, 2A, æ +34,2°” . .. nn Aa ode 
298 = A,x + 24,0" + 34,2 +... tn ha = In Aa” 
Hievon wieder die Ableitung genommen, giebt 
sa) = A, FA,x +3°Ax" +... + n2 A,a=ı oder - 
do) + 242 + 3A, +. Ent Aa” = /ntd 
Geht man auf diefe Ark weiter, fo erhält. man, für 
S = [Ana 
(I) 29S =/n Anx* 
(II) z09(©05) == Sn? Ana” _ | 
(HI) .20(x09(&95)) —= [nt A,u2® - 
(IV) TR) = = In* Anz” 
u. ſ. 

Dieſe Außdrüde gelten eben fo für begrenjt als für unbegrenzte Reiben. - 

Aus [I] folgt 

Ss = Az + 4A,2? +4, + 4 = +... + AaN, daher wird 

d(x5) = —=1.4 +24, x + 3.4, a? + ... +. nA + rn oder 

I(zS) = fn Ana + (n +1) In”, - 

oder mit ac multipliziert - 
29(25) =/n AıX” + (n+1) 4, we, folglich 
(HF) Sn Amar = xg9(a2S) — (n +4) An a”t, oder auch wegen les) = == = Shös 

Sn = 2542205 — (n+1)4, art, 

"Ganz auf ähnliche Weiſe findet man, wenn SS — !YA,x” gefeht wieb, 

HT) YnAnı x" = zI(x$') oder auch | 

In mas + ud. 





. (FIT) 


— 


s 


— 


Von den Reihen überfaup. 422, - u am 


| Noch iſt zu bemerken, daß, wenn = Anach gefegt wird, fo erhält man hierzus 
ya = 4-., daher $. 359, — 
, FU) SA = An — Ad + 2/4,” und | 
VIII) A +2 YA" 


8. 422, 
zuſas. Bezeichnet S die befannte Sunime einer Reihe mit abwechfelnden Zeichen, alſo 
Be S= A — dx + A” — A, ↄ +... + A Fıssıe 
ſo iſt auch * 4. "= a (— M, und man findet wie im vorigen |, 


x0S = Sn A," (— 1)" 
zd(205) = fn? 4,0” (— 1) ze 
x0(zI(e9S)) = Sn! A, (— 1)" Ze | - 
Ä uf w 
Werden die in Klammern enthaltenen Ausdrüde nad car . 182. aufgeloͤſt, ſo erhatt man 
õCCOS) = a9IS 4 22525 
zd(ad(edS) = 295 + 32295 + ar 0%5 . 
xd(zd(w 995) = IS + 7220°5 + 62309:S + #045 
20 (md (md (ad (ad 5)))) = 95 + BSH Bars + 10x*09*S + x* 3° S 
u. ſ. w. Diefe Ausdruͤcke laffen fich leicht, fo weit man will, fortfegen, weil jeder einzelne Sah⸗ 
lenbkoeffizient gefunden wird, wenn man den unmittelbar daruͤberſtehenden mit dem zugehörigen Ex⸗ 
ponenten von = multipliziet und dazu den unmittelbar vorhergehenden Koeffizienten addirt, Diefe 
befondere Eigenfihaft diefer Koeffizienten läßt ſich auch leicht allgemein beweiſen. 


Eben fo, wie man mittelft ‘der allgemeinen Ausdruͤcke $. 365. aus dem allgemeinen Gliede 
(a+bn + en? +dn? + ....)2” dad Summenglied finden fonnte, laſſen ſich auch aͤhnliche 
Ausdruͤcke zur Beſtimmung der ganzen Summe finden. 


na |. 382, iſt Je=1 1 —, daher, wenn man S= = 1 ſetzt, ſo wird $. 190. (3. Beſſp) 


ı Er 


0" s= m: daher 


J 
EIIerHE — —J | 
dt ne + — u. Lw., folglich 

0) vr 


r , . — * 
an Sn go j 
2:12? | u — 


am) west 55—— 
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3,210 , Bo ©. u 
1) Yu "- — ray tra U 
u 7.21%? ‚6.315? int 
⸗ (43 Yntzt = == — + 1-2)! + (i-x)* + (4—x)6 
15.21x° 25.31»? 10.41%* , 518 
ü : #D Yn= en); + (d—x)3 + (i—x)* + a- —— * di 


’ u. f. w 
Hierin — x flatt = geieet, fo erhält man ferner 


J- = ir 


ix 
Year — * —7 
3.210? 31x? 
In’ er — Far 7 Gros 


7.21x* __ 6.3!x° 41x* 
Ynt(—a) —. 17707 ira: + 705 (1+x%)? TT +07 
ſ. w. 
Beiſpiel. Such man //(a+nb)?x”, fo wird wegen (a + nd)? =a® +önbtntbt 
die gegebene Summe = a’. Sa” + 2b. /nz® + 5°. /n® =", daher, wenn man die oben ges 
fandenen Werthe feßt, 


b4.2)5 25? x? 
Yet = =, + Gar + 


. 423. 


Aufgabe. Aus dem gegebenen Summengliede S = [4x daB Eummenelid. 
U=/S(a-+ nb- n?c) A,x” ju finden. . 
 Aufiöfung Nach $: 360. ift 
- . Um aS An" + bfnA2%x” + c/n? A,x*”, oder |, 421, 
U=aS + bxdS + cxd(ladS), oder weil  _ 
9(2095)= 05 2 0825, fo wird auf | Ge 


\V=aS+t+ bb + 9)2IS Fer dS 
Diefer Ausdruck gilt eben ſowohl für endliche ald für unendliche Reihen. 
Beifpiel. Ef, tea a hai... 
Sol diefe Reihe in eine folche verwandelt werden, welche noch in den aufeinander folgenden Glie⸗ 
dern die Roelſhienten a afb+e; a+?2b-+4c; — 903 .... erhält, fo iſt 





hr S= u aloe 95 = J— und 028 X 5 daher die ganze Summe der ge⸗ 
b+»>:c 2c - 
fuchten Reise, oder U = == == 4 —— Er oder auch Ä 


° Ä b Lex! 
N αν α— Kg: 





— Von den Reihen uͤberhaupt. 24 473 


Für c = o wird F 
Yatdesitg= “une, 


z. 424, 
1, zuſas Fuͤr d — 0 erhaͤt! man 
U=aS-- bx0S, oder auch . 
"(DD Sa + nb) Ar = afA,ar + —2 


ar) !f{a + nb) I, afA,x2” + Bxd. SA. 
. 1. Beifpiel.. Die ganze Summe.ber Reihe 
seine“ + (a-+5)& sin( +9) + (a-+25)2” sin(@-+2%) +a+32) 8 nt. 
su finden. 
Man feße die ganze Summe der gegebenen Reihe = U und 
S=sna--zsin(a -P)-Fa* sn +2) + ax! 39 . ... 
. fo wird nad) $.388, (77), won man P=2xcos (a—3P)sinzß und Om x?—2xc0s ß+1 fegt, 
s=5 und 05 = PEPZERO 5, 184. III.). 


Nun if oP =2cos(a—35;P) Sin A and 90 = 2x — 200Pß, und nad) $, 420. | 
U=aS+b2e0S= —— OP — BAD) open 


u“! +bx( —— 


und auch 


— 


und wenn hierin die vorſtehenden erh eingeführt werden, fo erhält n man. . 
bæœ) (æꝰ — 2x e 1)— 25% (w— co . 
V= ne ee 2 008 (a — ZP) sin; 8; 
mw U = !f(a + nb)a* sin(a + np) ill. Ä | | 
2, Beiſpiel. Die ganze Summe der Reihe - 
U=a+t?z +2 x 4 2438 ae en u... 
zu finden, fege man 
| Seltie tie tie Hier there... 
fo wird nah $. 164.9) ‚ 
s= ZEN, paper $. 188. | 
05 = Tan EEE Aber $. 187. (IT) 
de — 98 daher 
98 == ee +. da), folslich ER | . 
el ) m) 
ee ee 5* Lu), — | 
evpteiweine —** LS 2 00 





4, . » . ” . 
⸗ J 
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oder n man findet die gefuchte ganıe. Summe i 
Ve , oder 


— 


. 





Für eine Reihe mit adwechſeinden Zeichen erhält man, wenn — æ ſtatt geſetzt wird 
a—b 
Se Nenn tzietn. | 


3. Beifpiel. Bedeutet & jede mögliche pofitive oder negative ‚Bahl und En einen Bis 

nomialloeſffihienten, fo iſt $. 382. 1) 

Y,—=(1-+ Pr [2 ] Sest man nun’ 

So = (1 +2), ſo wird 05S='o(l + x) Daher 
at nb)a,a” = al +2) + abr(i + a), oder 
(I) Yla-nb)a” =(a-Fax-+t abe) do). 
Wird @ eine pofitive ganze Zahl = m, fo Hat Sm niht mehr ald m +1 Glieder, da⸗ 

her wird in dieſem Falle | 
‚, ( ats = (a + ax-+mbx) (+ 2)". 


2, Zuſa 8. Aus der bekannten Summe der Reibe 
Sm=a + (.+-5)x= + (a-+25) oc + («+35) ocH 4 ...o. + (a + nb)x” 
läßt fidr nun die Summe U: der Reihe ° 
' U=ac + (a+b)(cc+e) c+(a +25) (ce +20) 22 +.... + (a-tnb)(o-tne)a 
finden, wenn: man aus 8 ———— — — den Werth von OS ſucht und 
alsdann U=cS + exdS entwickelt. a | 


Sit bienach dad Summenglied S’ der Reihe 
| Sata +dlctget....tlatndletrge 
befannt, fo kann man auf eben diefe Weife dad Summenglied der Reihe Ä 
U =asg+tl(td)(c+)@tmsct.... +la+nd)(etne) (tan 
und für jede noch fo große Zahl von Gaftoren finden. 








- 4. 426, ” Ä 
Bei der Anwendung der Burädfeitungen der Funkzionen auf die Summirung der Reiben, 
Fommt es vorzäglic; darauf an, daß man zuvörderft die Summe einer Reihe fennt, deren Glieder 
Saftoren der gegebenen Reihe find. Iſt man alsdann im Stande zwiſchen der befannten und ums 
belannten Summe eine Gleichung zu finden, in welcher zugleich die AWleitingen der unbekannten 
Summe vorkommen, fo darf man nur die Burädteitung diefer Ableitungen nehmen, um die unbes 
iupnte Summe zu finden, Du die folgenden Aufgaben wird das hiebei zu beobachtende Ver⸗ 
fahren erlaͤutert. 


N. \ 








on Von den Reiben überhaupt, > 475 
. 4%. u 


Aufgabe. Die Reihe Se At hc + Am + Am Li + A 
nebft dem Summengliede S ift gegeben; man foll daraus dad Summenglied U der Reihe 


al ae tt et fine, 
"Auftöfung. "Man fege — I _—_K, fo wird « K, +nPK= An, daher 5. 360, 


a 
-aSK,x" + BfrK = SAnz* N 
Nun iſt / . = S; IK,” = U und /nK,x” =a0U (j 4%, L), daher wird 


«U + PzxoU=S [1]; wo U und S Funfzionen von = find. 


Lieraus den Werth von U iu entwideln, bemerke man, daß nn | \ 


| 20: ⸗ 0 * ei UV + BF IU. Hievon die Zuruͤckleitung genommen, giebt: ( 243, 1.) | 


| - (0 I rn [a] 
wo noch eine ne wu beſtimmende beſtaͤndige Groͤße hinzuzufuͤgen iſt. Wird nun die Bring | 


5 ] mit Br un "mutig, fo erhaͤlt⸗ mon on \ 
Bi en vr pt oU= — 7* 8. Hievon die Zuruͤckleitung, giebt | 
| PR U 9 (‚5- is), folglich 


U= a4 ——— STILE aus, u 
Bf. | Zn . 
@ St „nur .C | 


. Bar ‘ | . 
wo C ſo zu beſtimmen iſt, daß U=- < für — 0 wird. | 
| - Weil diefer Ausdruck eben fo für unendliche Reihen abgeleitet werden fann, fo erhält m man a . 
& 
\ An n o („„=° — =). GC. 
ur) nf nß ve " 
on a Fe | 
.r — “_, 
Hienach Fann in allen den Fällen, wo man im Stande ift die Burädleitung von f +5 
anzugeben, die Summe U’ gefunden werden. Iſt man nun gleich noch nicht vermögend von jeder 
gggedenen Funtzion bie BZuruͤckleitung zu beſtimmen, ſo wird es doch angemeſſen ſeyn hier die Un⸗ 
N .. D98 2 


‘ 
tr. \ u | - z 





476 Zehntes Rupie, J — 


terſuchung, über die Summirung der Reiben durch Zuruͤckleitungen, weiter außyufüßcen , weil fi _ 
alsdann am beften übderfehen läßt, wie weit durch Anwendung des hier beobachteten Verfahrens, 
die Summen gegebener Reihen gefunden werden koͤnnen oder nicht, und wie weit diefe Summis- 
zungen von gewoiffen Burüdleitungen abhängig find. 


| g 426. Bu 
1. zuſas. Bir 4,1 wid dab Summenglied S= Jar = 1 (5,365,) daher 
| F TE | 
' x” 82 jan) a” 97 a—I)+teE |... 
Sa = =, 8 auch 
ae BaR " 


tn 
ala ICE +]. 
und fuͤr — 6*1 wird | 
(IT) * =ı 4 [.- =) 4 c] 
Sucht man die ganze Summe, fo wird S = for = * G. 2), daher 


a4 le (= +e] 


1. Beifpiel, Die ganze Summe der mehhe | 
U=-1+3 + SHIHFrT +7 +... zu ſuden- wird 


ke und 
U=4 le; + d, daher g 218; (IT) 
U=-[0—-yA- ol, dtal=C—kl—a). 
8 2 = 0 wid U=1, daher — C — 0, ifo C= 0, folglich U, ober 


N .r — — lt — 














au) 


— 

Dieſen Ausdruck gätte man auch ſogleich nach 164. (9°) finden koͤnnen. 
2 Beifpiel. Die ganjze Summe der Reihe 
—. . . 


au finden, wird bier = = 1, Pp= — 2 und 


2 
+ 





Von den Reihen überhaupt. 4. 429, - 477 


ur + el daher $, 218, ) et 


Y 


U. a c]. oder auch 





2m Fe + €. Sirz = 0 wii U=t2=1,nfeo=0o+06 alſo 
'C z=0, folglih U oder 0 | 

- \ IL 1 „ir 
I: — si 1 

499, Ä 
2. 3ufaß: Wäre bie Neiße mit abwechfelnden Beihen 
j Ss=4-4: +40 — Arte he 

gegeben, und man ſucht das Summenglied U der Reihe 20.” 


. 4 . 
et ehe Ba 
fo edit man, wi wie $. 427., 
AX., —CIJ + Pfarr (1 = SA 1", alfo, für 
Ss=S4h.r 1; V=e/SKa (Ir md AUS In Kao J ($. 423.) daher 
eU-+ PAaU= = $, folglich U oder - 


- 


Sehezrn dee oder auch | | 
[DE 

3 [7 SAn = rt 

— 

git 4. S1 wind S Sæi = ———— 867.) dahet 


Sara —— 





T 


Dre —— ] 


| und für ‘= = 1 wid | 
m SRE=E" ig *4. 


—X 
” Fr 





\ . - 
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Neil der Ausdruck (T) au rar die ganze Summe einer Reihe silt, p- hät man für 
Ar = 1 und wegen Y(— 10 = 4 


le — 


Tu 430.. 


———— 
ah — 





F 


| pas Summenglied der Reihe 


2b n , . - \ 
U=- - +75 tz + rTte +.:..+ era zu finden, "wird nad $. 425, 





 $S- fla-tn3) x”. Wollte man den entfprechenden Werth nach $. 376. (IT) einführen, fo ents 


ſteht alsdann eine fehr weitlduftige Zuruͤckleitung. Nimmt man aber ($. 360. und 361.) 
= afx” + bfna" = = aa" r b29/x”, fo wird ($. 427.) 


- auf par + saF ara) ober 
4 


— — "far )+ Fur). 
Bar Ba# 


Die Ableitung in den Klammern tweguufihaffen, feße man oje = == = f = und a Fa, 
fo wird Sa =/« und Par = 50 72 F'x, daher |. 216. ) Br 


a (? .: = a fa — 5 Ki daher 


v e — Sr) 








—* | pP? * 
Nach gehdtiger Zuſammenziehung wird hienach die ganze Summe U oder 
Sulz 727 „afZeb —ab — ye)+0], 


M⸗ ‘tn 
PR / 
Ivo cc fo zu beftimmen iſt, daßz ¶ fuͤr ⸗ —0 wid. Auch ift hier. 6. 365.) 
ER | ° 





— 
—X —. 








\ 


Von den Reifen Überhaupt, ‘. 232, | E 479 


Sucht m man die ganze Summe, ſo iſt —— u baher wird 
J 


— 


an, at en * az He 
PR | 


Beif piel. Die. ganze Summe der Me 
a+b 25 ar3b_, +45 " 
=7+53 + + 2;®e » L — BL ae 2 2.2 Zuge 
zu finden, wird bier na m «—=1 wm A = 2, daher | 
- b—2a 3 
U=; 5” 5 [? - Fuss a5 t c] alſo . 218. , 





| 


2ae-b 1+x% 
U Te + Zr — lu + oder au 
" Fey, 432** ME, ER 
2a: — Mail) — te 


Fur 0 wird U= a, daher = =o 4 c 75 C=o, folglich U oder 
" ' tan +2 irV=, 


$, 431. | - | . L 
‚ Aufgabe. Das Summenglid ber Beiße 


U= su finden. 


um 
sr + GFEGCHB + — +...+ rAotne 


Auflöfung. Man fege — ———=A und 85 rer fo wird nad) $. 427, . dab 
Summenglied U oder 


on az rd 





wo die befländige Größe fo zu beftimmen 7 Vi = für = 0 wird. 


- . 432. 
Zuſas. Sucht sn die ganze Summe U’. der Reihe, 


. 


Um + GEAGHE + GFIRGFEN + GFSNG+HTS u or 
fo wird hier 


——— =; „vr er 








- 
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| Beiſpiel. Die ganze Summe der Reihe 
atert rat: v0 finden, von welcher 
en dad alfgemeine Glied ift, fege mnoa=ı und y—=d—i, fo wid 
[Za= - (= Kin ($. 382, XXM) alfe 
U=4 : [9 — _ BE TI c]. oder 


| eu=- (1 — x) + C, daher g. 216. 
—J— 31 - ) 0. 





Sir x = 0 wid 5 — 3, alſo C = o, daher U’ oder 


* y 0” _ + (M1—a)ls(t— x) « 
A+r)2+n) „0° " 


$. 433. 


Aufgabe. Das Summenglied der Reihe 


BR} a(a+b) a(a+b) («a+2b) a(a+b).. (a +nb) „ 
Vaataernt tern tr tn ten 


zu finden.” | 
Aufloöoſung. Statt der gegebenen Reihe fege man | — 
J J 
ſo wird X = =; K= >K und Überfanpt K,=:- atnb Ku 


ET atrnf 
Hienach ift 
aK. + BR, = = ak,, + rbKn.,, daher auch $. 360. 

afKıxz" + B/nK,a® = af Kun + bfn K_.%", 
oder 2 421. (I) (HI) (9°) wegen 


raum Kit 


U + Baal a — aK, en teeut Da + bad — bla+t) Kat, 


oder auch 
(ax: - — —EXCE — 4 — («+ nb +5) K,artı [zZ]. 
dieraus den oa von U zu finden, bemerfe man, I nah $, 182, u) ) 


PR rt ke Enz Fa USB — 'y 


®_- 


Ele” + A au iftz oder 


= ATS Im 7 l(a—-az—ba)Ur (P—ba)z0U], 
daher 


Pr} 


29 Won den Reihen überhaupt, 44 - 461 
daher wird ($ 213, 1) 


x 


fa iu} us le 0} ‚+ 


Wird daher die Gleichung. [7] mit Ri (8 (Bo 7 multipligiet und die Zuroͤcklei⸗ 
tung genommen, ſo findet man hienach 
2 245 | ' _, CHR. | an 

AP (B—be) Po Um leh (B—br) Pffa-tnd+ 2) Kart 4a +6 
oder man findet dad Summenglied . 


- v and Tara Arten + et + alte 


* 6— * u) + 
wo man die beftändige Größe C fo beftinmt, v6 U= — — für z=o wird, \ 
“ »$, 434, 


Zufas. Sudt man die ganze Summe 17’ der Reihe 


_.a a(a+b) ala +5)(a+2b) a(ca+b)....(a+35) 
— * {at R) + (+ B(e +2p) ” a + urn aM “ r. — 





fo wird bier 
(.—axr—bx)U’ + B-b2) a3 U =a 


daher. findet man die ganze Summe ' 


& 


; ve lese , 


Be (8 ER Yun ß ar: 
Beif piel, Die ganze Summe der Reibe J 


a(a+b) a(a+b)(a-+2b) e(etb(a+2b)(a+3b) „ a 
U=--+ n.2% + x.28.3% + ‚ &.20.38.4& a’. 


ſete man bier. P — a, fo wird 


Te PETER PUR CH Nach 5.214. (I) ift aber 
© 28 ‘ | 


_ (a — br)? — — GC — 22, alſo 
—E U U V — (a ba)8. Für x =o wird u’ = alfo o=(C— a, 
daher = «5 folglich j 

Sytelweins Analyfis, I. Band, | | Pp p 
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a 
5 _, 3 
x . U' a — 


oder auch 
(aba)? | 
fett) —— latnb) m ET 
20» o.. (at — 7 
(&-) 
Sira 1 und 3 — 1 wird 
! 1— Are _ —_ dt —1 
[any ©” = — x Ad +9" 20 " 
435. 
Aufs abe. Das Summenglied der Reihe 
. 29” 
_ U=-.+ cat eat u Ze Te — > 
zu finden. | 2 


Auflöſung. In dem $. 434, gefundenen Aubdruc 
(- + — a — (atnb-+0)K,g"t 
werde a — 1 und 5b = 0 gefeht, fo findet man für die vorftehende Reihe 
@—a)U + PrOV = 1— Kat [I 


wird. Nun ift 





wo hier K = EB. rn | 

on 8 _% “_,_ 1 _® _ 
Ola. — .e ß PER Pa Fur. Pau e Le=mUrAröU), 
daher, wenn man die Burädleitung nimmt: ' 


- 4 e FU - in ef end + Beau. . 


— 1 
- Man multiplizire hienach die Gleichung u ] mit „E .e Wr und nehme. die Bucht 
tung, f wird - 


Ba? Hu la ee uk, ]+0 oder 





vw U= -fro= o wird, 


8. 436, 
Zuſatz. Für die ganze Summe, U" der Neiße 


_ 1 | | 
U — % + ern Fr FACH + SCHACHEHEHER 4. — 


/ 








Von den Reihen überhaupt. WA 0.485 
findet man e-) v + PxöU' =i, folglich Eu | | 


fe ed 


Beifpiel‘ Die ganze Summe der Reihe 


u =;3+ rettet 

zu finden, wird hir a — 3 und A= 1, daher | 
I MT-ESIEL alſo 9. 218, (IX) j | 
wie U=(C— (a? +22 +2). Für 2 == o wird u’ =Iimd et —=1, Daher 

| — 2 + 6, alſo C = 2, daher aIe=U' = 2 — e”* (w’ +22), Mei U’ oder 





S 


Jr oc” _ IR +24 
3.4 5....0F5) — oc’ 

.. W 437. 

" "Aufgabe Die ganze Summe U der Reihe 
; (e+2D% (a+2b) x”? (4435)8 

u= = + ar 5 + ale +) («+2P) LTE TIGE —— +. En En En En Ze 
zu finden, 

Aufiöfung. Dan ſetze 5* — 7 tr — 4 San rer, * rs ı 3 4 + 
fo wird $. 424. | 


U=aS+ bzBs. Sest man nun . 


— Fund =. Br, fo wird $. 436. 





Ss * alſo 95 = Ar: 7 Pr daher 
U Ber Ferner iſt 


& 96 & 

b N. ®B B 
5275 alſo * und 90 auf e aP.e P, daher 
u + — — — — — oder | 2. 


B 
Baf.e P 
‚= z + — ed-b@—=) ls- (fz .. rd 
PR e 7 
Beifpiel. Suht man die ganze Summe der Reihe = 
Vveirytatatet AL... fo wird hier > 


em ß=ma—i und 5b == 2 dab -» = 
| Pr? - 
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=2+°Z 2e—1 ze [0e + a oder weil te - 6, 218); 
fo wird aus 4 
sUV—2z + 2 (0 e2. Fuͤr z=o wird U 1 und er baper 
u. | om [1 alſo C=Adabe J 
fν 28 . 20—1)(@—1), folglich 








2 Qe-N@tt, .. . 
U=;, rm x on 
u 438. - 


Das bier beobachtete Verfahren zur Auffindung der Summen gegebener Reihen, mit Huͤlfe 
der Zuruͤckleitungsrechnung, ift von demjenigen verfhieden, welches Euler zuerft ( Commentarii 
Acad. Scient. Petropolitänae. Tom. VI. ad Ann, 1732 et 1733. p. 68. 'Methodus generalis 
 summandi Progressiones) befannt machte. Auch fann man hiemit Euleri Institutionum cal- 
culi integralis ‚ Vol. II. Petrop. 1792. Cap. XI. p. 256. etc. und Grüson, Recherches sur 
la sommation des Series. Mm. de Pacad, de Berlin, 1804, p. 83. vergleichen. 


3 


‘439. ' 

Es laſen ſich noch einige allgemeine Ausdrüde für dad Summenglied einer Reihe geben, 
von welchen die nachfiehenden (T) und (II) zwar fehr einfach find, dei der Anwendung aber, ges 
wöhnlich auf ſehr weitläuftige Ausdrüde führen, daher ſolche hier nur wegen ihres anderweitigen 
Gebrauchs angefuͤhrt werden ſollen. 

Bedeutet y. das allgemeine Glied einer Reihe, und man nimmt, bei den nachſehenden Ab⸗ 
leitungen, n als veränderlic) an, fo wird nad) $, 369. (IT) 


Yn = Yn 
9,1 In 1 9m |, 1 rn 
my iIg = +3 9 4324 — 22 
5 ı 0° 4 23 0°’ y, 2° a 
mM=n-27 tm 5 Ins I Eee 


0Y 3? * Yı 33 O?y..,,3+ er: \ 
3 Ge+n On‘ 31 09n: + gar 


+ ‘ e ) ® ® — 0 ... 0 % “ ‘ [} £ } % ® ..» + + % + % 


Die über einander ſtehenden Glieder addirt ſo erhaͤt man nach y on dad Summenglied 


(7) /n=(a+Dn— In mh game 7 ms len. 
wo die Reihe offenbar abbrechen muß, wenn eine der höhern Ableitungen von y„ gleih.o wird, 


Ya = = yn 


‘ 


Es ift ferner, wenn man das allgemeine Glied einer Reihe durch Anz”. bezeichnet, 
Sharm 0.41 +A0 ++... eat he. ° 
Jar = 4, + 4a + Aa + Am . .. Anıar daber = 








Bon den Reihen überhaupt, “s. 440. 466 
SA Ay at [An 0r — An ober 2 
SA = [An — Aa + A I] 


Nach der vorftehenden ‚Entwoidelung hält man aber, wenn „4. anftatt yn geſetzt wich, 


DA, 
az Aı— is, + . En + Sen + ...n oder mit x” multipligiet und dann von 


jedem Gliede die Summe genommen, giebt 


| "0? A, "oA, 
SAn-ı 2" = S Anz” — Jar + [Sa - Fre Fe. oder nach em 
ES Ana" — Aut A = S Anz” Sana m) ” a _ er folglich - 


| a . 94, A ro; [ardrA, 
(IT) SAn = [4-4 — ar: por + — — a — 
— 8?A, 


daher 
2 _A_ n 

| | S(o-+- 8n2)a” = («+ Rn?) art —r 2P /nx" +Ppfx” , 

. wo die Werthe von /na” und Sa" nad) $, 375. befannt find, 


5440, 


Bur Erlangung eines allgemeinen Ausdruds, um aus jedem gegebenen allgemeinen Gliede 
Yn das entſprechende Summenglied in mehrern Fällen zu finden, wenn durd) die biöherige Unters 


fuchungen feine angemeffene Ausdrüde erlangt werden, feße man yan-— Fr, weil y. eine Sunfe 


sion des Stellenzeigers n ift. Daher ift auch zn = Fin—1), und man erhält nach $. 194. 
Mfrce=nuwr=1, wenn bier ra ald veränderlich angenommen wird, - 
F a=ypn—Frtz Ip — — ——— oe... | 
daher $. ‘360, 
SYamı = Sy — /F'n-+ „/Pn — — terre 


oder wel [Yan = — Yan + Y- ($. 369.), ſo wid j on W * 


— ν - ᷣννν νν VαMν -.... 


Man ſetze F'n=fn, fo wid Fin = f'n; Fn—=f?n; Fn = f’n; ers. UNd 
Y„“=Fn=f"n (N, 213). Auch fann man, weil y_. eine beftändige, von m unabhängige 


Größe iſt, folde unter dem Ausdruck C begreifen und die Beftimmung deefelden noch beſonders 


vorbehalten. Hienach wird | \ 
Sec nn zent m/f n— —* Fin. 


. Hievon die aufeinander folgenden Ableitungen genommen- und bemerkt, Daß Offn= — 
‚it, weil beide Ausdruͤcke einerlei Reihe geben, ſo findet man 


\ 


Beifpiel.. Für 4= «a + An? wird a = Mn; = 2; Te = 0, 


. - 
— um — — — 
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ENDE RE HE on 
ern=f'inta/ftn—a/fen van u 
In = fin + Äsfen Ast + fen. 


Diefe Werthe ſtatt Fn Sf’n,; Sf’n;.:.. in die Reihe (D) geſetzt, fo findet man, 
wenn 4; Ay; A.; .... noch näher zu beftimmende Stoeffizienten bezeichnen : 
Sr =C+f/"rn + Afr + A f'n + A f’n + A f’n+t-... [7 
Hierin die aud den vorſtehenden Gleichungen entwickelte Werthe geſetzt, giebt 


cC=C | 
rnr=—t +/fn — — * — — —8 +... | 
- 0 A . 
Afn=_ t, 
dfn= +A/Pn-Hlfnt... 
\ A,f’n= u tasten 
oder, wenn man bie Übereinander ftehenden Glieder addirt, 
Sfn=Sfn — l/f'n + z1/f®n BIT PENENN D EnteEze 
| 4A A A 
+4 — +3 m 
A, A 
r4 -7% +5 
+4 4 \ 
u +4; 
daher na) $. 52, - 
. A =; 
— 4— 1 
Ödı=yn75 
4 A 1 
A=y-ztp 
4; 4, ” A 1 
4-1 7975 
4 A. 4 A 1 
As strste 
, 4, Ah ArıA AM 
! 4-3 traten 





#2 


N 


Won den- Reihen überhaupt. $. 440. 47 
.- oo " R . _ 
Hienach findet man Ä 
° A 1 . 
”. 
- A; =- ee A4,=0; - u 
- 1 1 d 
A,=- 0:59 A, = 0; 
1 1 | 
- - d,=z+ 403; — 
. 4 u 
A, = — Ener A,=0% 
A — 4 5 . A — 3 
‚tn 0 = 0; 
u. ſ. w Ä 


Hieraus folgt, daß die Koeffizienten mit geraden Stellenzahlen = o werden. Dad Geſetz, 
nad) welchem die übrigen Koeffizienten fortfehreiten, wird hienaͤchſt (. 586.) noch befonderd ent— 
wiclelt werden. Die Taftoren 3; u; 5. . .'. welche auch ſchon $. 67. in der Reihe für die 
Sotangente vorgefommen find, finden eine vielfältige Anwendung in der Analyfid, und beißen von 
ihrem Erfinder Jacob Bernoulli die bernoullifyen Zahlen, welcher zuerft von diefen Zahlen bei 


- Summirung der Potenzen der natürlichen Zahlen Gebraud) machte. M, f. Jacobi Bernoulli, 


Ars conjectandi. Basileae 1713. Pars II. p. 97, wo die fünf erften diefer Zahlen vorkommen. 


In den Comment. Petrop. novis T. XIV, hat Euler die erften 17 und in den hindenburgiſchen 


Sammlungen combinatoriſch⸗ analytiſcher Abhandlungen, 2. Samml. S. 336., iſt von H. Prof. 
Rothe noch die achtzehnte dieſer Zahlen mitgetheilt worden, welcher derſelbe hienaͤchſt in der allgem. 
Literaturzeitung vom Maͤrz 1817. No. 63. noch die uͤbrigen, bis zur fuͤnf und zwanzigſten, hinzufuͤgte. 

Wegen ihres haͤufigen Gebrauchs ſind dieſe Zahlen hier beigefuͤgt, auch hat man fuͤr die⸗ 
ſelben eine beſondere Bezeichnung gewaͤhlt, fo daß B, die erſte, B. die zweite und überhaupt B. 


die ate bernoullifche Zahl bedeutet. 


B, = + = 0,166 666° 666 6666 on 
B, = = 0,033 333 333 3333 " 
B, = 5; = 0,023 809 523 8095 
B, = 5 = 0,033 333 333 3333 ° 
B, = 5 = 0,075 757 575 7575 BE 
B. 0 203 113 553 1135 
B, = 7 == 1, 166 666 666 6666 


I 3617 __ Ä 
0 Bez = 7,092 156 862 7451 


/ 
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B, = Fl 54 973 684. 210 5263 





7983 
Bi = ER — 509,124 292 42 220 
ie Tr 
BE S668, 253 113, 553 135 —— 
zn 1425517, 166 666 666 6666 | oo 
Bu, = FREU — 27298231,067 816 091 9540 | ft 
8615841 276000%. 7 _ 770921 041217 
Bs m pn I PET 
B. — 3768 858367. m 26 315271 553053 477373 j 
N A — — Fkne — — 19910 — 
2293913 841559 B — WBt 082718496449 122081 . 
j Be 
B., — 1520097643 918070 802691. 
am —— 
_ 27833 269579 3010 235023 " " 
Ba = — —— — F 


596451 111593 912163 277961 
TRITT 


nn B., — 5909403368 997317 696249 127547 
on J 4 a ni 


oo. B..— 495057205 241079 64812 477525 
. N 96 . * eg ——— . 





Hienach wid Ad = 5 d,= Bi; 4, * ZB; A=uBi A,=— Bus 
u. ſ. w., daher findet man nad [1] | | . 
(N) /r= CH +im + Hfn+z fen — Be f!n 
— - + f’n— Be pin... anf ha... 


Diefe Neihe muß- abbrechen, wenn eine von den Ableitungen = o wird, und ed fann als⸗ 
dann nach derfelben dad Summenglied jeder Reihe gefunden werden, deren allgemeined Glied 
Yn fr nebft den Ableitungen und der Burns von fr befannt find. 


Setzt man In = Yu; fo wid fn= In u. ſ. w., daher.erhält man auch 
Ä B, 9Yn Bi 9 Yn B, 9 
an) Sn=ctH tin te et 
u Noch folgen bier die gemeinen Logarithmen der bernoulliſchen Zahlen | er 
Ä LgB,;, = 0,221 8487 496 .— 1 | 
“ı LeB, = 0,522 8787 453 — 2 
u L;B, = 0,376 7507 096 — 2 


8 0 2 > 


= 
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. LeB, = 0,52 978743 — 2; 
LgB, = 0,879 4260 688 — 2 
_ Le B, = 0,403 3154 004 — 1 
LgB, = 0,066 9467 896 
Lg B, =: 0,850 7783 387. . 
 LeB, = 1,740 1350 433 - - N 
L;Bo = 23,723 5576 597 ° | 
Le Bı = 3,791 8359 878 | 
“ LgBa = 4937 4188 514 
LgBs; = 6, 153 9724 516 
Lg B4 = 7,436 1345 055. 
Lg Bis = 8,779 2940 212 . 
2 Lg Bis = 10,179 4459: 554 
” LsB, = 11, 633 07% 754 \ 


‚LgB = 13, 137 0898 829.. 


z. 41. | 
Aufgabe. Das allgemeine Glied einer Reihe fey (a + nA); man fol dad Summen 

glied derfelben finden. 

7 Auflöfung Man fege fn = (a-+nK)r, fo wird 5. 190, 

S’n=r(a-nh)"; f?n = Fra lan; f’n= Ir lan); Fe 
und (j. & 214, . 1) 
' nk 

| jFu= = tn, daher nach $. 440, 
Kata) = on . 
a-tnhyT! atnh)" j " | 

— N am.) Barı NH EB le 


um C zu Beftimmen bemerfe man, daß für n = .o (}, 352.) °f(a Anh = ar wir, 
Setzt man nun in vorſte henden Ausdruck n = o, fo wird | 


«=C4 mt? HB Bent... oe 


art! ! 
C=— amt T- —;3#B; re +4Bnes Bine... 


Diefen Werth ftatt C in den vorſtehenden Ausdruck geſetzt und abgefünt, giebt 


— (a+nh) _ artı (a+nhyr 4 4a5 
(I) Sata’ = rn — — 
( 4NY Bırkh _ B,r,h*® B, r, h° ur7h? 
+ 2 Be 2(a Fam + 3(a + nah)! u + oo ] 
a’ IB;rh Br, h’ B,r,h% B,r;,h? r, Aꝰ 
ae - tn 
Eytelweins Analyfid. I. Band. — Qaq 
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| Hierin 1,2, 30... fatt r gefest, giebt 
Satan) _ tem} a: + 2a tnh 
"Sla+nr)? = — (ara + — + a? 4 B, nh 
San) = —E 4 NET + 4Bınh (2a rn) u. ſ. w. 
Anſtatt der Reihe (I) eilt man auch 








@ — a — 
Ge et ee 
ro a Tem at” 7 
+ B,r,R°’ ha tet J —— — 4 . 8P ..o 
Fuͤr à— — 1 findet main , 
! | nn)" — * rs 
(III) ne tet en (a ) Br 


r a—n)7 a7 
— B 37; em Te + B fa en) Ze — oo 1.32 90,90 9% 
Dieſe Reiben breigen ab, wenn r ine pofitive ganze hehl iß iſt. 


$, 442, | 
Bufap. Bir = = = 4 wied nad) un ur j 
Ä rh_ HI) n41y73_ 51 


und dia a=o und = = * wird 

—X mo. "5075 _00T7 
et 4B —— —— TB, tum 
Die Ausdrüde 0-1; vi; .... muͤſſen bier beibehalten werden, weil 0° = { ft. 
Um beftimmt anzugeben, bei welchen Gliedern diefe Reihen abbrechen müffen und die Bes 


seihnung mit Nullen zu vermeiden, unterfcheide man die geraden von den ungeraden Erponenten; ;. 
als dann wird 


(I) Sa+lr = — —— 4 * — 





tn — n 3_ n a5_ n _ 
+B, ar et t_ 5,2), —— * en), EN, FB 
(I) Fat ieh = gen 14 ern" +1 
yr_ . _ 

+B: (er yet, B,@r +1), uam +2 | IB, æræ m. Em ur. 
| Er 
‚07,7 + B, an, 

— n 
Bußnı re .....F ee * 


nn 











(IT) Snv = 














". 


Won A Reihen überhaupt. 543. ga 
Te L - 
w tz — * +” * +.B:.2r +3) z — er 7 TB) 
1 > “ —ı B,(2r +1), "Tr... .. F Bar len, 
‚wo 0 Durcgängig die oberen Beichen für ein geraded, die unteren für ı ein ungerade r gelten. 
Sett man 4,2, 3... . Malt, fo win . . 
a =75 ++ 7 
Sn * 52ö 
ne m’. n? , — 
— — —. 
n® 4 n? n . 
“*=5+7+48:7 —4B7 
W=z4+3+5B 3 108,7 um 
Hienach laſſen fi ſich die Summenglieder von den n Potenſen der ethelihen Zahlen leichter als 
nach $. 364. finden. 


Die Summenglieder von den Potenzen der natärlichen Zahlen, mit astoeifelnden tzachen, u 
findet man $. 588, | \ Ä | 


5 43 . 


dur Vergleichung der bemoullſtan Zahlen unter einander, feße man n== 1, 4 RM, 
fo wird. . 


| Yard ++ 3 dB — HQnıB, +3enıB- — 1... 
oder weil = 1 ift: ($, 352, 77), fo wird - 
2r—1 2r en un 
em . . -... 
oder durchgaͤngig mit 2r +1 — *— | 
Ale Or, B, —(ertHB+ HB, — nn Fr DaB, + —R 


oder, wenn n ftatt r gefeßt wird, ſo muß die Reihe abbrechen, wenn n eine pofitive ganze Bahl if, u 
und man findet: \ 


Pl (2n+1),B, — @n+1),B, + en 1) B, —.. F ante, 
und wenn mit + 1 durchgängig multipliziet wird, J 
-(D Gr +1, = = er 1) Bun — (2n 1), Bra + @n+1,B,, — Sesıne 
... Art NYnsB, + (2a + Dom B, = rt, 
wo die oberen Zeichen für ein geraded, die unteren für-ein ungeraded rn gelten, 
| 802 ° - 
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Hierin nad) einander 1, 2, 3. ... ſtatt m gefeht, giebt: | 


3B,= 3 
SB 5-4 | —— 
| 7B, = WB-TB+t} j 
_ 9B. 9., B. — %B+ 9% B— 3 
| 1B,=11, B,—11,B, + 11,B, — 11, B. +3 
u. ſ. w. 


Einen fuͤr die Berechnung bequemen Ausdruck findet man $. 847. 


Wegen anderer die bernoulliſchen Bahlen betreffenden algemeinen Ausbrude ſ. m 2 505. 
586, und 846, 





eiftes Kapiten. 
Von den wiederkehrenden Reihen. 





. 44. 
Fuͤr jede gebrochene Funkzion laͤßt ſich nach $. 54. die entſprechende Reihe bilden, und man 
erhält z. 8. j 
3+2 3 _ 7. 11 Pr 
; 3472 = 5 x + = Thar.... 
—— +27 . ... 


Diejenige gebrochene Funkzion, durch deren Entwickelung eine Reihe entſteht, heißt der er⸗ 
zeugende oder Urbruch (Fraction génératrice) dieſer Reihe, welcher mit der ganzen Summe der⸗ 


ſetlben einerlei iſt ($. 355.). 


Um zu uͤberſehen, wie die Koeffizienten des etzeugenden Bruches, mit den Koeffizienten der 
entſprechenden Reihe zufammenhängen, feße man, weil jeder gebrochenen Funkzion leicht die Geftalt 
gegeben werden fann, daß dad erfte Glied im Nenner = 1 wird 

ab 
a =44+Ba +4 Ca: + Da +EBa+.... ‘ 
fo findet man (5. 56.) Ä j 


Ad=d, 
B=a4+ 
= 


aB +54 





D=aC-+bB 

E=aD -+bC " 

F=aE +bD ' 

u f. w 
- Aus. diefer Folge der Koeffizienten uͤberſieht man leicht, daß hier jeder derſelben, v vom drit⸗ 


x 


ten an, auf einerlei Art aus den beiden unmittelbar vorhergehenden entſteht, wenn diefe einzeln’ in ° 
umgefebrter Ordnung mit den Größen a; 5; multipliziet werden. Diefe Bildung der-Koeffizienten: 


einer Reihe, mit Hülfe der unmittelbar vorhergehenden, bat veramlapt dergleichen Reiben wieder, 
kehrende, ruͤcklaufende oder recusrente Reihen zu nnnen, weil in jedem Koeffizient die vor= 
hergehenden wiederfehren. 


Es ift daher eine wefentliche- Eigenfihaft der wiederfehrenden Reiben, daß die einzelnen Koef⸗ 


fijienten derſelben, aus den vorhergehenden -gebildet werden. Auch gehören hierher alle diejenigen Reis 
ben, welche aus der Entwidelung einer gebrochenen Funkzion entftehen. 
‚Wäre ganz allgemein 
a '+b a4 ec oc? ek. 


l— Ax — b dit... 4%" 


der erzeugende Bruch und 
A-+ 4; + 4; a2 4 4, AR RERRE SE Ep u rege 
die entfprechende Reihe, fo findet man ($. 62,) 


A =d 

A,=aA + 

A,=aA, +54 +0 

A, =a4, +4, +c4+d 
An mahatbhst.. tpAty 

An = aAnı + bAns + cAnzs +. . PA.. + 94 


Antı pn a An + 5 A, + c Ana + eo. + pA4: + qA; " fi 
' A = — a Antı + bAn + © Anz + 00 4 PA, 4 qA: ” 
Arts = aAmia tb Antı + cn +...+p4 714 
u ſ. w. 


Hieraus folgt, daß der Koeffizient A, und alle folgende Aus Ann; .... auf einerlei. 


Weife dadurch erhalten werden, daß eine Heftimmte Anzahl von den unmittelbar vorhergehenden, 
in umgefehrter Ordnung, einzeln mit den Größen | ' 
a;b; 0;d;.2...Pi.45° 


multiplizigt werden. 
Diefer Ausdruck heift das Beziehungsmaaß oder die Relationoſcale der wiederkehrenden 
Reihe, und wird gefunden, wenn man die Koeffizienten der veraͤnderlichen Größen x im Nenner des 
Urbruchs, nach ihrer Folge, mit entgegengeſetzten Zeichen, neben einander ſchreibt. 
Auch folgt ferner hieraus, daß, wenn der Nenner des erzeugenden Bruchs aus m1 Glie— 
dern beſteht, fo hat das Beziehungsmaaß ein Glied weniger, alfo m Glieder. Alle auf dieſes 


Bon den wiederkehrenden Reihen, $, 444, - 493 





.. 


— 
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ebenfall = 0 geſebt und mit aufgefuͤhrt werden. So iR 


= 


mte Glied der wiederfehrenden Reihe folgende Koeffizienten, werden auf einerlei Weiſe aus den vors 


hergehenden und dem Beriehungmaaße beftimmt’; die m erſten Glieder der Reihe ſind aber F iugleich 


von den Koeffizienten im Zaͤhler des Urbruchs abhaͤngig. 


Sind einzelne Glieder im Nenner des Urbruchs = o, ſo werden dieſe ebenfalls im Bezie⸗ 
hungemaeße nit o bemerkt. So 'iſt z. B. von dem Urbruch 
1—5% 

1 Im + Amt —6nt Hm - \ 


das Beiiefungsmaaß 


35 — 4; 05 65 0, —1 
Unter der Vorausſetzung, daß die hoͤchſte Potenz der veränderlichen Größe im Nenner bed 
erzeugenden Bruches wenigftend um eine Einheit größer ift, ald in dem zugehörigen Zähler, heißt 
die entfprechende Neiße, eine gemeine oder einfache wiederfehrende Reihe, um fie von denjenis 
gen zu unterſcheiden, welche noch auf andere Weiſe gebildet werden koͤnnen. 


& 445, “ J 
Sind eben ſo viel erſte Glieder einer Reihe gegeben, als dad gegebene Beziehungsmaaß 
Glieder enthaͤlt, ſo laͤßt ſich alsdann jeder folgende Koeffizient der Reihe finden, wenn man die 
naͤchſt vorhergehenden Koeffizienten in umgekehrter Folge mit den Gliedern des Beziehungsmaaßes 
einzeln multiplizirt und dieſe Produkte addirt. So erhaͤlt man die Koeffizienten der Reihe: 
1— x + 722 — 242: + 87x* — 3164 + 114628 —... 
aus den drei erften Gliedern 
1; — x; + 7x7; und dem Beziehungsmaaße — 3; + 2; —1; 
durch folgende Rechnung: | 
—3.,.:'7 +2.-1—1 j 1 =— 24 
— 3.(-4)+ 2.7 - 107 9 8; 
—3. 7 +2(-2%4—1. 7=— 31635 
\ — 3.(—316) + 2. 7. — 1i-4= = 11463 
Ä u ſ. w. | 


Befteht dad Beziehungsmaaß einer wwiederfehrenden Reibe nur aus einem Gliede, ſo heißt 
ſie eine Reihe der erſten Ordnung; aus zwei Gliedern, eine Reihe der zweiten Ordnung, und 
wenn das Beziehungsmaaß aus m-Gliedern beſteht, fo iſt die wiederkehrende Reihe von der mten 
Ordnung. 

Hieraus folgt ferner, mit Ruͤckſicht auf die, vochergegangene Außeinanderfeßung, daß, wenn 
die Potenzen der veränderlichen Größen nad). den natürlicyen Zahlen fortfchreiten, allemal eine Reihe 
der mten Ordnung entfteht, wenn im Nenner des erzeugenden Bruchs die Höchfte Potenz der vers 
änderlichen Größe ar. ift. Died gilt noch, wenn einer oder mehrere Koeffizienten von den m +1 
Gliedern des Nenner S o werden, weil -alddann im Beziehungsmaaße die entſprechenden Glieder 





\ 
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a — bada? —bbar Lad Ba — band -biha! L.... 
eine wiederlehrende Reihe der zweiten Ordnung und ihr Beziehungoͤmaaß 
| — 0, — b; wa 
— 0.5. —b. = — ba; 
=0(-bN)— 5. r = — bu; 
— (5b) — b(-ba)= + b?a 
—0.ba —b(-bb)=+ ve; 
— — 0.224 —b.bad =; 
u. few 
Ware in irgend einem Falle bekannt, daß eine wiedetkehrende Reihe jur nten Ordnung ge⸗ 


hoͤrt, ſo weiß man auch, daß der erzeugende Bruch derſelben die mte Potenz der unbekannten Größe 


im Nenner enthalten muß, weil nur unter diefer Bedingung dad Beziehungsmaaß aus m Gliedern 
beftehen kann. 


_ Auch folgt ferner, daß bei einer Reihe der erſten Ordnung, aus dem erſten Gliede und dem 
Beziehungsmaaße, die folgenden; bei einer Reihe der zweiten Ordnung, aus den beiden erſten Glie⸗ 


dern der Reihe und dem Beziehungsmaaße, die uͤbrigen Glieder beſtimmt werden koͤnnen, und daß 


uͤberhaupt zur Beſtimmung der Glieder einer Reihe der mten Ordnung, die m erften Glieder der 
Reihe, nebſt dem Beziehungoͤmaaße derſelben bekannt ſeyn muͤſſen. 





IL Ton den wieberfehrenden Reihen der erſten Ordnung. | 
447. 


Bezeichnet s=4 +4 Bxz + 0x2? + .. eine wiederfehrende. Reihe der erften Ordnung, 
fo erhäft man, nad) $. 446,, ald die — Darſtellung derſelben 


nd + dax + da? + datat Heather. 
und es ift . ' 
A = d 
B=af 
== aB 
. D — aC; u. f. w. 
Das Beziehungsmaaß dieſer Reihe ft = a, 
Teil Hier jedes Glied gefunden wird, indem man das unmittelbar vorhergehende mit einerlei 
Factor multiplizirt, fo ift jede wiederkehrende Reihe der erften Ordnung eine geometrifche Reihe (3. 348.). 


Sobald von einer wiederkehrenden Reihe der erſten Ordnung das erſte Glied A, nebſt dem 
Beziehungsmaaße a, gegeben find, fo kann man daraus leicht den erzeugenden Bruch der Reihe 
finden, wenn man das gegebene erfte Glied zum Zähler, jum Nenner aber die pofitive Einheit ald 


PL 
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erſtes Glied und das Beziehungsmaaß mit entgegengeſetzten Zeichen, als Koeffizienten des zweiten 
Gliedes annimmt. Denn es iſt der erzeugende Bus 


1-ax —— 5* 

Waͤre z. 8» die Reihe . 
s=3 +62 +12 + 4x! +42 +... 

gegeben, fo ift dad Beziehungsmaaß = + 2; alſo 4 2 und A—=3 daher > 


— 


4 3 
SE an I Me 


R . 
15: =7Ir6- +12? +4 te... 

Auch aus dem erften Gliede 4, und zweiten Gliede B, fann der erzeugende Bruch gefünden 

werden. Denn es it B= aA alſo 4 I Diefen Werth flatt a in die vorftehende Glei⸗ 


hung geſcht, und Bähler und Nenner mit A multipliirt, giebt den erfeugenden Bruch 
42 
5* A—Bx' u 
Bon dar Reihe S—=1— 3x + Axt — 278 +... ft4=1; B=— 4%, daher 
der erzeugende Bruch oo 





$, 448. 
Um zu erfennen, ob eine gegebene Reihe 4; Ba; Cæꝰ; 2.0... eine wiederfehrende 
Reihe der erften Ordnung fey, dividire man jeded Glied derfelden durch das unmittelbar vörherges 
hende; kommen alddann durchgängig gleiche Quotienten mit einerlei Zeichen, fo ift die Reihe von der 
erften Ordnung, weil nur unter diefer Bedingung das entfprechende Beziehungsmaaß gefunden wird. 


449; 


Wäre dee Bruch O0, 7777... . gegeben, und man fucht deffen Weeth oder den erzeugen⸗ 
den Bruch, ſo kann man denfelben folgender Reihe gleich fegen 


\ . + tont-...- oder 


se; tmetir tr... cd). 
| . 
see een nenn 
Fuͤr æ = 1 wird S oder 0,7777 .... 75. 
Aus diefem Verfahren kann man überhaupt die Negel ableiten, daß, wenn Reihen gegeben 
find ,. „welche nur aus beftändigen Größen -beftehen, zur Auffindung, des. erzeugenden Bruches, diefe 
Reihe, nachdem fie zuvor geordnet ift, vom zweiten Gliede an, mit den aufeinander folgenden Pos 
tenzen von cc multiplizirt werden muß. Setzt man dann in den gefundenen, erjeugenden Bruch 
x =41, fo erhält man den erzeugenden Bruch für die gegebene Reihe. 





Wäre 
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Ware die Rahe 1, — 3 + $; — 5 + 16; — ..... gegeben, ſo ſchreibe man 
13 — — 3 *; +52; — He; i , 
"Hier iſt 4= 1;B=—4#, daher. der erzeugende Bruch | 
Ä . _ 1 3 ' 1; 
A— Bxs — Ir = sr alſo fuͤr = ] 


in ei-ite chin re I 


| 450, ©. | 009 
Es bezeichne Yn dab allgemeine, oder n + 1fte Glied einer idestepeenden Reihe der er⸗ 
ften Ordnung, ſo iſt uͤberhaupt 


T ä αα ανσν tin aan... 
daher erhaͤlt man das allgemeine Glied dieſer Reihe oder 
Yna —— a [4 a, , - 
und dehe nach $, 355, Ir» oder , 
Yan 


Hienach hat es keine Schwierigkeiten, fuͤr Reihen der erſten Ordnung, aus dem Urbruch ‚das 
allgemeine Glied, und umgekehrt, aus dem allgemeinen Gliede den Urbruch zu finden, oder wenn 


— der Urbruch iſt, fo entſpricht demſelben a’ a” ald allgemeiner Koeffigient, 








= 1. Beifpiel, Der erzeugende Bruch 7 I einer Reihe ift gegeben 2 man fol das all⸗ 


| gemeine Glied derfelben finden. 
Damit der erzeugende Bruch die Form —— erhalte dividire man Baͤbler und Nenner 
deſſelben durch 4, ſo iſt F 5 
— 7 i-14x° 
Begleiöt man diefen Bruch mit ———— und dem dazu gehörigen allgemeinen Gliede 


Ya = darar, fo wird «=2uda = 4, daher findet mar dad allgemeine Glied: 
Yn = 2. (Mœn, | 
und die deuſelben entſprechende Reihe: — 
=2 +4 13 +30 + Er ..... 
Das 13te Glied diefer Reihe findet man- mittelft des allgemeinen Gliedes — = RT ie, 
_ 2. Beifpiel, Aus dem gegebenen allgemeinen Gliede — 2 — rar den. erzeugen⸗ 
den Bruch zu finden. 
- Zur Vergleichuns des allgemeinen Glicbes mit dem erzeugenden Bruch, war 
‚ .Yn = ara, 
x Damit nun da8 gegebene allgemeine Glied eben diefe algeheinen Erponenten erhalte, fo 
bemerfe man, daß (— NT = — 9 (— 9” ift, daher 
— 2 (— War 2, 9 (— rar = 18 (— On ar, 
Eytelweins Analyſt. L Bant. , ' Rrer 


— 





U 
[2 
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+ Bergleicht man bied mit | 
Mc ar go” 
und dem zugehörigen erpeugenden Brud) | 
| Ä mer . 
fo wird d — 18 und «a = — 9, daher ift de geſuchte erzeugende Bruch 
| 1 | 





1+9x' 


. 451, 


Zufay Es it =« + “ax — aa?x* + da’? Li. 
Vergleicht man diefe Neihe mit . 
Se 4+Bet Ce + Deh....fwin . 
A= a und B= da, alfe 
«= Awmwam 3. 
Nun ift dad_afgemeine Glied der vorftehenden Neiße 5 Ya = ada”z", daher auch 
Yn =. (7 2) ar 
MWenn daher von einer Reihe der erſten Ordnung 
| S=4+Bx-+(x?-+-Dx’+...... 
die beiden erften Glieder „Z und Bx gegeben find, fo fann man daraus dad allgemeine Glied Yu 
der Reihe finden, 


. n 
- 


_ & 452, 
Bon der Reihe S— ad — dax + data? — dal? +. ... +. az)" 
it das allgemeine Glied yn = a (— ax)", daher dad Summenglied 
. Sm=«afl— ax)". 
Setzt man a ſtatt a in (Z) 9. 367., fo erhält man 
I ax — 
daher. findet man von der: vorftehenden- Reihe das Summenglied - 


_ ayıtı „nt 
aSf- Var - a Mn 


. . , . , _ > 1 ” | J 
(BET EEE Dun 2 
und wenn man das Zeichen vor a umkehrt | | 


— 


Beiſpiel. Das allgemeine Glied einer Reihe ſey 2 .(— 3)"x”; man ſoll die Summe 
der n--1 erften Glieder diefer Reihe, oder das Summenglied derſelben finden. 


oder 


Pu 


“=... Bon ben wieberfehrenden Reihen. 45, 499 
Hier ift daB Summenplied = 4 f{— 3)" 2”. Vergleicht man dies mit, | 
| af aa” =.a (ei SH), 
ſo wid a = 4 und. a * 3; daher findet man dad Summenglied | 
ya ey Net | 


3<+1 u 
Die Reihe welche dem allgemeinen Gliede entfpricht, ift: _ 
8 72 216 
s=7—-5:+?2x% -_ nahe... 
"Set man n = 3 und = = 1, fo erhält man die Summe ber vier erſten Koeffhhienten 
der vorſtehenden Reihe = 4. — = — 32. \ 
nr 4. 453, 


Seht man die Summe der Glieder, welche auf das n-tifte Glied einer Reihe folgen, 
= R, fo heißt R die Ergänzung der Neiße, Num ift nah $. 450, 


— — + dachte det Het 


Ian — 
‚daher wird nad $. 452. (IT) | j R 
a y artı „nt _4 . " 
—.. 
- und man findet, wenn eine unendliche Reihe der erſten Ordnung beim n -F iſten Gliede abbrechen 
ſold die Summe der folgenden Glieder oder die Ergänzung 


_a "antı „tr 

Hiermit vergleiche ‚man $. 356. W | | | nn 
$, 454, 

Beyechnet S eine jede Reihe der erſten Ordnung, fo kann ihr erzeugender Bruch leicht auf 

die Form 7 — Fr gebracht werden, und man erhaͤlt alödann - 1 = 5, woraus folgt: 


z 








p +9 
1 
F = =p + 1%. \ 

Wird daher mit einer wiedertefrenden Reihe der erften Ordnung in die ‚Einheit dividirt, 


ſo muß der Quotient die Form p + ga erhalten, welches außer dem H. 48. angegebenen, ein. 
zweites Rennjeichen fuͤr Reihen der erſten Ordnung iſt. 


—32 


RF 


3 


- 


u. „von den einfagen wisberfeßtenden Reiben der zweiten Ordnung. 
4. 465. 
Wares44.24. + Az” tb... . 
eine wiederlehrende Reihe der ‚weiten Ordnung, wo Anz” dad a Iſte oder allgemeine Glied 
Ner2 
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derſelben, alfo An den Koeffizienten: des allgemeinen Glieded bezeichnet, fo ir die altemeinſte Ge⸗ 
ſtalt ihres Urbruchs 


in welchem die einelnen Koefflzienten poſitiv oder negatlo fegn mögen; auch fann 5 = o oder 


a = o, oder auch Beide zugleich S o feyn. a 
u = 41r4 x + A,x” Et A.. . .. aflltman 
na}. 444, die ‚Roeffisientengleijungen . | >. Ä 
A dad: 
A, — b 424 
A, =aA, +54 
A, = ad, + bA, 
4,=a4, +54 = ' 


und überhaupt Ä 
oo. An = a An-ı + bAn—. 
Hienach wird a; b ; dad Beziehungsmaaß der vorfichenden Reihe, 
Sind daher von einer Reihe der zweiten Ordnung die beiden erften Glieder A und A,x 
nebft dem Beziehungsmaaße gegeben, fo koͤnnen daraus die übrigen Glieder beftimmt werden. 
Wäre z. B. daB erfte Glied A — 1, das weite d, x = 2x und das Beziehungsmaaß: 
— 3; + 10 gegeben, fo erhält man für. den dritten und die folgenden ‚Soeffgienten der Reihe: 


| 4.=—-3.2+10.1= 4 
4 =—-3.4+10.2=8 .' 
A=—3; 8 + 10. 4 = 16 . u ; 


A=—3. 16 + 10.8= 32 — 
u ſ. w. Die entſprechende Reihe iſt daher: | 
1; 22; 402; 8x2; 162%; 2x’; .2.... 


6, 456, 

Aufgabe, Aus den beiden erften Gliedern A und Bx einer Reihe der jweiten Ordnung 
und dem Beziehungsmaaße + a; "5; den erzeugenden Bruch S der Reihe zu finden. 

Aufldfung. Mit Ruͤckſicht auf das gegebene Begiehungdimaaf, ift die allgemeinfte Form 
des erzeugenden Bruches Ya 

a 

Nach $. 455. ift aber, wenn A, = B at wid d=Amb—=B— aA, daher 
- findet: man, wenn A und Bar die beiden erften Glieder der Reihe und bz “ dad Beyiefungemaaß, 
gegeben find, den erzeugenden Brudy . 

So 44 GB — aA“ | j 


" 1 — ax—bx: | 
Beifpiel. Bon einer Reihe ſey daB erſte Glied = 1, das weite = 4x und dad Bes 
ziehemgsmaaß — 6; +5; po, wird hie = 1; Bet; 4 +5; 5b = — 6, daher 


r 


I 


- 
% 





"Bon den‘ wiederkehrenden Reifen. 4. 437. 65501 


findet man den erzeugenden Bruch ——— 
Se 1+4—5)%. Am | 
————— 1504 6% 
Die entfprechende Reihe ift: 
u ad En 0E 2225 a 


Pd 


“w 


J | . §. 457. a. 
: Aufgabe. Aus den vier erfien Koeffizienten einer Reihe der pt Ordnung, den Eis 
| jengenden Bruch S der Reihe zu finden, 
Auflöfung. Bezeichnet S = 4 + Bx + Cx? + Dx! + Bar + ....: 
die Reihe, deren vier erfie Koeffizienten A, B, C, D gegeben find, und man ft den ergeugenden 


Bruch S= — fo iſt nad) $, 466. | 
S Ad= ds | \ 
B=b-+-a4; | nn 
C=aB+54; . . 
D=aC--bB. . . 
Aus den beiden legten Steigungen wzhatt man | | | 
-BD - - 


Sep mi= Tem: | 
| Gerner iſt 
A4 und B- A, — 
daher laſſen ſich die Glieder des erzeugenden Bruches aus den Aoeſſilenten 4 B, 


a0 — bo? 
6, D finden, “ 
1.. Beiſpiel. Die vier erften goeffiienten einer Reihe der nweiten Ordnung find: 
A=1; B=4 C=14; D=46, daher if | Ä 
a 4 1 — 1.46 5 
7 = 

A. * - 4.46 _ 

= 7n *26 
Pan delwd=4 Ssi=—1 
- daher-ift der ergeugende Bruchh ER | 


a + box 2 Ion 





Tax di 7 I 55 60° 
2, Beiſpiel. Die gegebene Koeffizienten find | 
Amo; B=1; C=2; Dale 


— 1.2 __ ; — 


.. mie, daber — 
S= mega hie at dt dar Tal Heine 


finden. 


ü— —— — — 120 — — — 
⸗ 
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$. 457, b. 
Aufgabe. Aus den drei erften Koeffuienten einer Reihe der ‚weiten Ordnung, den er⸗ 


zeugenden Bruch S derfelben unter der Voraudſebung zu finden, daß der Renner des erzeugenden 


Bruchs ein Quadrat ſey. 


Auflöfung.. Bergleicht man den Bruch z es u = eure 
meinen Ausdrud — ($. 457. a.) für den erzeugenden Bruch einer Reihe der zweiten Ord⸗ 
nung,. und fest ° en 


y Ä 
Gr Ar Bat fat + Det denen. 


fo erhält man ‚ wenn 2Za mit — 4 und a? mit — b vertauft wird, 
. d=d 

B=»b — 2aA 
C = — a? A — 2aB 
D=—a?B — 2aC 

und aus C = — "aA — 24B findet man 

—_ Btv = AC) 

— 


⸗ 


«+P — mit dem allges _ 


Hiebei ift zu bemerfen, daß man für S zroei verfchiedene Werthe erhält, welche beide der 
Bedingung genügen, weil VB?—.4C) einmal poſitiv und dann negativ in Rechnung gebracht 


werden kann. 


1. Beiſpiel. Die drei erften Koeffizienten einer Reihe der zweiten Ordnung: find: 


A=1; B=2;C=3; fo wird, wenn der Nenner des erzeugenden Bruchs dieſer Reihe ein 


Quadrat ift, 
[ne 000———— 
— ————— J 


Fuͤr a — — Lind d o iſt daher der erzeugende Bruch S = > 
a milt2e he Hin br +60 . ..... 


und fuͤr a — —3 und db — 4 wird der erjeugende Bruch S = 


1—4 
Bar = 14 2 Bat 4° — at — Bidet at inet. 


welche beide den Bedingungen der Aufgabe entſprechen. 


nd 








Von den twieberkehrenden Reihen, *. 458; ... 503 
2, Beifpiel. Die drei erften Koeffizienten einer Reihe der ‚weiten Ordnung find: 


\ 4 13 B=4 C=14; ſo wird — — 4 8 2; S undb—425 
alſo der erzeugende Bruch: 
1—(AF2YDn _ 4 4 4422 
I = Harder” + x + fix + 4 (10 + + y2) na .. . 
\. 458. | 


Dad allgemeine Glied Ana", oder, worauf es vorzüglih anfommt, der Koeffizient: A, des 
Allgemeinen Gliedes wird nach d. 455. nur mittelſt der Koeffizienten der vorhergehenden Glieder 
beftimmt. Verlangt man einen folchen Auddrud für A, , welcher von den vorhergehenden Gliedern 
unabhängig ift, fo muß dieſer mittelft des ergeugenden Bruched geſucht werden. Man ſetze daher 

wartete arte ehe. 
fo erhält man, wenn mit 1 — ax — dx? in 1 bividirt wird, 

1 











mem =ltanto‘ art al ala air a’ x’ +. 
| b 2ab: 3da®b La®b Sasb|, 6a’b 
a? | 3ab® 6a? b® 10 a? 5? 
. b® 4ab: 


‘ 


oder, wenn man 


1 u 2222 2. 225 [7 


1—-ax—bx 
1 fo findet man _ 
B=i; B =a; B, =. +b; B, = at +20 5 
B,, = a* + 3a?b -r a* 
B, = a! + 4a!b + 3ab? 
B, = a® + 5a*b + 6a*b* + db! 
. B, = a’ + 6@°b -—- 10a!.b? + 4ab® 
B,-=a® + 7a6b + 15.0*b? + 1a*b? + 5# 
B = a? -L 8aTb + 21a° b* + 20 a? b? + 505° 
u ſ. w. 
Wird die Rechnung noch weiter ſortgeſetzt, ſo uͤberſieht man leicht, daß der allgemeine 
Koeffizient 
B,. = a" + (a1) arb (n— 2), art 2 + (a3), arib &.... 
iſt. Der vollftändige Beweis, für die Richtigkeit dieſes Audbrudd, wird im neunzehnten Kapitel 
$. 810, folgen. 
u Die Gleihung [I] mit d + d’x Ba giebt: 
| A = aB+dB,|e +eB|2® +... +«@B |" +... 
| 8B vB, DB Bei | 
Hiemit die Rebe A; Ay; Anz er AM rrene verglichen, fo findet man 
An 4 B - Bars - 


9 


en Eiftes Kapitel, a 
Run iſt ' 


B, zz" + (a 1)ar22 +2, -L, 224 a. 
Hierin n — 1 ftatt rn gefegt, giebt I 
B. za” —— (n— 3), ar5b® +... 
Man findet daher, unabhängig von den vorhergehenden Koeffizienten, den Koeffizienten des 
Allgemeinen Gliedes einer Reihe der zweiten Ordnung, oder den allgemeinen Koeffizienten 
A, ='d [er  (n—1) 5 + (n—2), a4 be (n-} 3), u... rn.) 
| + de + (a —YDar3b+ (n— 3), ar 552 $ (n—4),ar 7b...) 
"und hieraus, wenn nach einander 0, 1, 2,3. . ... flatt rı gefegt und Bei demjenigen Gliede abs 
gebrochen wird, wo die Erponenten von. a negativ werden, 
= ad 
A,=da + b 
44, =ala 2b) + ba 
J ‚=«d(a? +2ab) +b(a + 
4,=d(a +30 +5) + d(a? + 2ab) 
u. ſ. w. 
gie der, Urbruch lauter pofifive Glieder im Nenner, fo findet man für den utberch 


— die Koeffizienten der entfpredhenden Reihe, 


XX 
A4A, — a 
— A. = d (a*—b) — ba 
4, = — a (a—2ab) +b (a—b) 
„=a (a 300 +2) - — b (a —2ab) 





u. ſ. m 0 
$, 459, | | 
Der fir. A, gefundene allgemeine Ausdtuck, laͤßt ſich in den meiſten Faͤllen noch verein⸗ 
fachen, wenn man aus dem urbruch 7 a — +7 —; den Werth von 4, a? b) beimmt und 
auf folgende Weiſe verfaͤhrt. Ed ſey — | 
Dia +b)=G, | 


fo erhält man nad) $. 48, Ä 

Get — Gel = am. (m 2)ar5b + —J 0.0. 
“und wenn Siem n + 1 ftatt n gefest wird, | 
“ Gets" — get _ + nad + de +... 


. “ | Man Kinder daher, der Vorausſetzung (I) gemäß, 
= j A,=a .(da+ S — E — + Y (fa + 7 —— — R [7] 





> Oder. 





Von den w piedertehtenden Reihen. 189, 505 
‚ oder zufammengezogen: 
(IT) AZ “getg + (dato) — — (ga— c)”. 

Diefer Ausdruck für * "allgemeinen Koeffhienten aleichzet die Berechnung weit mehr, als 
‚der im vorigen $. gefundene, wenn man aus demſelben die irrationalen Größen wegſchaffen kann. 
Es ift Daher auch Heim Auffuchen des allgemeinen Gliedes gus einem gegebenen Urbruch zuvor zu 
verfuchen, ob ſich daffelbe hienach finden läßt. u | 

Sr ja 360 alſo * o wird An = - ein noch näher zu beſtinmender Aus⸗ 
druck ($. 11.). 
Man bemerke daher, daß 66. 27.) 


er et 
Ge 0) * (3) — n (7) c+n (3): Ä c? _.. ®, | 


Get Geh er u 


daher wird. 


und eben fo 
der >° Get 41 (2) ua: ..... 
Dieſe Werthe in 1 ] gefest, fo erhält man für co = o 
2 re 


oder, wenn der erjeugende Bruch 





(III) 3 a2 b=o toicd, " 
fo erhält man den allgemeinen Soeffizienten, nach gehöriger Sufammenziehung, 


fo beſchaffen fi, ° = n 


(m) A, = (n + Des + Inb an-ꝛ, | ©. 
daher 
A=d 
“ A,=ad--b 
“ A,= 344 I 4b 
j 4, — 444 + 65 a? 
. 5aa + 8b R 
bi r A, - 74 s 
A, EN 
uf m - _ 


Qotelweins Analyſis. I. Band. i | 5 & 7 





⁊ 
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An allen den Fällen, wenn der Roeffsient b des urbruches negativ iſt, wid c= ya as +2) - 
eine möglich Größe; wenn aber & pofitiv und a? 46 iſ wird o eine unmögliche Ge 








“ S. 460, 
Zuſas. Fuͤr a oin (I) wird nn 
4 te op (— co)" oder 
j _ #c+5 dac—b 
Ay 7 Ka Ti .n 


wo daß obere Beichen, für ein gerades, das untere, fuͤr ein ungerades * gilt. 
Entwickelt man die beiden verſchiedenen Werthe für An, fo wird eo,” 
A, == ac" für ein getaded n, und. 
An = 5 or für ein ungerades n. 
Ran ift ce == yb, daher wird 


a b® für ein gerades m’ 


\ (I) An _ n_1 - 
bDb® für ein. ungeraded n n, 
wenn PET ZE der gegebene Urbruch iſt. | i 
Hienach wird 
= Ä A =a- A,=bb: 
x A; ——— b As — A 53 > 
A,=ab A,=bDb: 
A,=bb A, = gb* 
1 A, = ab? u, f. w. 
\, 461, 
Bine es der gegebene urbruch, ſo laͤßt ſich fuͤr denſelben die ntſprechende 


Reihe finden, wenn man ‚den Nenner (| — ar) (1— ba) = =1— (+ b)2 + abz* mit 
1— ax — dx? nad $. 459. vergleicht amd dafelöft = + 2 ſtatt a und — ab > fat b ſetzt. 
Dies giebt 
| e=YE(a+b)— al] = (ab) | 


3a +b)) Hce= au - 

s(e +). — c-=b, folglich $. 459. [2] 

. oo. art rt © “"_p ort 
aD AT tr on 





wo der Divifor a — 3 in den zugehoͤrigen Zaͤhler nad) $. 60. aufgeben muß. Aus erhält man 


‚hieraus 
(a) 4 — Kerne — (a HE 


a—-b. 





v 


Bon den wiederkehrenden Meihen. - $. 463, 507 | 


daher 0 En 
‘ . —aa—ab __ 
4 * —*4 
| | . A: Werne tt dla) + EV | . 


4.= (da+ 5) — 4 5 3* 
A,= (a’ — 
u. ſ. w. 
= . 462. 
Snfa. Für ab wid A; = 8. Wegen $. 60. erhält man aber EN (I). 
A * dla tamd ad... +8) + 8a arb+..+8=), 
wo in den erſten Klammern, n + t, und in den legten, n Glieder enthalten ſind. Man findet das 
der für a—=b 


A=zan ti) +D. nar-ı, 
oder es wird für den urbruch rt 


« +3» 
. (1 — ax)? 
der allgemeine Koeffizient 
A= [(rn-+1)aa -enb]ar, 
daher | 
A =dad 


Ar =2aad+b, 
4A, = (3aa +2) a 
4, = (kaa +3b) a? 
A, = (dbaa + 4d) ar 
u. ſ. w. n . 


6. 463, 


Sucht man das allgemeine Glied aus dem Urbruch „tr nach $. 459, auszudruden; 


axc+bx" 


wenn a? < 4b ift, fo enthält der. Nenner unmögliche Faktoren. Diefe zu vermeiden feße man 


, _ , x a? 2 
a = 2g cosa und b= eg’, fo wird cos« = cos œꝰ =, = 


sin a = Y(l — cos a?) = Y(i — 5) und c'= Y(3a®—b) = gY(cosa® —1) oder 

ce=gsina.Yy—1, alſo auch 3a -+-c=g(ose-+ mei und . 

TE dader nach $. 459. . 1 
ee [(cos @ $ sina.Yy—1M — (osa—sine. - iyeta 


4 ann [cos + sine. y—1}" — (osa—sina. Yr—1)"] 
Run ift — + sina.y—1)* = cosna * sinn®. v—1 G. 147.) alfo 


=; rate vi + 


FIT — J· 2 in no. VAI. 


| Terre 





IN 
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Wenn daher der erzeugende Bruch ee gegeben ift, und man wil A, ige durch 


eine Reihe entwickeln, ſo erhaͤlt man für a? < 4b, und wenn in veflenden Ausdrud g=vb 
geſetzt wird, den allgemeinen Koeffihienten: 


4, — ayb. sinn 1a 4 Bilnne ‚35 


Sin % 





. 1— — ⸗ 
wo hier sin * v( — &) und cosa — 375 iſt. 


4. 464. 
Auf dabe. Yus dem erjeugenden Bruch rn das allgemeine Glied zu finden. 
1. Aufloſung. Hier iſt für a’ =; = —- I 45 wbi=—6 nd 
6.459. (I) und ur). Be 
YE+b)= VE —6)= = alſo sateo=3 md; ame, daber wird 
der allgemeine Koeffizient 
' An = 2. zn — 27 
und das allgemeine Glied. \ 
Yy = 2.92), | ' 
Die entſprechende Reihe iſt 
1; 42; 142°; 46273 14604; 160°; ..... 


2. Auflöſuns. Sucht man den algemeinen Roeffizienten- nach $. 46. ſo wird 
An = — B. — Bo und j 


v* „= — (n—1) 976 + (n — 2), 5°46° —- nF Le. 
Be. B, =5; B, =19; B, = 65; WTA; nen. . daher findet man. 
. A —B —1 
A=B—-B=-4 j 
A,=B,—B, 14 


.A,=B,—B = % 
A,=B,—B= 
j u f. w. 

§. 465, 


Aufgabe. Aus dem ilrbruch 4-7, dab allgemeine Glied zu finden. 


1, Auflöfung. Saitfrd=1; ’=—1; a ——4 und 2*7 nach 459, 


\ 


’ j Ya: +0) = ya Hy=vi=e, af ; 
i I44 — ?2+-/11l ud 3a — co.=— 2 — 1 daher 
—12+ y11 12 

A 24 HE (2 — Yııy, 





2 Da ſich diefer Ausdrud nicht leicht ainſeche darſtellen laͤßt, ſo verdlent die folgende Auf⸗ 


loͤſung den Vorzug. 


⸗ 


& 


Von den wiederkehrenden Reihen. 3. 467. | 509 


2. Aufldöfung Nah. 458. wird hier \ 
\ An = B. — 10 B,—, und " 
B= (Ar + aD Ha He 
„= +leF+{nR—1) r77+R— 2,9774 (m — 3), 487° +..J 
wo die oberen Beichen, für ein geraded, die unteren, fe ein urgeraded 2 gelten. Hienach wird 
B=-+1; B=—4:B,=+ 23; B, = 120; B, = + 641; ,..... daher 
A—B=1 
A, = B,-1B = —. 14 
4,=B—10B=+ 6 


0 4,=B—10B, =— 350 
| .- 4,=B,—10B, = + 184 
u (. w. 


Die entſprechende Reihe ift: 
Me 7 Page Mæ; 632; — 300223; 4 1.73 EP 
8. 466. 
Aufgabe. Das allgemeine Glied für den Urbruch rn zu finden. 
Auflöfung Man ſetze a — 1; = — 5; a = —i1wmb=6, fo wir 
nach 8.459. i 
| e=vGat9)= 3 alſo 
jat+c=2; ja—c=— 3, folgiid 
=” —Z°(-3p oa 
a + 1 (+8. »—3. 2), 
wo die oberen Zeichen, für ein —* die unteren, fuͤr ein ungerades n selten, 


Die hiezu gehörige Reihe ift: 
+ 1; — 62; + 120%; — 482°; rer; — ABEL: 4 


Zuſatz. Wäre hingegen der Urbruch Bar gegeben, fo iſt bier, nad) 18. am 
“«=1; b=—5;a= 2; b=— 3, daher 
A= 2—5)2 > IH 


Dieſer Ausdruck iſt mit dem oben gefundenen einerlei, weit beide Urbrüße einander ge find. _ 


— 


F #7. 
Aufgabe. Dad allgemeine Glied für den Urbruch zu finden. 








Aufldfung Hier iſt fͤr a 1; 23 4 1; 231 nad |. 459, 
+2, 1 cn =2, var . 


‚ei eHb;jte= 





- 
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ze 1-9) — Pt (LES) -=5Y 





4* — pp r se- 





= (147 + a + (i =)” oder |. 4. Geiſp.) | 


ZU FR 5 ++ HEHDS Ha+N, tl 
* entſprechende Reihe iſt: 
1; 32; 42°; 72°; 11x*; 182°; 292°; —o|.. 
$. 468. 


Aufgabe. Bür den Urbruch Ian dad .entfprechende alfgemeine Glied zu finden. 


4 Auflöfung. Hier iſt «= 2; b = 1; az — 1; b= — 1 alſo \, 459, 
ea Nah jete=—4+ W- ja—o=—4— 47-3, dahe 
Mt Dr (AS? _ A WIH (A-voH)! 
Amy | ) v- 3) 





oder 
= K- 1 yo 1/39] oder |. 44, (II) 
— Mn 43° —nsdt + — —..]0e 
An = + Mn, 3 tn, 3°—ng 33 tn, — vo. ] 
wo die oberen Zeichen, fuͤr ein gerades, die unteren, fuͤr ein ungerades n gelten. 
Die entſprechende Reihe iſt: 
9,0; — a; + 223; — a4; — 25; 4 22%; — 27; ...... 
2. Aufloͤſung. Will man An nicht durch eine Reihe darftellen, fo fann man nach 
§. 463, verfahren. Hienach vd.d=2; !’ el; 4 — — 1; =1, daher 


oa — m cos q alſo a=är, daher daB allgemeine Glied 


— 2iinieth=t sinne 
An sinzn 


oder weil. sin 4 u = sin 60° =:#8h 

4* 2y3 [2 sin 2 (r+1)=+ sin na]. . . 
_ - Hierin nich einander 0, 1,2, 3,.... ftatt n gefeßt, und bemerft, daß sin 2 in=;72; 
singa=r372; inga=entamo; sinin=4Y3; sin yn=— iv; .... fo wird 


4 = 200-2 

ER mtr 

sel asinıa tin) =—i 

A; — 2} (2 sinn + sinin) = 2 . 
u ſ. w. 


Von den wiederkehrenden Reihen. AM, | Hu 


oo =“ 469, 

Aufgabe. Für den Urbruch den allgemeinen Koeffizienten zu finden. 

Auflöfung. Hier iſt fͤr a — o; 13; 4 — — 3; 3 — 2 nd $. 459: 
= 06 —- )eisjate=—1;Jja—c=— 2 folglid 

4, * + (27 — 1), 
wo das obere Beichen, für ein geradeß, daB. untere, für ein ungeraded z gilt. 
"Die entfprechende Reihe ift: 
+2 — 32%; + 72; —_ 1524; +atjerien. - 


Ä $. 470.- 

Aufgabe. Den allgemeinen Koeffizienten su finden, welcher dem Urbruch far, 
entfpricht. 

1. Auflöfung Sie iſt d = 1; V=oa=m2; b= -— 10, daher |. 459. 
c=3y—1. Die Rechnung wird aber hienach weitläuftig, weshalb man um fo mehr nad) 
$. 458, verfahren fann, weil der Zähler des Urbruchs nur aus einem Gliede beſteht. Man erhaͤlt 
daher nach $. 458, 

A= 2 — (n — 1? + (n— 2,2710 — (n—3), 76 10° + re. 

Die entfprechende Reihe ift: . 

1; 20; — 602; — 3In2; — Ant; L 31905; 00er. 

2. Auflöfung. Wird dad allgemeine Glied nad $. 463, geſucht, fo ift bier ah; 

v =0o; 012 mwb=10, alſo 008.0 = 0 und sin «@ = /1—,%) = Sie 2 


nad) fann man aber nicht wie $. 468, & ald einen Theil nom halben Umfange 2 auödruden, das 
ber muß @ in dem Ausdrud für da8 allgemeine Glied beibehalten werden, und man findet 
sin (n+1)« n 
ü Ar = sin“ yon, 
Ä oder weil sin a Syd I 
A, = %sin(n+1)e. Yiot. 
Hienad) erhält man ($. 199) — _ | 
ine = A; siin2a= 5 Fin da = 370; nt sin 5a = 30 
117 
sn6a == 125 u. f. w, 
(. 471. 
Aufgabe. Das allgemeine Glied für den urbruch m n zu finden. 
Aufloͤſung. Hier iſt a’ =1; b= 1; b=— Wi daher nad) $. 460, der allge: | 
meine ‚Koeffizient — 
—8* uͤr ein gerades n 
4 ẽ En gerades 


(-1)? für ein ungeraded.n. 
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Die entfpredhende Reihe wird hienach: 

+ 1; u *3 - * — ı0°; + + x°; — 10 ei’; Haan. 
Zuſatz. Fuͤr den Urbruch ee findet man 


+ (—1)% für ein gerades n,. 
= A:=|\. n—ı 
— .(—1)? für ein ungerade n. | 
Die entfprechende Reihe ift: . 
+1; - *3 - aha Haie; — ‚tar; +alsıcce. 


472,” 


Aufgabe. Aus dem Urbruch Fr dad allgemeine Glied zu finden. 


Auflöſung. Weil das erfte Glied ded Nennerd = 1 feyn fol, fo erhält man, ftatt 
ded gegebenen Urbruchs, den Bruch 


—x 





| " +3" 
Für diefen wird a 3; —1; 4 — %, daher nad |. 462. 
2142 29n +2 
A= — — (r +1) ar a] Fe 27-3 — — 33 3r—1 oder 
— 4 29n+2 
nn — — 3n 


wo die oberen Zeichen, fuͤr ein gerades, ‚ die unteren, für ein ungeraded nz gelten. 
"Die entfprechende Reihe ift: 


+5 - 35 +82 20; 4 Hatsınncc. 
§. 473, 


R sina 


Tür den erzeugenden Bruch Te ar wird. ($. 463.) ad = 0; b = sin; 


a=2cosa und db = 1, daher das allgemeine Glied An = sinna, welches. auch ſchon aus 
$.388. (7) bekannt iſt. 
Nach $. 458, findet man auch für den vorſtehenden erzeugenden Bruch ne 
An = sina [(2 cose)” — (n—2)(2 cos a)" + (n—3),(2cosa5 —.,. a 
Hieraus folgt, wegen der Gleichheit vorftehender Ausdrüde, 
(I) sinna- > 
=sin & [(2cos ©)?" (ne=2)(2008 6)" > (n—3),2(2cos ar (n—4) , (2c0s6)”7+ (n—5), (2c0s „es u] 
Weil m der. Stellenzeiger der Meide LS; A. æ;3 Aut; .. . . il, fo gilt der vorſtehende 
Saß nur dann, wenn_r eine ‚pofitive ganze Zahl ift. ‚Sr jeden Werth von 7 findet man sinne, 


nad) $. 199, 

Wäre ber.erjeugende Bruch nn gegeben, fo wird (. 463.) de 4; 
sin (n+ 1) — cos« sinna . 
= ehle —emasmne, Es if 


= — cou; a=2%coa md b— 1, daher 4, = 
36 — — 0 aber 


- Bon den wiederkehrenden Reihen, 5.474.  _ 515° 


aber $. 146. [29] sin (n-H-1)e = sine coona + cosa sinna, daher . 
‚sin (a+1) æ — 005% sinna = oosne, folglich . 


sin R 
A, == cos rc. 


Auch erhält man nach $. 458, 
A, ‚  (2oos@)* — (n—1)(2 cos @)"-2+ (n—2), (2 cos a (n—3),(2cosayrt+,., 

“0086 [(2cos @)r— (n—2) (2cos &)"3 + (n—3) ,(2cos art (n—4), (Rcos 7 +...] 
ober, wenn man die unter einander fiehenden Glieder addirt 


A, 3 [2000 — 2420050) +3 (n— 3) (2 o0sa)+— 2 (n—4),(2oosa)s+... ] 
Degen der Gleichheit vorftehender Ausdrüde findet man 


(II) ecsna=j5 [« cos ar — T (2 cosej*+ 7 (n—3) (2 cos + — > ("— 4), (2 casayr-$ 


- | + 7-5, Rat zer... 
: Hier gelten die Erinnerungen wie bei (7). 
Gür ‚verfchiedene Werthe von n erhält man 


sin?2a 
sin 

sin3«& 
sina 
sind« 
sin 


— 2 008 @ 
== Acoar —1 


— 8cosa! — 4 cosa 


sinds 
sin® 


= 16 cosa* — 12 cosa® 4 1 
u ſ. w. 


— 


§. 474. 
Aufgabe. Dad Summenglied einer wiederfehrenden Reihe der zweiten Ordnung ‚aus 
dem Beziehungsmaaße und den befannten Gliedern der Reihe zu finden. . 
Auflöfung. Aus den Gleichungen $. 455. erhält man, wenn folge nach ihrer Ord⸗ 
nung mit =; 2°; 0%; ... . multiplizirt werden 
A, =ax.A,x +b2°?.4 
A,x? = ax.A,ı? — ba°.A,x 
A,xr = ax.d4,x° 4 bax?.A, x? 


Pa | 


Anzr = ax. Ana 4 A. - 
Sest man nun das Summenglied /A.x” = S’ und addirt die übereinander ſtehenden 

Glieder der vorſtehenden Gleichungen, ſo wird 
$S—-A— Aı= az(S — d— An) bet at — 4,0), 


hieraus findet man das Summenatne S,oder S 
A—A,)x— (aA, +54 yaıt? _ bA, arte 
SA = _ — (a 1)% : “ at = . 


Eytelweins Analyſis. I. Band. &t t 





% 
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Be if piel. Bon der Relhe §. 469, J 
S=0o4+x2— 32? +72: — lon + 312° — 6325 + 177 2? — 25.08 + 51129 — 1023 20 
+ 20472 — 40952 + ' Dr rer vr vr ver 
die Summe der erſten 13 Glieder zu finden, wird hier n—= 12; 4= 0; A,=1; An 222047 ; 








A=— 4095, und für dad Beziehungsmaaß wird a == — 3 und = — folglich 
s8— — —— -B8190 x:* | 
— 1+3%x + 2x? " 
Fuͤr æ — 1 findet mann 
Du v 
4. 476. 


Der allgemeinſte Ausdruc fuͤr den erzeugenden Bruch einer Reihe der pweiten Ordnung 
iſt $. 455. | . 


b — 
Sn af Be ham dhDat ti... 
Hieraus erhält man | — 
412— te 
Ss — * — —— 
wo p, gx die gefundenen Quotienten, und @ den. Koeffizienten des Refted bezeichnen. 
| Wird mit de Reihe s — Bæ +... . wirklich in die Einheit dividirt, und man 
fucht nun die beiden erften Glieder p + qæ des Quotienten, fo iſt der Reſt j 
4x + Be +...z®(4+Bst...)=22S), 
wo 5’ die in der Parenthefe enthaltenen Glieder bezeichnet, Man erhält alsdann 
1 2882 
2 — phase tee 
— 1 F 
723 Frege S+fsertin 
und es maß daher S-ohne Reſt einen Ouotienten von der Form p + g x geben, wenn S eine 
Reihe der ziweiten Ordnung iſt. 
Hieraus folgt ein einfaches Verfahren, um u unterfuchen, ob. ‚eine gegebene Reihe 
Ss=4+Bx C .... 
eine wiederkehrende Reihe der zweiten Ordnung iſt: 


Man dividire die Einheit durch die Reihe S und beſtimme im Quotienten die beiden Glie⸗ 
dep g2; den Reft bezeichne man durch 5’, und wenn alsdann S in S dividirt einen 


Quotienten p' + g’x ohne Reft giebt, oder 3 =p-Ht ge if, fo muß S eine wiederkehrende 








Reihe ber zweiten Ordnung ſeyn. | | 


Beifpier, Man fol unterfuchen ob 2 
Ss= — 1 4 2% 4 82? 4 28.03 4 100.2* + 356.0 + .e....6e0 
eine wiederlehrende Reihe der zweiten Ordnung iſt. Dividirt man 1 mit Sin, fü wird 


N 


Bon ben biedetkehrenden Reihen, 3. 476, | 515 


1 | u ESFEIDESUHE NE 
1+22+82° +.... Imteeprge 


— 2x — 8x2 — 232° — os 


— 20 — 4x2 — 160° — ,.,. | 


— 4x? — 1202 — Has _,,„„marS, 
Sucht man feiner & 5, fo wird 
1+22 + 82° + 23322 + DE Eu se 


4 +32 + 1122 + 392° + ... “omitie-r tie 


— KL — 3.2 — 11x? — 00. 
x“ —— 32? — 11xc* — . .» 
0. 00 


Es ift daher, weil 5 = p + ga ift, die gegebene Reihe von der zweiten Ordnung. 
5. 476, 
Hat man fi durch das Verfahren nach dem vorigen $. überzeugt, daß 'eine wiederkehtende 
Reihe von der zweiten Ordnung iſt, ſo laͤßt ſich alsdann der erzeugende Bruch derſelhen finden. 


Denn es war . 
Serge dee u 
j 
s — —5 mS = — — alſo 
P+9% +, — Zu 
Sn 1 Pr Tu 





?P+r9% + Eee 
und man finder daher, wenn die Quotienten p + gx und P Fu gx belannt An, die ganze 
. Summe oder den Fa Bruch der Reihe 
L . „+ dx _ - 
| 5 +7) tt" Ä 
Beiſpiel. Fuͤr die Reihe 1 + 22 + 82° +: 28.08 + 100. x* + .... findet 
man . 
| teilt mptge=—-itie 
daher erhält man den erzeugenden Bruch derfelben, oder 
1—»- 


S- —i+1x —— . 
— T +x? 1 — 3x — 20?" 
Au iſt 2; 35 das Beziehungsmaaß der Reihe ($. 455.). 


. 
- 
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I Von den einfachen wiederkehreuden Reihben der dritten. und 
2.07 der Höhern Ordnungen. 


7. 4. 477. 
Fuͤr wiederkehrende Reihen der dritten Ordnung, deren Urbruch allgemein durch 
A + cx? 


1m an bat —ca® 


außgedräct werden Tann, fer 
A+ At At AH... Hasen. 

die entſprechende Reihe, ſo erhaͤlt man nach |. 444, bie sugehörigen Koefflientengleichungen 
A =d 

} s=ad + b en 
A, — ad, +54-+0 
A, =aA, +:A, + 04 
A,=zaA; +54, + A, 
4, =a4, +04, + c4:; 
und überhaupt 
A, = aAn-ı + bAna + Aus 
und ed iſt a; b; c; dad Beziehungsmaaß der vorftehenden Reihe. 


Sind daher von einer Reihe der dritten Ordnung die drei erften Glieder, nebſt dem Bejies 


hungsmaaße, gegeben, fo koͤnnen daraus die übrigen Glieder beftimmt werden, 


Iſt dad Beziehungsmaaß einer Reihe unbekannt, dagegen eine hinlaͤngliche Anzahl von ben 
Gliedern der Reihe gegeben, fo läßt fi, bei Reihen. der erften Ordnung, aus den beiden erflen 
Gliedern, bei Neihen der zweiten Ordnung, aus den vier erften Gliedern, der erzeugende Brud) der 
Reihe finden ($. 451 und 457.). "Eben fo fönnte man bei Reihen der dritten Ordnung, aus den 
ſechs erften, und überhaupt bei Reihen der zuten Ordnung, aus den 2m erſten Gliedern der Neiße, 
den erzeugenden Bruch finden. Die Entwicelung wird aber fo befchwerlih und weitläuftig, daB 
man hiebei ein andered Werfahren beobachten muß, welches $. 451, näher aus einander geſetzt iſt. 


3, 


§. 478, 
Zur Beſtimmung des allgemeinen Koeffizienten aus dem urbruch einer Geihe der dritten 
Ordnung, werde 1 durch den Nenner 1— ax — br? — cx° dividirt, fo findet man 








meter lei at ih a ea fit 
. 2ab 3a?b 4 atb 5 a4 
c dB 3, a b2 4,a2b2 
" "ac 1.3 a? lc 3; BE - 
ur 22, bil 1.4-a? N 
2.3,a b 


Bon den wiederkehrenden Reihen 5 478. 517 
+ a jet a fh 0 + a0 - . u. ſ w. 











— 6 a4ꝛb Tab 8 a’b 9.a®b 
$,.a!b? 6, 0%b% 7,.a°b? 8, 4662 
4,a b? _ 5, 426* 6, a?b? 7,a*b? 

1.5 a* Ic 4. 5a | 6,a2b 
2.4, 42b | 1.6 a* le 1.7 o® le | - 5, b° 
3.3, D? 2.5, a®b 2.6, a®b 1.8 a’ Ic 
2,320 0? 3.4,a b® 3.5, a2b* 2,7,0°5 
2,%, a® 1" 2,5, a® ıc® 3.6, a!b* 
3,3 b 3,4,ab 4.5,a b? 
3, 4. c? 2; 6, a* 0° 
3, 5, a?b 
44 bB 





3,4,a 0? 


Die pvorſtehende, ſehr beſchwerliche Diviſſon, kann mitteff der combinatorifchen Analyfis ganz 


vermieden werden. Auch läßt fich überfehen, daß bei Reihen der vierten und folgenden Ordnun⸗ 
gen died Verfahren, wegen feiner großen eitläuftigfeit, feine Anwendung findet, weshalb auf das 
neunzehnte Kapitel $. 806. vertiefen werden muß, wo ſich leicht das allgemeine Glied. für jede 
höhere Ordnung darftellen läßt. 

Betrachtet man die vorſtehende Entwidelung näher, fo überficht man leicht, daß die vors 
derfte übereinander ftehende Reihe der Bablenfoeffizienten in jedem Gliede wiederfehren, daß aber 
die zweite Reihe der übereinander ſtehenden Zahlenkoeffizienten vom Exponenten von = abhangt. 


‚Wird daher 
1 BA Bat Bath... ++... [0 


erg rperTe * 
geſetzt, ſo erhaͤlt man 
I) = a + (nt) (n— 2,art 224 (a3), la 700 
+[(n—2) a3 +2 (a3), ar b+ 3(n— 4), ar” b2 + 4({n—5), a953+...Jc 
+ In4),ar% +35), art 5b + 6ln— 6),ar bh... ee0ne..]e? 
+ Ein—6),a”9 +47), ab +10 (n— 8),an bh. .o el ee..)e® 
ee se ee. ital it: BEP EEE EEE 1.2; 


Die aufeinander folgenden Bablenfoeffizienten der mit 0; Pr 0;.... multiplisieten 


Rethen, ſud 1; 2; 35 43 53 63 73 8 ...... 
2,5 325 4:35 5 6,5 7,3 > Pi RE | 
Fe 4,5 9,3 6,5 7,3 Bienen. ie 
443 64 6,5 73 | 8,3 ⸗000 
5 6,;3 7.33 83. 


* - 


- 


IN 
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Wenn daher der erreugende Bruch tr gegeben ift, und man will A, nit durch 
eine Reihe entwickeln, ſo erhaͤlt man für a® < 45, und wenn in vorftehenden Ausdrud g= Yb 


- geſett wird, den allgemeinen Koeffizienten: 


Ar —_ ayb. Han 4 he 5: 


sın & 


wo Sie sina = : Ylı — 2° und cos = 275 iſt. 
| | $. ‚464. 2 | 
1— 
Auf dabe. Aus dem erjeugenden Bruch ee dad allgemeine Glied zu ſinden. 


1. Auflöſung. Hier iſt fuͤr =1; vb=—1i1;a=5 un = —6 nad 


$. 459, (I) und (IT) . 
YV£ a a +b)—= y -)=4= alſo jape=3 und 5 1422, daher wird 


der allgemeine Koeffizient 
An — 2. zn — ar 


und dad allgemeine Glied 
yn (2. 3n - 2) 0 
Die entſprechen de Reihe iſt 
1; 42; 142°; 46075 14624; 1462°; 0.0... 
2. Auflöfung Sucht man den. allgemeinen Roeffizienten- nach §. 48. ſo wird 
An = Ban — Bo. und 
B, = 5 (n—1) 5726 + (n — 2), 5°46* — (n—3), 556 -,.... 


alſo B=1;B,=5; B,=19; B, = 65; Bm @lli nen. baber findet man . 


. deb-i 
A=B—B=-4 j 
A,=B,—-B, = 14 
.4,=B,—B = % 


A, = B,—B, = 146, 


u j j u f. w. 


§. 466. 


Aufgabe. Aus dem. Urbruch ra das allgemeine Glied zu finden. 


1, Aufisfung. Hier ift fr d=1; !=—10; a=—4 und b=7 nach $. 439. 


/ Nat) = ve rn = yl1= co, A : - 
.  gate=— 2 -+y1l und 3a — co.=— 2 — Yll daher 
— 12 + y11 12 aan 
A a2 2 vux. 


e Da ſich dieſer Ausdruck nicht leicht ainſeche darſtellen läßt, fo verdient die folgende Aufs 


loͤſung den Vorzug. 





\ 


Zn . Bon den wiederfehrenden Reihen. $. 467. | 509. 


2, Aufiöfung. Nach $. 458, wird hier . \ 
An = Bn — 10B,, und " 
B= (MP + aD + NAT He 
= + [-+(r—1) ?727+0— 2,2474 (n—3); 457: +...) 
wo die oberen Beichen, für ein gerades, die unteren, für ein ungerade rn gelten. Hienach wird 
B=+, B. S . B. - 120; = + 6l;,..... babe 
= B = 1 - 
A, = B, — 10B =—. 14 
A,=B,—-10B=+ 6 
" 4,=B— 10B,=—_ 350 


. 4, = B, — 10B, = + 1841 
u ſ. w. 


Die entfpredhende Breite ift: en 
‘+1; — 142; + 632°; — 0x2; Ar 184112; 0.2.2.0: / 
ß §. 466, 
Aufgab e. Dad allgemeine Glied für den Urbruch ——— zu Anden. | 
Auflöfung. Man ſetze a — 1; — 5 4— — 1 und 53226, fo wir 
nach $. 459. 
2. - e=YG4-+6) = 3 al 
ga+ce=2; samom—3, folglich 
A= zr — Z°(- 9° ode 
+ +8. 3? - 3. 29), 
wo die oberen Zeichen, fuͤr ein —* die unteren, fuͤr ein ungerades n selten, 


Die hiezu gehörige Reihe ift: | 
+ 1; —_ 61; + 1222; — 4x; re; — 108027; 000% 


Zuſatz. Wäre hingegen der Urbruch Aa rs gegeben, fo ift Bier, nach $. 461. an 
a =1; b=—5;a=2; b=— 3, daher 
A= (2— 5) — —5) a, 
Diefer Ausdruck iſt mit dem oben gefundenen einerlei, weit beide Urbruͤche einander gleich find, _ 


- 


— 


F, 47. 
Aufgabe Dad allgemeine Glied für den Urbruch en zu finden. 
Aufldfung Saftfrd =; = ya=i;b=1 nach |. 459, 
rare jet = I, je 5, daher 











Biss 


* 


- 
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4,= _ 6 (4) _ j 58 (1-2) = Pr 1 (14) _ v1 (15% 22 
= (rg + SE)" oder 5. 44. Geiſp.) 


= U+HRHNSHRHN HEHE HEN +} 


Die entfprechende Reihe ift: | on — 
4; 3x; 422; 72°; 110%; 132%; 2906: 000. 


$. 468, 


Aufgabe. Bür den Urbrud) nn dad .entfprechende allgemeine Glied zu finden. 


1. Auflöfung Seftl= 23; db ml; a=m —1;b= —1 alfo |, 459, 
c=ya-N=iY—-3; ga -ν 3a c=—5—3Y—3, daher 
_ 2(-IH4yY-H+1 (-1+V-3\"__ 23-4941 (-1-V-3\° 

A= v3 | 3 ) — (3) ober 





Ad= = [14V + $. 4. (I) 
Bee. Uns tms nd tn — —..]ode 
Id. = Fa ai A—n,3+n,3°—n, 33 tn,3° — ml u 
wo die oberen Zeichen, für ein gerades, Die unteren, für ein ungerades n gelten. 
Die intfprechende Reihe iſt: j 
+ 2; — x; — a; + 22°; — ı*%; — 2°; + 22°; — X; rer 000 
2, Auflöfung N man An nicht durch eine Neihe darftellen, fo fann man nad) 
$. 463. verfahren. Hienach wird a — 2; !’ =l; am — 1; 31, daher 


oem — 32 cos 3a alſo a=ä;n, daher das allgemeine Glied 


Ar — 2einint+det intne 


sin; 


oder weil. sinan = sin 60° = 3 v8 ift 
| 4u,=’E[ın: (+1) at singna] _ 
“Hierin nach einander 0, 1, 2, 3,.... ſtatt n gefekt, und bemerft, daß sinzm=4YV2; 


sin 41 —- 3523 inga=enlamo; singa=}y3; sin2n=—4YJ; .... fo wird 


4 = ‚2sinzn = 2 
ER amirkmin mi 
4. SEILPEIE TE Se 
4,="%-@eniatsn2n)=2. 

u ſ. w. 


Von den wiederklehrenden Reihen. % An. Hu 
u 469, i 
Aufgabe. Für den uͤrbruch IF Se FIR den allgemeinen Koeffizienten zu finden. 


Aufloſung. Hier iſt fͤr — o; db ei; — — 3; 53 — 2 md de 459; 
= y3— Yeidatc-—lFa—c=— 2 folglih 
A=%+ (”"—1), 


wo daß obere Zeichen, für ein gerades, dad. untere, für ein ungeraded z gilt, 


"Die entfprechende Reihe ift: 
+ x; — 3x2; +7x:; — 152%; LER HERZEEI TEE 


I. 470. 
| Aufgabe. Den Allgemeinen Koeffizienten zu finden, welcher dem Urbruch > 
entfpricht. 
1. Auflöfung Seiftad=1; V=oae=2; b= — 10, dahe |, 459. 
ce=3y—1. Die Rechnung wird aber huͤnech weitlaͤuftig, weshalb man um ſo mehr nach 
$. 458. verfahren kann, weil der Zähler des Urbruchs nur aus einem Gliede beſteht. Man erhaͤlt 
daher nad) $. 458. 
A= 2” — (n— 1) + (n— 2, 710? — (n—3), 275 10? + ...... 
Die entſprechende Reihe iſt: 
1; 20; — 62°; — 3207; — Ant; a 3120; 000000. 
2. Auflöfung. Wird das allgemeine Ge nad $. 463, geſucht, fo ift bier d=1; 


v = 0; a=2 und b = 10, alfo 000 = und mer Hie⸗ 


nach kann man aber nicht wie $ , 468, a ald einen Theil nom halben Umfange ausdeuden, das 
bes muß @ in dem Ausdrud Ai das allgemeine Glied beibehalten werden, und man findet 


. Ar _ sin (n + 1) % yon, 


j sin ’ 
oder weil sin a = 770 iſt 
A, Sin (n I) æ. VIOI. 
Sing cchalt man 6 1) ‘ 


3, | _—3_ 


RL u ſ. w. 

§. 471. 

Aufgabe. Das allgemeine Glied für den urbruch ae = = zu finden. - 
Auflöfung. Hier iſt & — 1; db = 1; b=— * daher nach S. 460. der allge: 
meine Koeffizient oo 

. _4\2 . 

ya ( —* ein gerades a 


(— 157 für-ein ungeraded.n. 
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Die entſprechende Neiße wird bienach: 
+ 1; +2 — #5 ei re + x°; — 00: er; Far. 
Zuſas Fuͤr den Urbruch * findet man 


+ — 17% für ein gerades n,. 


Ar = . n—ı 
—.—1)* für ein ungeraded n. 
Die entfprechende Reihe ift: . | - 
+1; -æ; a; pa; pa - — 18%; + 2x7; +atjecın. 
| 472° 





Aufgabe, Aus dem Urbruch ar dad allgemeine. Glied zu finden. 
Anfıöf ung. Weil dad erfte Glied des Nennerd = 1 fern foll, fo erhält man, ftatt 
ded gegebenen Urbruchs, den Bruch 


—x 
Ä | “ (+30)? 
Für diefen wid a * 5 b= —A;a=— %, baber nach $. 462. 
" 29n+2 29n +2 
+ 29a +2, 
*»— — gan?’ 5 . 





wo die oberen Beichen, für ein geraded, die unteren, für ein ungerade z gelten. 
"Die entfprechende Reihe ift: 
+3: — us; + 780; et et 


\. 478. 


RB sina 


Tür den erzengenden Bruch a Kegr 


a==2cosa und db — 1, daher dad allgemeine Glied An = sin na, weldes auch ſchon aus 
$. 388. (97) bekannt if. . 
Nach $. 458. findet man auch für den vorftehenden ergeugenden ru "— — 
An = sina [(2 cos @)”" — (n—2)(2 cos ad + (n— 3), (2cosa5° —.., 4 
Hieraus folgt, wegen der Gleichheit vorftehender Ausdruͤcke, | 
(I) sinna “on 
sin a [(2eos &)”"— (n—2)(2008 6)” 3-4 (n—8), (2008 2)” (n—4), (20056)”"7+ (n—5), (2cos a un] 
Teil rn der. Stellsnzeiger der Rebe I; A,a; Aa; . . iſt, fo gilt der vorftchende | 
Saß nur dann, wenn_n eine pofitie ganze Baht iſt. Für jeden Werth von n findet man sinne, | 
nad) §. 199, 


Wäre der.erzeugende Bruch — — gegeben, fo wird (5. 463) d = 1; 


wird ($. 463.) d = 0; b = sina; 


coſs + x? 
= — cosu; a=2cosa und bi, daher An — Min ehe — me sinne, Es ift 
J 0 Ä - . aber 


Bon den wiederkehrenden Reihen, $. 474. | 515 
aber $. 146. [29] sin (n+Ne = = sira coona-$ cose sinna, "aber . 


sin(n+1)a — coS & sinne 
sin 


Auch erhält man nad $ 458, 
An (2cosa)"— (n—1)(2 cos a)"? + (n—2), (2 cos a4 (m3) R @ coat +... 
008 @ [(2cos @)— (n—2) (2cos &)3 + (n—3),(2cos at (n—h), (cos er +...] 
oder, wenn man die unter einander ftehenden Glieder addirt 
Anz ; [e cos @)® — — T 2 cos@)” + 5 5 (nr — 3) (2 cos a)" — F (n—4),(2cosa)"$+,,., ] 
Wegen der Gleichheit vorftehender Ausdrüde findet man 


(II) coosn«a=3 [e cos ea"— 7 — 2 cose)"*+ 7 (n—3) (2 cosa) + — 3 (n— 4), (2casa)*-6 


= cosna, folglich 


An == cos nu. 


— 7 — mt] 
Hier gelten die Erinnerungen wie bei (I). ' 
Für ‚verfchiedene Werthe von m erhält man 


sin?2« 


— 2 cos @ 
sin 
sind — Acosa® —1 
sin & 
si 
ind — 8 cos — 4 cosa 





sin & 
sn 3 — 46 cos e — 12.0050% +1 
sin.& 

u. ſ. w. 


§. 474. 
Aufg abe. Das Summenglied einer wiederkehrenden Reihe der zweiten Ordnung, aus 
dem Beziehungsmaaße und den bekannten Gliedern der Reihe zu finden. 
Auflöſung. Aus den Gleichungen $. 455. erhält man, wenn folge nach ihrer Ord⸗ 
nung mit 2; 2°; 0%; ... . multiplizirt werden | 
A, =max.d,x +ba2?.4 
A,x? = ax. Ad,x” + bx?.4,x 
A,xcr = ar. A,x? + bxr . A 
Ana = ax. A„„ act bx?. Ana, - 
Seht man nun dad Summenglied /A,x” = S’ und addirt die übereinander ſtehenden 
Glieder der vorſtehenden Gleichungen, ſo wird 
8— A— A A— Ana”) + 52° (SA — A, 


hieraus findet man das Sanmenotten s, oder N 
4—-4,)2— (a4, +5A yart? _ 54, cr2 
SA = - 1— ax — = . 


Eytelweins Analyſis. 1. Band: ztt 





S 
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Be Hpiel. Bon der Reihe $. 469. Ä 
S=0 + det +7 Sat Hat dat 412707 — Bat tötet — 102300 
+ 2047 2 — — Barren 


die Summe der erſten 13 Glieder zu finden, wird hier 123; 4=0; A,=1; A,-,—=2047; 


Am — 4095, und für dad Beziehungdmaag wid a = — 3 md b = — 2, folglich 








go 2 Nr? — 810x1r 
27 1+3x + 2x? 
Fuͤr x = 1 findet. man 
52 — = 2730. 
& 475. 


Der allgemeinſte Ausbrud für den erjeugenden- Bruch einer Reihe. der zweiten Ordnung 
ift & 455, _ 


mtr... 
Hieraus erhält man \ 


- + _ 1-ax — bx’ 
' en 


wo p, gx die gefundenen Duotienten, und «@ den. Koeffizienten des Reſtes bezeichnen. 
Bid mit der Reihe s Bæ .... wirklich in die Einheit dividirt, und man 
ſucht nun die beiden erften Glieder p + gx des Quotienten, fo iff der Reſt j 
d+Bat+,.. - (4+Bact...)=.S, 
wo S’ die in der Parentheſe enthaltenen Glieder bezeichnet, Man erpalt alsdann 
z=r+0e +7 = r+ get alſo 
gg. $ . b’ ’ ’ 
si IF oder 7 + zwr—r +4% 
und es maß Daher S-ohne Reſt einen Ouotienten von ber Form pP +9 geben, wenn S eine 
Reihe der zweiten Ordnung ift. . 
‚Hieraus folgt ein einfaches Verfahren, um zu unterfischen, ob ‘eine gegebene Reihe 
SABæCær . ... 
eine wiederkehrende Reihe der zweiten Ordnung iſt: 
Man dividire die Einheit durch die Reihe S und beſtimme im Quotienten die beiden Glie- 
der p4 x; ben Reſt bezeichne man durch x2 5’, und wenn alddann S' in S dividirt einen 


Duotienten p + g’x ‚ohne Reſt giebt, oder =p + g’ x ift, fo muß S eine wiederkehrende 
Reihe ber zweiten Ordnung feyn. . Ä j 
Beifpiel. Dan fol unterfuchen ob 
Ss — 1 4 2x 8? 4 282° 4 100.2 + 356.23 4 . 000 0 
eine wiederlehrende Reihe der zweiten Ordnung iſt. Dividirt man- mit Sin t, ſo wird 








S 








% 


Von den piedatcheenden Reihen. Ka Ußs. 515 


u = 20 +82 + Wr +... 
- Th2ch Bar .... 1 22=p+tgx . 


— 2x — 8.® — 23x: — 0.0 + u | v 
— 2x — 42 — 162 — ,.. 
— 402 — 1223 — HA _ ,..„mars. 


Sucht man feiner 5, fo wird - u | . 
4+22 + 82 +30 +. ode — Mat 1b Zoo. 
I +32 +11 HI H:.. , ji }fr3i0e=p-+9g9x 


_ 2 — 32: — 112° —,.. 
— x — 320? — 112° — .,s 
0. 0 Ö 


Es ift daher, weil 5 =p+ ge if, de gegebene Reihe von der zweiten Ordnung. | 
- 476, 
Hat man fi) dur daB Verfahren nach dem vorigen $. überzeugt, daß eine wiedetlehrende 
Reihe von der zweiten Ordnung iſt, ſo laͤßt ſich alsdann der erzeugende Bruch derſelhen finden. 
Denn es war J 
kertet C un gertgn me | Ä 
S alfo | 


ala 


— — 
p+r97% 





un man findet daher, wenn die Quotienten p + ga und pP + gz befannt find, die ganze | ' 
‚Summe oder den —— Bruch der Reihe 


—32 
— 





—— — 

555 +g’%) +» 

Beifpiel, Tür die Reife 1 -- 2x + 8x? ri 28.8 + 100.x* + 20. findet 
man . Ä 

| ptre@=1i-tmptge=—4tie 
daher erhält man den erzeugenden Bruch derfelben, oder 

so — — —— 

a2) += 0 1-38 — 20° 
Auch ift 2; 3; das Beziehungsmaaß der Reihe ($. 455.). | . W— | 


» 
2 
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I. Von ben einfagen wiederfehtenden Reihen der dritten und 
— der boͤbern Ordnungen. 


4. 4/7, 
Sr wiedertehrende Reihen der dritten Ordnung, deren urbruch allgemein durch 
 d+bdbx + (x? 


BE ar re Der ze 

auegedruͤdt werden kann, ſey 

et ten. 
die entfprechende Reihe, fo erhält man nach d. 444, die zugehoͤrigen Koeffizientengleihungen 

— (Fb ° - 
I 

ad, F54+ 
ad; +54. + 04 
aA; 5A, + cA, 
} = ad, rb4, red: 


An = a An-ı + b Ana + An 3 
und es it a; 5; c; dad Beziehungsmaaß der vorftehenden Reihe, 


Sind daher von einer Reihe der dritten Ordnung die drei erften Glieder, nebſt dem Bejie⸗ 
hungsmaaße, gegeben, fo koͤnnen daraus die übrigen Glieder beſtimmt werden, | 


Iſt das Beziehungomaaß einer Reihe undefannt, dagegen eine hinlaͤngliche Anzahl von den 
Gliedern der Reihe gegeben, fo läßt fich, bei Reihen des erften Ordnung, aus den beiden erften 
Gliedern, bei Neihen der zweiten Ordnung, aus den vier erften Gliedern, der erzeugende Bruch der 
Reihe finden. ($. 451 und 457.). "Eben fo koͤnnte man bei Reihen der dritten Ordnung, aud den 
ſechs erften, und überhaupt bei Reihen der zmten Ordnung, aus den 2m erften Giliedern der Reihe, 
den erzeugenden Bruch finden. Die Entwicelung wird aber fo befchwerlih und weittäuftig, daß 
man hiebei ein anderes Verfahren beobachten muß, welches $. 491. naͤher a aus einander geſetzt iſt. 


ANKARA 
Bus 


und überhaupt 


4‘ 


. 478 
Zur Beſtimmung des allgemeinen Koeffizienten aus dem urbruch einer Veihe der dritten 
Ordnung, werde 1 durch den Nenner 1 — ax —_ bæ — ca? dividirt, fo findet man 








al turtarat atlxı a* (a at + 00 [as 
| _ b Zah gab|  Aaıb | 5 at 
ö c bal- ” 3,a b2 4,a?b? 
Rac| : 1.3 0a? Ic 3b - 
4 22, bil 1.4-a? 
_ | 2.3,a b 


2,2, c? 


Bon den wiederkehrenden. Reihen 5. 478. u '517 
+ da’ har + a x’ + a? + aro &” + u f. w. 











6 a°’b 7 ab‘ 8 a”b 9 a8 _ — 

5, .a?b? 6, a*b® 7, .a°b? 8, a°b? 
4, a b? 5, 426* 6,a®b®. 7, a*b3 
1.5 a* Ic 4. 0 B6, a®b* 6. a2b* 
2.4, 42b 1.6 a* lc 1.7 40 lo 5, 5° 

3.3, 5? 2.5, a?b 2.6, a*b 1.8 a” lc 
2,3,.a 0° 3.4,a b* 3.5, a?b* 2.7,a°b 
2,%, a® " 2,9. a? ıc® 3.6, a?b? 
33 b 3,.4,ab 4.5,a bꝛ 

3,3; c’ 2,6,4* |e® 
3, 5, a®b- 
4,4, b° 





3,4,a cc? | 

Die vorfchene, ſehr beſchwerliche Dein ion, fann mittelſt der combinatoriſchen Analyſis ganz 
vermleden werden. Auch laͤßt ſich uͤberſehen, daß bei Reihen der vierten und folgenden Ordnun⸗ 
gen dies Verfahren, wegen feiner großen Weitlaͤuftigkeit, feine Anwendung findet, weshalb auf dad 
neunzehnte Kapitel $. 806. verwiefen werden muß, wo ſich leicht das allgemeine Glied. für jede 
höhere Ordnung darftellen laͤßt. 

Betrachtet man die vorſtehende Entwidelung näher, fo überficht man leicht, daß die vors 
derfte übereinander ftehende Reihe der Bahlenfoeffizienten in jedem Gliede wiederkehren, daß aber 
die zweite Reihe der übereinander ſtehenden Baflentoeffiienten bom Erponenten von x abhängt, 

‚Wird daher - | 


1 + Bet Bet. Het... 


ass: *— 
geſetzt, ſo erhaͤlt man 
I) »= a + (nl) (n— 2),art 224 ), ν .. 
+[(n—2) a” +2(r—3),a”5b+ 3(n— 4), a”7 b? + 4(n—5) a” ?b!}...]c 
+ [nm —A),a” 4 + IR), ar b+ 6ln— 6), AT bih. oe . · Jo* 
+ fin—6),a”9 +4ln— 7), ab +10 (n— 8), ar 3b hp... een. .Je® 
lee art5+15(n—10); abi... . «Jet 


Die aufeinander folgenden Babtenfoeffizienten der mit 05.02; 0%;.... multiplisirten 
Reiben, find - 


1; 2; 35 45 5; 6; 73 RR 

2,5; 3,5 4,5 93 6553 7.3 > Fe Br GE 

3,5; 3 3 55 7;33 33 .... | x 
445 "45 6,5 73 | 8,3 ....0+. 

5 6,3 75 83... 


* 
3 
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Den vorfteßenden Ausdrud [7] mit a + 5x + c' x” multipliziet, giebt: 


en = dB+ dB, x-- a B, tes ot . . . 44 B, et... 
Bu | öEBIl vB, b’B, BB 00° 
cB cB, c Bir 











oder, wenn der eejeugende Veuch 
2 
rer =1r4 = +4, ale ERBE 2 2 rue en 
geſeht wird, fo erhält man den allgemeinen Koeffizienten 
| (I) An = aB, + b Bo, + ByA-, \ 
wobei zu bemerfen ift, daß B,—, und Br... aus B, gefunden wird, wenn man in (I) n— 1 
oder n — 2 ftatt ſetzt, weshalb bei der Veſtimmung der beſondern Werthe fuͤr Ans nur die 
‚befondern Wertbe für B, zu berechnen find. = 
Man fehe das folgende Beifpiel. 


> 79. — a 
Aufgabe, Fuͤr den Urbruch das allgemeine Glied zu finden. = 
Aufldfung. Hier ift a’ =1; V’=0;0=1; 4*13 b=0; = 

baher wird der allgemeine Koeffizient 

4, B. + B, I 
m 478, wied bier + — Bl 


= (— 1)” + ach” 4 — im + oe. oder | 


— 1 — 4. 258 n—8 n—1 
| mare 2 amt ) _ _( 0 a ee ( +...) 
wo das obere Beichen für ein geraded, as untere ir ein ungeraded n si, 
Hieraus findet man | | 
Beh B=-1, B=e4, =; B=+45 = B= 


38; 
BSH; ..... 
Nun iſt nad [7] 
4 = B A,=B,-B 
J, = B, ‚=B,+B, 
d,=B,+B Ac- Beo - B. 
4, =B B u. ſ. w. 
man findet daher B. j 
A =-1 AdA,=+ % 
A=—1 . A, = — 2 
u Jdı=+?2 A⸗ * rn 
A,=—2 u. ſ. w; J 


Die dem Urbruch entſprechende Reihe iſt daher 


ma a Far; + Ya; as, 4 Bas, 7, Fo 








L) 
4 


Von ben wiederkehrenden Reihen. 5.422. 6519 
ae 7 — 
Aufgabe. Fuͤr den Urbruch re das allgemeine Glied zu finden. 
Auflöfung Seftd=ihd=cd=0; ‚==; eo =—1 daher | 
A, Ba. 
Nun iſt nach $. 478. 
B»=14+a-D+R— 2 +9 + 9. + G-59. .. 
—61 —- 2) — 26- 3). — 86- 5. — 46. — 5. —5(n—6), — ... 
-6G-DM +30 5, G6-6. 4 1000- ). Hier 
— (n—6), — 4(n—7), — 10(n—8), — 20(n— 9), — 0 
FR + Rt Br—1)%+.... 2 
u. ſ. w. 


Hienach findet man die entſprechende Neite J 
1; 2; 22% 22°; 3ut; 3x5; Ant; Bat; 5nl; 59; zeccee 


J §. 481. 


Aufsabe. Für den Urbruch ; 5 das allgemeine Glied zu finden, . - 
Auflöfung. Hier ift a’ Von ce=1; --3b=1; c=2 


daher $. 478. 
| | 4=B, +4B,. + B. md 
+ > .+ @-Nrm+ R2,2744 R3, 2440.) 
F [n—2) 2 + 232 4 3m), 26 Lan. ] 
+ In — 4,24 4 3(n—5), 275 +6(n—6), 74... ..+J 
+ [an 6,7% + 4a — 7,7 . ........) 
. 8 1.2 [1 8 9 r eo 
Hieraus findet man 
B=+1; B=—2; B=+5; B=—10; B=+2; B, = 2; u. ſ. w., daher 
=B=+Ht1 . 
4. * Be iB =+2 
A. — Ba 4B. - B — 2 
A, — B, 4B, +B =+8 
4,=B+4B +B=—1. ' 
A =B,+4B,+B,=-+ 32 
u. ſ. w. 
Die entforedhende Reihe ift: | 
4 + 22; — 20°; +8 Br’; — 14; us 3225; — 622°; 200. 


+ 


$, 482, | ‘ | 
Die weitläuftige Rechnung zum Auffinden des allgemeinen Koeffizienten einer Reihe der 
dritten und der hoͤhern Ordnungen, laßt ſich dadurch, vermeiden, wenn man im Stande ift, den 





BB | Eiftes Kapitel. 


Nenner des urbeuchs in lauter zwei⸗ oder dreitheilige Faftoren zu serfällen, weil alsdann die Ber 
ſtimmung des allgemeinen Blieded_ für den gegebenen Urbruch auf die Reihen der erften und zwei⸗ 
ten Ordnung zurädgeführt wird, wenn man den Urbruch in feine Partialbrüche zerlegt, und für 
jeden derfelben den entfprechenden allgemeinen Koeffizienten fucht, da dann die Summe diefer Koef⸗ 
fizienten der gefüchte allgemeine Koeffizient des ‚gegebenen Urbruchs ift ($. 360.). 
Nachſtehende Beiſpiele koͤnnen zur Erläuterung dienen. 
4, Beifpiel. Von dem Urbruch en das allgemeine Glied zu finden, 
zerlege man ſolchen in ſeine Partialbruͤche nach $. 231., fo erhält man | 
1+4x+x? 
— Ga) 14 3= +2) et 
Dem erzeugenden Bruch 
entſpticht 1 ($. 450.), - 


1—2% 


| IT3= Im entfpriht +27 —1) ($ 469.) 


— als allgemeiner Koeffizient, daher findet man den allgemeinen Koeffizienten des gegebenen urheuche oder 
A, 17 —h, 





alſo das allgemeine Glied oder 
6 | Y=M1FRr— 1a”, 
wo die oberen Zeichen für ein geraded, die unteren für ein ungerade n gelten. - 
Die entfprechende Reihe if . - 
1; +22; — 22%; +82’; — 140%; + 322°; 0.2208. 
eben fo wie $. 481., nur daß bier. da8 allgemeine Glied einfacher dargeſtellt und die Rechnung 
leichter ausgefuͤhrt wird. 


2. Beiſpiel. Fuͤr den Urbruch 7 * an Ti 75 den allgemeinen Koefienten zu 
finden, werde derſelbe nach $. 235. in feine Partialbrüche et, ſo wird 
1+4x px? 1 


1- T 


. (BORESFLC Dur er 
Dem erzeugenden Bruch 


. 1 
0. = enfpricht 1, | 
Ar: entſpricht -— -V—=Hr, 
j | 
‚ . "IR entfpriht (Ar = +1 
als atemenner & Koeffizient, daher erhaͤlt man fuͤr den gegebenen urbruch 
4, * 17 2—-1) 
= wie im erſten Beiſpiel. 
0 3. Beifpiel. Den. Urbrud) 5 in ſhe Partialbrüche zerlegt, sieht ($. 231.) 
1 3—-4% _ " 
d=ar5 — Ha ti et 
Dem 








. 4 


Von den wiederkehrenden Reihen. ‘. 483, 0 521 


Dem erzeugenden Bruch 
J entſpricht 2x8 


Er entfpriht & _ Ir. 63 \ 
ald allgemeiner Koefftzient/ daher findet man den altzemeinen Koeffizienten. ded borſtehenden Ur⸗ 


bruchs oder 


An+3, 


wo dag obere Beichen für ein —** , das untere für ein ungeraded rn gilt, Die entſprechende 
Reihe iſt 
1; x; 22°: ‚2203; 32%; 3a’; Au; Axt; 52%; 50%; ,..% 
Der vorftehende Beefien ift viel einfacher außgedeudt, als der, für eben diefen urtench 
$. 480, gefundene 


x 144% | . 
4, Beifpiel. Von dem Urbruch S= ne mas den allgemeinen Koeffi⸗ 


sienten zu finden, werde derfelbe in feine Pattialbruͤche zerlegt. Died giebt (9. 241, 4. Weiſp.) 
—EE 9—_3% +3 de»_ 
Bis)? Ur — 414%”) 
Dem etzeugenden Bruch 


‚ste entfpricht 3 (6n-+9) S. 462,, 





(1x)? 
1 
entſpricht E 535. 450, , 
" — 1j%: für ein gerades .) 
I n entſpri icht * * $, 460, 
- +3 13. :- für ein ungeraded n Ä 
als ‚allgemeiner Koeffisient, daher wird . 


—_ 1(— 32 für ein geraded n 


0 436 * 2 ” fie: ein ungeraded rı 
wo dad obere Zeichen für ein gerades, dad untere für ein ungeraded n gilt. 
Die entfprechende Reihe ift 
1; 22; 3x2; 3x3; 42%; 52°; 62°; 627; 12°; ern 
Die Berfihiedeneit des hier gefündenen allgemeinen Gliedes, von dem, in Eulers Einleitung 
in die Analyfid des Unendliden, 1. Buch, 13. Kap. $, 233., entſteht dadurch, weil dort der Par 


tialbruch er ftatt gefunden worden. 
E §. 483. 


A, — 6n +9t1 





“ Für urbruͤche jeder Ordnung, deren Nenner die Potenz einer Wweitheiligen Groͤße iſt, den allge⸗ | \ 


meinen Koeffizienten der entfprechenden Reihe zu finden, fege man, daß der Urbruch der rten Ordnung 
arbeit r..+g's _ , ' — 
U J Haerthr = — — 8 gegeben ſey 
Eptelweins Analyſi. I. Band. - vuuu 


7 


= = 
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Setzt man ferner Ss=4+A4 x + 4, era. . und muf- 
tipfigiet diefe Reihe mit (1 — ax)" nach der Entwickelung $.25., fo erhält man 


d+rdc+..+g arm 
=+4+ Act * Die A, t..t An rt... - 


5 rad ra A| —ra A) — r a Anm 
+r,a? 4 +r.a’4ı + r, a? Ana 
—_ ra A Pe er Er Er Er 
| 0 x = Pr ar! An-rpı 
Sr j ar, «a An 
und man findet Hieraus, nach der Lehrenr von den unbeſtimmten Koeffizienten $ 52, 


A=d — 
d,=zra4A +b u 
d4,=zra4, — naA te. 
4,=ra4, — n04, tra 4+ d 
"4, m=raAnı — rza? Ars Lorsch r4 Q' mA, F + naantAd tg 
A, rad — T,0 a Ana Fer... E rmaat 14, Ernamd, trraA4 
Arı = rad, — naAnı 0: tm 7A, Frisad, tra” A, 


x 
‘ 0 0 0 0 * 0 0 — ee 0 ‘ ‘ ‘ 0 0 + 0 0 + e 0 — 0 0 6 e 


An — ade — r, a? An-ı 4 oo... + Anna + ra An irre” Anker 
.. einer nern 
oder, weil r eine pofltive ganze Zahl ift, fo findet man die allgemeine Koeffizientengleichung 
"Az = ra An-ı — r,a a? Ana + 220. + na? Auı pn + + rat Aurpı E + 4 Aue. 
u Außer diefer allgemeinen Stoeffizientengleihung müflen daher auch die r erſten Gleichungen 
gegeben fen, um fänmtliche Koeffizienten diefer wiederfehrenden Reihe der rten Ordnung su finden. 


| Soll ferner der allgemeine Koeffizient 4. unabhängig von den vorhergehenden, und allein 
durch die Koeffüienten des Urbruchs S. beflimmt werden, fo entwickle man nad $. 2. 


—* 1+-raxc+ F+1)a.a® 2 +(r+2),.2°’+...... 
multiplizire diefe Reihe mit dem Zähler « + dx + + gar, fo erhaͤlt man 
ALA. eh ae 








= a traaw+(r+1),a a0 +42), data’... Hltnl) a a area 
+5 |+r da| +r+i)da® (rind art |. 
+ c I r da|. irn) .c a” | 
$& d ........... 
| | | teten p at 


. l 4 An—rfı g art 
alfo nah |. 52, . >. 


7 





Von ben tiederfehrenden Reihen. 5..483, 583 


4 4 

— — 

‘A,= (r+1), dat +rdat e - . 
Ad, = 


‚=(+29, da + (r+1,da read | . ur 
4= (+3), da* u r+2,d@ + (+1. a* + rda +. e J | 


v 
s ® v + . ® “ . 


An == (rn Dne' a 4 nn ‚Bar-ı + hrs. — +. ....4 
269 0 4 1 A n—-rt3 nr rt, N 
oder, wegen $. 38, (LIV”), rer mp — Tamm ga 
(If), A= = tr — 1),_, a’ a* + GR b ar! + (rn —3),_., c a2 + .... 
— 4 (r+1),ıp ar—rt2 4 Ar-ıq art, 


Hierin nad einander 1, 2, 3,.... ſtatt r. geſetzt, giebt die allgemeinen Koeffisienten für 
Reihen der erften, zweiten, dritten, 0. . Ordnung. Bereichnet nun y daB allgemeine Glied, ſo 


wird Yu == Ana” daher h. 355. 5 = Ana”, und man findet: | 
T — 
er Ylln+1) a and — — — 


| —— 58 = S[a+2),0d a? Hr +1), Va-hn,c]artar 
er = Vllt 3), da + +2), 8a +41), 0 tn, djesn.. 


— 
ſ. w. | 
Sir a: _ und 5 =c — ... S o wirr 
/ ie: = Jarz 
Bu Bu Try Yn+1)ara”. 
m = = Yrt 2a nn, . 
og — ar 
und allgemein | . 
u | aan = Ynhr Daran 
Durch ein isn Verfahren. erhält man ferner 
In Ver j 
ax n 
dass = Yn amıa" oder ae = Yet J 
2 a? 36? - 
Bam = Ir de ag = mar 2 
"3 .a? 3 » 
— Inı ang ‚oder d— — — Un; an xn . \ 


YUuu2 3 l- 
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und uͤberhaupt 


a —— En Ya "ar \ 


Ä §. 484, 
Aufgabe. Von dem ergeugenden Bruch S = a PL A FU * Fe den entſpre⸗ 
chenden allgemeinen Koeffizienten zu finden. 
| Auftöfung. Nach $. 23%; ift 


5* * 47 rin + en + SCH= + 5 
und dem erzeugenden Bruch 


er entſprict Aa+9.; K463. 
entſpricht ä(cA); 5. 43. 
ES entſpricht 34; $..483 
Is entſpricht FJ 233 9. 43. 
Ser. — zn = dm 343 —n3' +...) $, 467, 
ald allgemeiner Soeffizient, daher findet man den allgemeinen Koeffisienten des gegebenen Urbruchs 
6n? 361 4 749 
An = a x g (1—n,3+n,3?—n,3’4.....) 
wo die oberen Beichen für ein. gerades, die unteren für ein ungerades n. gelten, 


Die entſprechende Reihe ift: | 
1; a; 22° # 3; Axt; 52°; 702°; 807; Mat; 1209; ....% | 





entſpricht = 








§. 485, 
> ‚Aufgabe. Der Nenner ded Urbruchs einer Reihe beftehe ‚and lauter itoeitpeiligen Fak⸗ 
toren, man ſoll den allgemeinen Koeffizienten derſelben finden. 


Auflöfung. Dee gegebene Urbruch gehöre zu einer Reihe der rten Ordnung und ent⸗ 
halte r verfchledene zweitheilige Faktoren, fo ift die allgemeinfte Geftalt deſſelben 


+bcheth..H+p arg _. Fx 
(ax) A— 5x) d—cx)..... 5* 9x" 


Man fee 
F " G, . 
= tat ta ettker.. hm... 
wo An den gefuchten allgemeinen Koeffizienten bezeichnet, ſo findet man, wenn die Brüdje 


ai rt .... in Reihen aufgelöft werden, ' 


. m _ZBRA_ 2 Bo mi nn — 


Bon den wiederfehrenden Rehen. 6. 485, 525 
=G, Mhastaiztt, . +ez+.. .. 





— 8* 
26 1 bx BD? a ... ba ꝙn u... 
+ 1-i5° al + + + + + ] = 4A+- A: 0%... Aa". 


+ m Gl+go+7° that) 


Vergleicht man beide Ausdrüde nach 5. 52,, fo erhält man den allgemeinen Koeffizienten 
AS +++... 4 
und man findet nad) $, 236, an 
6, —— —— 
—— *— — -5 
— Pr .n+pb+ 
— b— ob —d)....(b—-p)lt—g) 
— 6 _ de Bed . .. +pc+g 
| Tee) —5)(e—d) .... (cp) lc—g) 
ac Me BD Men 2 Me En ed A WR A 
=a)g—b)g—e) ».. "Wal 


Hienach erhält. man für Reiben ber erſten Ordnung: 








G, = 


| er An = da". " 
Fuͤr Reihen. der zweiten Ordnung: . 
«+ 5x _g 
(1-ax) d— ba)? An G, an + 6," 
— da+b — & 'b-+ E - _ 
- 6; =—d’ 6, many - | ,.. 
Für Reigen der dritten Ordnung: . ' . 
. d+bxc+ cn | . 
N | (d1-az) d-3o)1-—cx)’ 
44 An = — G, a” + G, + G,® 


—da’+ba + ec . 
6, = hung‘ 
_«db®+bbre, 
= 7-0, 
nn _«dt+bc+e 
G = Teen 
Für Reifen de vierten Ordnung: 
«+ bo + ex? + d’x? 
" Gd—ax) i—Ix) A—cx)A-de)’ 


An == G,a”" + G,b" --G, c* + G, d”; 
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dar +bat Heard. | 


G: = 
6 ab +bbE+eb+rT, - 
752 T b—a)lb—e)(b—d) 
G, — as+be +ee+d, ⸗ 
(e—a)(c—b)(c—d) ’ W 
6 ad +bd+cd+d — 
42 — — 
u. ſ. w. 





9. 486. 

Die vorſtehende Aufloͤſung iſt nur ſo lange anwendbar, als die Größen a, > FR 
yon einander verfhieden find. Bären zwei oder mehrere derfelben einander gleich, dann fann hie⸗ 
nah 4. nicht gefunden werden. So ift . B. füra=b; G, = oo. In dergleihen Fällen 
muß der gegebene Urbruch i in zwei andere zerlegt werden, wovon der erfte Partialbruch, die Potenz 
der gleichen Faktoren, und der zweite Partialbruch, die uͤbrigen Faktoren zum Nenner hat. Fuͤr 
den erſten dieſer Brüche findet man den allgemeinen Koeffizienten nach $. 483., und für den zwei⸗ 
ten nach d. 485., und wenn man alddann beide zufammen addirt, fo erhält man den allgemei- 
nen Koeffizienten des Urbruches. 


Waͤte z. B. der bug as — — — gegeben, ſo zerlege man denſel⸗ 


ben in die Pattialbruͤche ; und A US 2). U=75’ "wo N und P nach den Lehren des 
achten Kapiteld gefunden werden. Iſt nun An der allgemeine Koeffizient für den erften, und L'n 
für den zweiten Partialbruch, fo erhält man den allgemeinen Koeffizienten des Urbruches, oder 
= An + An \ .. 4 
rt A . 
Es läßt fi) nun auch für jeden andern Urbrud) von der Form 
«+baorcx!+. — 

1 Kan bar mid. + ga” 
der allgemeine Koeffizient der entſprechenden Reihe finden, wenn man den Nenner deſſelben in zivei⸗ 
oder dreitheilige Faktoren zerfaͤllen kann. Dieſe Faktoren laffen ſich finden, wenn man den Nenner 
= o feßt, und von der Gleichung 

u Eon +....+*2+-=o 
die Waurzeln ſucht. Waͤren die a By ..,.fo fi nd ©); (æ —- 4); (a —y).... 


Faktoren des Nenners. Enthalten einige dieſer Faktoren unmoͤgliche Groͤßen, ſo muͤſſen ſolche 
paarweiſe vorhanden ſeyn, und man kann, zur Vermeidung der Rechnung mit denſelben, den ent⸗ 


r 


forechenden dreitheiligen Faktor von der Form x? + na + m einführen, weil für diefen Faktor, 


als Nenner eines Urbruches, der allgemeine Koeffizient nad) $. 458, gefunden werden fann, wenn 


. ati die Wurzeln der Gleichung æ⸗ + nx + m = o unmöglidie Groͤßen enthalten. 








. Bon den wiedertehrenden Reihen.” | . 88. | J 527 


aber auch dann, wenn man die unmoͤglichen Wurzeln in Rechnung bringen void, fann man 


doch den Ausdruck für das allgemeine Glied in moͤglichen Groͤßen darſtellen. Waͤre z. B. der 


Urbruch — gegeben, und man fände durch Auflöfung der Steigung. 
= +- 7* +4 „= 0 die beiden unmögtigen Warzeln a und 4, welche man durch 


a=g-+ıY— ; und 
= g— h Y— 1 audbeuden fann, fo wird $. 461, (IT) der allgemeine Koeffisient 


A= Jetd m — tr + > Pr, alfo durch unmoͤgliche Größen ausgedrudt. Ban fann 


—F 
aber auch den Werth für 4 uf folgende Weiſe darſtellen: 
a (art _ pen ba — 
| _ ee) ı LEN. 
Nnta— P=mrıy— 1 
ea le th/Y-Nr — G—rr/— 1) und 
at — et = — (66 n V— Iyi — (g—h Y- 1)rt3, / 
daher erhält man nad) am $. 45., wenn die Glieder, welche dort in den Rammern enthalten ſind, 
durch N und N’ bezeichnet werden, 
a — Po = 22" NY—- lu 
art — Art 2gtı N’ Y— 1, folglich 





PRELT ws ji — V one 
A, = EN Hip "N 0 
wodurch bad allgemeine Glied ohne —* Orth ausgedruckt ift. . Auch wird hier 
. J Nzal-n tn n, = 0.0. und ZEN 


s “ 6 , Pr 
- ver} Ü-... 
$.. 488. 
Aufgabe. Die ganze Summe, oder den Urbruch, einer wiederfehrenden reihe der rten 
Ordnung zu finden, wenn dad allgemeine Glied nebft dem Beziehungsmaaßt derſelben bekannt iſt. 
Auflöoͤſung. Bon der gegebenen Reihe 
Sedtict ie tet... tHhet. ne x 
ſey ar; Qz5 Qg5 ... Gr dad Beziehungsmaaß, fo erhält man nad) |. 444,, wenn in den dore 
tigen Gleichungen r ſtatt n gefeßt,.und nad) einander mit =’; artı; artr; .... multipfizirt wird, 
u Ar a. m a®. A 0:  a,x°. Asaatın.haa. A, 
Ar at = = a,0.A, & + a,x°. Ar 27° + ....+ 0”. Ar 
Apr = a,x2.Ayı at? a,x” A, 0 +..,..+ 02. 4,x° 
Ay = 0,2. ApaPR4+ 0,2°%. Ag at... hart. A, 


. ‘8 8 9 Tr Tr rer Te TU I TE U TE Tr I» 


/ 


’ 
! 
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Dieſe Gleichungen ohne ende fortgeſetzt, und die uͤbereinander ſtehenden Glieder oelſehen 
juſammen addirt, giebt 
| fa w(5,—Ad—4 sc—A,X —— 
F 4,2 —...— Ans): 


u . . 
. 0 TE el 8 2 81 8 Tr HL 00 re 


— Sum .— p— — 
S— A Az A,x 0 4 ac Ta272(S,— 4— 4,2) 
+ Gr, 07 (S;, — 4) 
+ a,a” S, 
Hieraus S, entwickelt und die Ölieder nad) den Potenjen von a geordnet, giebt den Urbruch 
8 — A+(A,;—aı A)% + (Ar—a, A, —a, A)’ + .4 (A, — a, A,” ... a, N" 
rn \ — 
Fuͤr eine Reihe der erſten Ordnung wird 1, alſo 
= 1—a,s 


Fuͤr eine Reihe der zweiten Ordnung n wird r = 2, alſo 
ss, = ir Zaun wie $. 456. 


Für eine Reihe der dritten Ordnung Vird | 
5, — 1 + (A—a,Nx + (Ar ma, Aı—a 4) J 


— a41x — 0% —a,% 
u. ſ. w. 


§. 489, 
Die allgemeinſte Geſtalt, unter welcher das allgemeine Glied einer jeden wiederkehrenden 
Reihe vorgeſtellt werden Tann, ift . | 
Yn=(4A-+Bn-+ Cr? + Dn’ +..,.)ara” 
+ (L+Br+ En? +Dni+, .. .) Ara" 
2. 


— 


4 
“ “ ® % .»„,.»s % ‘ « “ “ 0 % “. + “ 


Waͤre nun das Beziehungsmaaß einer wiederfehrenden Reihe unbefannt, und man foll allein 
aus dem gegebenen allgemeinen Gliede den entfprechenden Urbruch S finden, fo fommt ed darauf 
an, Syn = 5 zu entwideln. Nun ift ($. 360.) 

„Yyn = A.Yara® B. /nara 4 0. —* 4 .... 

Wenn daher die Werthe von ara; mar"; fn®anar und überhaupt Y/nranx” 
befannt find, fo kann daraus der Urbruch S gefunden werden. Miittelft der Säge $. 483. konnte 
man zwar den Werth von !n’ ara” erhalten; die Rechnung wird aber fehr weitfäuftig, weshalb 
auf die Entwicelung in der Lehre von den Differenz Reihen $. 580, verwiefen wird. - 

Die folgenden Beifpiele enthalten nar folche Aufgaben, welche mittelft der Sutmitelungen 
5.483, leicht aufgelöft werden koͤnnen. | 


1. Beifpiel Für das allgemeine | Glied Y%„ (a nb) on den urbruch S jzu finden, 
= ſetze 


, 


daher wird nad) $. 483., wenn dafelbft ar-= 


Von den wiederkehrenden Reihen. $. 0° 529 | 





fee mn S= Yyn = afar + bifna”. Nun ifts. 483, Yar = > und —XͤE — 
— * (1-0)? 
alfo a— (4-5)% _ 
N I) 
Ser wid | 
| Sefatnb)= = oo. . 





2. Beifpiel. Kür das allgemeine Glied y„ = + 2 In x” den zugehörigen Ur⸗ 
bruch S zu finden, fege man — 
"2+%n 2 #29n 
Ar 2 Beh Tr alſſo 


7 2 39° . 
S=yYn=7 Sn t? (— ap 





ap geſetzt wird, 











(— 
[4 ng7 _ 4 
g Seen 
t > “ 
n.%" — 3x 
(— 3)” (1 _ _. ) (3 + ©)?’ alſo 
—3 
s=-2._3__23 _%=__ 2-% 
— 5'537, % 93 + x)? 77 (3 +)? 


$, 40, 

Aufg ade, Das Summenglied einer wiederkehrenden Reihe der rten Ordnung, aus dem 
Beriehungsmanße und dem alfgemeinen Gliede diefer Reihe zu finden. 

Auflöfung. Mit Beibehaltung der d. 488, angenommenen Bezeichnung und wenn S’, 
die Summe der n-- 1 erftien Glieder der gegebenen Reihe oder dad Summenglied bezeichnet, fin⸗ 
det man auf eine ähnliche Weiſe wie d. 488, 

A, = =a,2.4,a0"+ 0,x®. Ant, vr. Ad 
Anet=a,n. A, @ + a,x? a A M a A, 
A, 0 =a&: Ana 0,2. Aa”? h....+ ara”. An. ar=r 

Die übereinander ftehenden Glieder zufammen addirt, geben: _ 0 

SA AS ne. hart - ., 
+ a2 (5, —-— A 5-10 — un, — Ara — A,ar) 
+ a,.uc® (8, — A— A, SIERT 
+ a TUT A — Ans rt — An TR — A| 
+ a, 27 (5, — Ann ZT Aura "5,020. Anz”)! 
Eytelweins Analöfis. 1.Wand. ır 


a 
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. Hieraus S, entwieelt und die Glieder nach den Potensen von ze geordnet, giebt dad Sum: | 
menglied für dien +1 erften Glieder einer Reihe ‚der rien Ordnung, oder 









4: (a; Aa sat aA) g 
4. 4 2. (a.An-ta; tar 
+-J(4; —a,4 ‚= a,4d)x? —4.. .. . 
Pe Er Sr td, ar 
g (A ae Am — en a Aa) Ilar An) artr 
7 1 — an — aa — a0 aut — · - ar” 
| Fuͤr eine Reihe der erften Ordnung wid r =1, alſo 
A— a, A, 95” - 
S, — ums, . 
Sürr = 2 wird 


A-+ (de—ar M8 — (aıdn tar du ,) Blind. 1 ↄ 
1 0,9% — 0,%? 


u. ſ. w. 


5 * 


§. 49. 
Es ſey s- = A + Bx + Cx? + Dax’ +... . eine Reihe der dritten Ordnung, 
fo ift der allgemeinfte Ausdruck für den erzeugenden Bruch derfelben . 


dd! +b rc“ 
ST alſo 


5. | 1 1 — an — but — cut 


7* «rbb, cx? 
Verrichtet man ‚die angezeigte Divifion, und beftimmt wei Glieder im Quotienten, fo find ſolche 
‘von dee Form p + gx, und der Reſt iſt von der Fornt ax? + Part = (a + Ax)x*. Hier 
aus folgt, daß wenn man die Einheit duch die Nie S= A Bx= + Cx? + .... dis 

vidirt und zwei Glieder des Quotienten von der Form p + gr beftimmt, fo muß der Reft durch 
® teilbar feyn. Man kann baber biefen Reſt durch =? 5’ bezeichnen, wo S’ eine Reihe von 
der Form I-+-Bx-+ (x: +: 70. ſeyn wird. "Man hat alfo 


4 . 

s-rte+rT = tet zeneH Ge ‚ daher 
2 x + Px «tbx + co? 

FIIR rg oder auch y ⸗· 
| Werden wieder zwei Glieder im Quotienten durch die angezeigte Diviſion beſtimmt, of find 

« foldhe von der Form Pr + ga > und der Reft «' m*, alfo j 

\ | = +4 + j 

daher muß auch, wenn die Selbe —— Bet ....durch — d + Bx-+. ... 
dividirt wird und zwei Glieder p  'g’ = im Quotienten beftimmt werden, der Reſt duch æ⸗ 
theilbar feyn, weshalb man ſolchen durch x* S” vorſtellen kann, wo S” eine Reihe von der Form 
A + B’x + C’z? +... . bildet. Dan bat daher Ä Ä 


x x 


h 3 











. Bon den wiederkehrenden Reihen. sa. . 531 


* — Hit 7 der 


Hieans folgt, Daß die Dion obne Def aufgeben muß, wenn man die Reihe s durch 
S’ dividirt, und die Reife S-= 4 Bz-+..... von der dritten Ordnung iſt. Die 
vorm des Quotienten ift p- 4 g’ x, wo aber auch ein Glied = po feyn fann. 

‚Um daber gu unterfuchen, ob eine gegebene Yeipe 8 von der dritten Drönung in, 
fuße man durch wirfliche Divifion der Reihe g 


s=rtiet =. Gene 
5 Het erhält man dann - 
Fr + g’= ohne Reſt, Ä | a 


fo ift die Reihe von der dritten Ordnung. 
‚Auf eben die Art erhält man für Reifen der vierten Ordnung . 


sarte+T 


42 


„=p 
® 


4% “lo ul re 
4 
a. 
8 
+ 
8, 
5335 


u. ſ. w. 
Man fe die Quotienten 


p 442 0 ap 420 Per: 
ptije=0( 3 + 


\ ' "- nt $g IM) 2 
.r tg: 7=0"+”r 
u. f. w. u. f. w. ’ 


fo erhält man, wenn die Duotienten 0, 0,0", .... befannt find, die ganze Summen oder 
die ergeugenden Bruͤche von den Reihen aller Ordnungen durch die Entwiclelung aus den vorſte⸗ 
henden Gleichungen. Es iſt alsdann: 

fuͤr Reihen der erſten Ordnung: 

523 6. 44)3 | 
für Reihen der nweiten Ordnung: | ’ \ 
58 24 (0 re 
für Reifen. der “dritten Ordnung: 


Se: 99 +x2 ' 
x , . X Y+x)- — . 
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für Reifen der vierten Ordnung: Zu | 


Se L u 
— Kae 33 






( 
(C0 x) 
„uf w. 
Wenn daher irgend eine Reihe - - 
S=4A+Bxr-+C0x*+-Da’+.... 
gegeben wir; und man will unterfuchen, ob ſolche eine wiederPehrende Reihe und > welches 





‚ihr. erseugender Bruch ift, fo beſtimme mi man? | 


= ' ı$ 
> u, r w. 
gebt die Divifion zulegt auf, fo gehören die gegebenenen Glieder zu einer wiederfehrenden Reihe, | 
und. die höchfte Potenz von x im Nenner des erzeugenden Bruches, beftimmt die Ordnung der 
Reihe. Aus den Werthen von O, Q', 0°, . . . . findet man alödann den etzengenden BruchS. 
Waͤre eine Reihe 
S=A+B+HCHD+.... 
gegeben‘ ‚fo fann man derfelben durch Hinzufegung der Faftoren x, =°, 2°, ... . die obige 
Geftalt geben, und am Ende der Rechnung zlfen 
. 4a2. 
Zuſfatz. Aus den gefundenen Ausdruͤcken für * 3 5 > .... eat man 
% _ A . Sg — 1 N gs" _ 1 
— —— F — —* ı >= ee 
+. (Hz + 


und wenn man jeden folgenden Werth: in den vorhergehenden Huderud Pr ‚sb findet man ganz 
allgemein die ganze Summe oder den erzeugenden Bruch von einer wiederkehrenden Reihe der mten 
Ordnung durch folgenden Kettenbruch ausgedruͤckt 


4 493. 
Beiſpiel. Es ſey die Reihe 
1-+ 2x — 22° +82? — 142*% + 322° — 622° + 18827 — 2612 +... 
gegeben; man fol unterfuchen : 


—Won den wiederkehrenden Reiben. sd 533 
1) ob: fie eine wiederkehrende Reihe if, und wenn died der Fafl- waͤre, 
2) weldes der entſprechende erzeugende Bruch iſt? 
Verfaͤhrt man hiebei nach $. 491., fo entſteht folgende Rechnung: 
1 “ t +22 — 20 +8... =S 
1422 — 20 80... 1—2:=0 
— er er 
— 22 + 222 — 82° + 142° — ... 
— 2x — 42° + 4a? — 162° — 0. 
+ 602 120 >90 +... .=xS, 
Sucht man ferner 3. ſo wird 
1+2x — 20°. BI — .... ——— 
1 — 22 +52 — 102° ... — 
+ 42 — 702 + 1808 — Bath... 
+ 4x — 82? £ 202° — Watt... 
+ 1x2 — Fat + 0x4 — 10° + 21%* — m = a5‘. 
Sucht man hieraus 5, fo wird- 
6 — 122 + 02 — 02° + 18 —.. 11-22 +5 Var. 
6 — 12x + 390 — 60x? + 126x* — 18307 | 
0.0 :0 .0 0°. Br | | 
Es ift daher die gegebene Reihe S=4+2xz — 22° + ....eine wiederkehrende Reihe, 
bei welche O — 1 - 22; 0 = + 3x und 0" 6 if. Dan findet hieraus den erjeus 


genden Bruch derfelben ($. 491 .) oder 
Ss (}+4x)6-+x? — Ant 





' 1-22) [+3 )6 +=?]+6%° T 12 ut? 
woraus hervorgeht, daß die Reihe zur dritten Ordnung gehört. - | 


| $, 494, | | 
zZuſatz. In den Fallen, wo ein Reſt von der Form dar Bartı + Cart} ... 
| bleibt und r>2 ift, wird dee neue Divifor = do +- Ba... ſtatt d+Bsc#+...;5 - 
weshalb auch der Quotient O nicht mehr unter der Form .p--g x vorkommt, In diefem Falle bleibt 
aber das fortgefegte Verfahren nad) den Gründen $, 491. ungeändert, bid man zum Reft = o fommt. 
- Man beftimmt alddann nach der Ordnung des zulegt gefundenen Quotienten O den Werth des erzeu⸗ 
genden Bruched-S, dem zugehörigen Auddrud d. 491. gemäß, nur ift alddann zu bemerken, daß 
‚die Ordnung der Neiße, nicht wie vorhin, nach der Anzahl der Quotienten beurtheilt werden kann. 


1. Beiſpiel. Es ſey die Reihe 
S2 +42 +62° 7 +72” + 728829 10x70... 
. gegeben, man fol unterfuchen, ob fie wiedertehrend iſt, und alsdann ihren erzeugenden Bruch 
beſtimmen. 


— - — 


554 W Elftes Kapitel. N 
Die aubhuführende Rechnung iſt folgende: 


1 Itste te. = s. 
tcker +22? +42* 462° -72° 4727... 1—ı=0 
et di m Art — 6 — 75° — 7807 ur 5 > 
0 a2 — 23220 Ant 62° —7207 000: 














x3 — 20° — 20° — .ac® .. u at ‘ u 
1+ PR 2 200 42 60° 470° 470755. — 2 —222 _-223...=58 
1204204 2 Hatte. JHEO oo 
— :— 224 21.40 462° 462° 4507... 

— 02x22 — Ya ar — To 

2? +32? 5.* +62 +60°+62° 6 ze x:S” 
Wr 2027 20022 — 2 — 11. 14304522621... 
En Don ee] — st ?=0Q 


a? +32° 450% 460° 62° --627.... 
=? +32? +52 62° 62° -66207.,.. 
0 0 °0 Ö 0 Ö 

Bird nım aus O, O, O der erzeugende Bruch 


52 hr — beftimmt, fo erhaͤlt man 
1—2x + 2x? 
s= Tee rn. | 
Die gegebenen Reihenglieder gehdten daher zu einer wiederkehrenden Reihe von der vierten 
Ordnung. 
2. Beiſpiel. Es ſey die Heiße 
sSs=1+z+r? +22? + 32* + 42° +62° 4 9a7 4.2... gegeben; man foll 
unterfuchen, ob fie wiederfehrend ift, und alsdann ihren erzeugenden Bruch beſtimmen. 
Die Rechnung erhaͤlt folgende Geſtalt: 
1 tetettier...=5 
Atata2 20 4 32r 240 +62°+927...I)!1—a=0 
= 03 —22° 32° — 42° —627,.. 
ö 


nn A 20200307, ar 
haha h200 3atın.. Sem —It,.. = 
. bl er aa ad _ bu 
Aber S= — (6. 491.) daher Fi I J— 
858 7. 








« . ® 
“ . n 

— 
‚s - 
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$ 495. 
Eben fo-wie man unterfucht, ob eine gegebene Neihe eine wiederkehrende ift, fo fann man 


auch zu einer jeden Anzahl erfter Glieder, welche gegeben- find, einen erjeugenden Bruch finden, - 


welcher diefen gegebenen Reihengliedern entfprisht, wenn man ganz auf. ähnliche Art wie |. 493, 
verfaͤhrt. Der ganze Unterfihied befteht darin, daß hier die Reihe nur eine beftimmte Anzahl Glies 
der hat, weshalb man auch bei der fortgefegten Divifion in jedem neuen Dividend nur. eine eben 
fo große Anzahl Glieder aufnehmen darf, ald der zugehörige Divifor enthält. Sobald man zum 
Reſt = 0 gelangt, wird aus den gefundenen, Quotienten 0, 0, 0", 1. der erzeugende Bruch 
S eben fo wie.$. 493. beſtimmt. 

1. Beifpiel. Es find die fünf Neihenglieder 1; +2x; 203; +823; — 14x* 
gegeben; man fol den zugehörigen erzeugenden Bruch beftimmen. 

Seht mn S=1-+2x — 20? + 82? — 140° 4 ... und verfäßet nach d. 493., 
% entfteht folgende Rehnung: 


1 1-++ 22 — 22° + 802 — ot —=S 
In 2a + et ee 
—_ 20 + 29° — 8x: + 14a 0 | | 
te det + tet 16 

6x : — 1223 + 300° = 2 
1+ 22 - 22°... 6 — 12x 30.02 58 








1— 2x +52? z+ 37 = 

Ax — 7x*® ' | 

4x — 8x° , 
“ x? m x: S” \ . 
6—..ı1=5 | 
.6 6= 0" 
5 J 


Es iſt daher Q =1— 22; * 324423 0" = 6, daher der erzeugende Bruch 
Sa 1 + 4x + 96? 
_ + en km 1+2%2— a? 2x7 
2, Beif piel. N nd die ſechs erſten Reihenglieder oder \ 


S_-1+c:+2.”+ 22? + 3x* + 3x’ geseben; man fol den ann erzeu⸗ 


genden Bruch ſinden. 
Hier entſteht folgende Rechnuung: — 


1 — tie. ms 
a — 

— 0 — 22? — 223 — .31*+ — 3° . ° . 

—_- 0 at 203 — 20% 30° 


— +0 — + 0=25 


- 


4 


Re 


— 


1ra+2s +2 ti, . —140 - 2 t0=S$. 
+ 1 -7=0 

x 4 — — 

at: +. oo. 
2? + ar a 22 $” | Ä 








& 
2 
0 . 
Daher t O=m1—; (=—1— 5; =-148, alſo der erjeugende Beuch 


8* 


TTAATA 8 * 
3, Beif piel. Die acht erften NReihenglieder oder 


- Ss=-1l-+tx + dei + dat +60 +7 700 
find gegeben; man fol den entfprechenden erzeugenden Bruch finden, 


‚Hier wird 
1 nn | | ker 
I+x +2 +22 +4* +62°+72°-+-72"7)1— 2 =0 
u ur — 20 — kat — 62° — 72° — 721 
_- gut at 2 — Act — 60° — 7807 
. _ a lt — 2° — x° + 0 2328 
1+ 2 +20 >42 4...) — 2 — 20? — 22 2 $0=5 
1+22 +22 + oz: tt +1=0. 
— 2 — -a: + 2° 4 Ax* j 0 


— 0 — 22? — 22° — ı.* 
x” 32! —»öat—= ar S' 
oa 202 — 20... (+32 +50 = 5 
ea 3x? — 52? IF == ”. 
j x: + 32? - | 

x: 302 Bu u 

0 0 on Fa 
Aus Q, Q', 0" erhält man 

s= 





1—2x+2x? 
1 — 3x Fix? — 3x7 + x*' 


or . 496, 


% * 
⸗ 
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$, 496, 


Zur beffern ueberſicht der Roeffsichtengleichungen, für wiederkehrende Reiten der aufeinan« 


der folgenden Ordnungen, erhält man nach einer meht allgemeinen Bezeichnung, für die Reiben der 
erften Ordnung : ü 


24—44. *44. redete 

o=bA —a ‘ 0 “ 
o=b4+b:4 _ - 0:0. | 
o=bA, tb, A, — 
oe= 5A, +b: 4: 


“ ‘.o.s ‘ ‘ » + 


o=54, + br Amı [1] 
Fuͤr Reihen der zweiten Ordnung wird: 


4—4 4. au EEE 2 2. EEE 
o=bA —a 

eh thAd—a, 

o=bA,+b, 4. +b: A 

o=b4, rd dar da Ar 


aba, Ar + b: A. [27] 
Für Reihen der dritten Ordnung erhält man | 

+a,x +a,x* x . 
erh har... 
.o=bA4 —d , E 

o=bA;, +b: A—a 

o0=4,+, A +4 —- a. — | | 
o=bA, +b. A: + b A, +b, 4 Ä | 1— 
— ne 


0 ey ® + s 


- BA, + 3 An. 4 b, An-ı + z; Ans LEN 
und überhaupt für Reihen der rim Ordnung: | 
_atrax+. .ta, ,x _ 9 
F — — Ather He Tore. 
o=bd —a . | = . 
1 ⸗ bA;, + b, A — 41 ee | _ 
o= b4; + b, .d; + b, A — a, 


1 — 


. 000 000.08 ey .'» + Peer Ger‘ 640 


Eytelweins Anatyfis. I. Bant. — — Dyy 
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o=bAnı +5: 4 A, tb Ast... +6 4 — Ai 
o=b4 +5 Amt ds Amt... PO Ar + dr A 
o—= bArıı + bi Ar ‚4b, Ami ter. tr drei Az + dr 4 


o=b.An +5, Aatb, A % .... Hd Au + br An 

Die Gleichungen [7} [II] IIII] u. ſ. w., in welchen B; By; ba; b,;.cı beſtaͤndige 
Größen und Ans Auız Anaas .... Funkzionen der veränderlichen Größe ñ find, heißen allge 
meine Koeffisientengleihungen. Aus der Anzahl ihrer Glieder läßt fi die Ordnung derjenigen 
wiederkehrende Reihe erfennen, zu welcher fie gehören, man fann aber, wenn nur die allgemeine 
Koeffisientengleichung allein gegeben ift, eine unzählige Dienge wiederkehrender Reihen angeben, welche 
der entfprechenden Ordnung zugehören, weil man die Größen a; ar; a2j «+++ willkuͤhrlich anneh⸗ 
men kann. Sollen daher Koeffizientengieichungen nur einer beſtimmten Reihe entſprechen, oder ſucht 
man den erzeugenden Bruch der Reihe, ſo muͤſſen außer der allgemeinen Gleichung auch noch die 


befondern Werthe a; ar; a 0... gegeben fon, welche die vollſtaͤndigen Koeffizientengleihungen 
oO == b A — (G 


oO == bA, + b, A — , Gr ' 
o= bA4, + b, Ar + b, A — Ga 
bilden, oder welches einerlei ift, ed muͤſſen zue Bildung einer beftimmten Reihe der rten Ordnung, 


außer der allgemeinen Koeffizientengleihung , auch noch die * erſten Koeffizienten dieſer Reihe gege⸗ 
ben ſeyn. 


Diejenigen Ausdruͤcke, durch welche die Koeffizienten einer Reihe aus den unmittelbar vorher: 
gehenden beftimmt werden koͤnnen, heißen wiederkehrende oder zuruͤcklaufende Roeffizienten⸗ 
glejhungen; ift aber der allgemeine Koeffizient unabhängig von den unmittelbar vorhergehenden 
auoͤgedruͤckt, ſo entſteht eine unabhaͤngige Roefftzientengleichung. 

So iſt z. ®. nad} $.483,, wenn man die hier angenommene Bezeichnung einführt, für den 
Urbruch 
Me tn ne hen. 
die entfprechende wiedırfehrende Stoeffizientengleichung 
o0_— "An — rb An + r,b’ I — 73 b3 Au. + .... + rb An + DV An 
und die unabhängige Koeffizientengleichung 
Ar = Kur I), ab" + rr dm a, de + (r+r— I a5 +. 
| . .-+ (n+ I Ang br te + ni a, —8* 
Wie in jedem beſondern Falle die unabbngige Koeffizientengleihung einer wiederkehrenden 


Reihe aus der wieberfeßrenden Koeffiyientengleihung gefunden werden fann, wird in der Folge im 
- neunzehnten und zwanzigſten Kapitel gelehrt werden. 


° 








— 


Von den —— » Heben, $. 499, 539° 


. _ 4, . u 
- &ind die beiden Roefientengleigungen Fu 
= +6, Aa + + + bei + b, und 
‚ov=56 +b5,@4+5 Ct :»..+ 410; + ba 
für zwei Reiben gegeben, fo haben beide Reihen einerlei erzeugenden Bruch ($. 488.), daher: find. 
un die Reiben einander-gleih, und man erhält: 
= = Cm: 


—— —— 
‘ 


IV. Bon ben übrigen wiederfehrenden Reiben. . 

| u | 4. 498, 

Bezeichnet allgemein 5 den erzeugenden Bruch. einer wiederlehrenden Reihe ‚und es wird 
voraudgefeßt, daß P und O Reihen find, welche nach den-Potenzen von x fortihreiten, r fann 
man vorzüglich vier verſchiedene Tale unterfcheiden: | 

E wenn P und O endlidhe Reihen find, und die hoͤchſte Potenz von = in O wenigen um 
eine. Einheit größer, ald in P ift; 
II. wenn P eine endliche, und O eine unendliche Reihe ift; 
III. wenn P eine unendliche, und O eine endliche, und 
IV. wenn P und O unendliche Reiben find. 
| Bon diefen Fällen ift bereits der erfte bisher abschandeit worden. Die uͤbrigen ſollen hier 
noch fur; berührt werden. 
N . I‘ 
3. 499, 
- Bur krlaͤuterung des zweiten Falles $. 498. ſetze man: 
a+a,x+0.x°+. ‚ta,x’" _ 21 or . 
(1 — rare teten. 
ſo wird nach §. 52, 
— * bA > N . R 
‚ao,= = 5A, 45,4 ° 
,=b4, +54 +54 
Ar —=bA, + b, Araı + b, Ara 4 ... + b, 4 " 
o = bArıı + dı-Ar + b,Amı +... + dA: + Ind . 
Q = bA + dbiArıı tr ba A; +...+ 4A: + brn 4; + bad. 


- 4 
eo “ “, eo 0 0 4 “ +‘ “ 4 0 4 U} “ 0 % ‘ “ ‘ % ‘ 


. 


* ® 


“an 0 = Hd + At Aust + dm: +4 
3992 


* ss 
⁊* m 


x 
« 
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* “ _ 
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Nach dieſer allgemeinen wiederlehrenden Koeffizientengleichung (IT), Tarin jedes Blied der 
entſprechenden Reihe mittelſt aller vorhergehenden Glieder dieſer Reihe gefunden werden, weshalb 
die vorſtehende Reihe (I) eine wiederkehrende Reihe der hoͤchſten Ordnung heißt. 

Sind die ⸗vollſtaͤndigen Koeffigtentengfeichungen gegeben, fo Tann man daraus leicht den ex 
zeugenden Bruch firiden, 
Waͤre nur die allgemeine Koeffizientengleichung (AI) gegeben ‚ fo fann man die r+1 erften 
Glieder A, Az Ası As + + + + Ar der. Reihe, entweder willkuͤhrlich annehmen, oder ſie ſind 
auch gegeben, und alsdann erhält man hieraus mit Huͤlfe der vorſtehenden Gleichungen die Werthe 


"a, as, Gy oe. Ar, wodurch die Glieder des erzeugenden Bruches bekannt werden. 


Wegen der Berechnung der einzelnen aufeinander folgenden Glieder der, dem erzeugenden 
Bruche entſprechenden Reihe, gelten eben dieſelben Bemerkungen. 
Beiſpiel. Sind die allgemeine Koeffizientengleichung 
= 4A + 3A +5 + 7m +95 + +20) A 
einer wiederfehrenden Reihe der höchften Ordnung nebft den 4 erften Glieder derfelben A = 2, 
Ad, =3, A — 1 und A, = 4 gen, ſo wid be d 1; , =3; b, 55 
du, =T7;... daher E | -. 


a = 1.2 =2 \ - 

a, =1.3-+3.2=)9 

,=1.1+3.3-+5.2=% 
—=1.41+3.1+5.3+7.2= 36, 


as 

Ferner erhält man 

A, = — 34, — 5A, — 7A, — 9A = — 56 
A,= 34, — 54, — 7A; — 94, -— 1A= 4 9 

As = —34,—54,— 74, 14; 144-2 
| u ſ. w. 
Auch findet man den erzeugenden Bruch 
2+9x 4 20x2 + 36x83 . _ . - 

1+3% +5x?+7x04+.. ‚+A+2mnart... => 2 + 3 + ee . 

| $. 500, 

Zufag. Dan fr a, = a, ma, =... = a, 0, ſo wid won æ BA 
—— —— ul sei le a ea 
und man erhält 

o=b4,+5.4 

o=4,+5:Ar +54 - 
o=b54, +54 +54: +5, 
0=54, +5,44: +; 


+ % + “+ 0 ® 


(a 54. EA Aν + Aus +» .. Ba 0 | 


% “ eo. % 0 % 9 


Von ben wiederehrenden Nehen 50 Hi > 


§. . 501, 
Wegen des dritten Falls |. 498, fee man 

a+a,x+2,x°-+a 09 4,% 
u a m dtd, a a a 208 2 5 ae 
fo wird nad) S. 52. BE — 
a =bAdA | j 

a, =bA, +54 j ' 

+,=b4+b4+54 _ 

Ur} va b An 4 b, Ara + b, Arzz 4 ..o. 4 ber A 

Gr = bA, + b, Anı + b, Ara + ..e. + ben Ar 4 b,A 

mmbin +54 +5.Aca tr. A. th 

an. = dB An + d, Am + 5,4 +. , + dr A, + b,4; 
und überhaupt: 
(IT) a, = BA + deln + dad + ads he + Ar 
oder auch 
o A. P 5b Anı + bed ter + hr — ne - 

Diefe allgemeine Koeffizientengleichung unterfcheidet fi) von den bisher gefundenen dadurch, 

daß derfelben noch eine Funkzion a, von der Stellenzahl .n beigefügt ft, man alfo hienach 
. jeden Koeffizienten der entfprechenden Neihe, welcher: auf das rte Glieb folgt, zwar wie bei den 
einfachen Reihen der rten Ordnung, aus den r vorhergehenden Gliedern beſtimmt, daß aber als⸗ 
dann jeder Koeffizient noch den veränderlichen Zuſatz a, erhält. Man fann daher die vorftchende 
Reihe, eine wieberfehrende Reihe der rten Ordnung mit einem veränderlichen Zuſatze 


nennen, 


- 


Die Beltimmung ded erzeugenden Bruches, fowoßl; ald der einzelnen Glieder von der dems 
ſelben entfprechenden Reihe, erfordert nur allein, daß die allgemeine Koeffizientengleihung (II) gee 
geben fen; denn es find hienach die Glieder a, a, , az, a, «+. befannt, wenn man 0,1, 2, 3,... 
ſtatt n in an fehl, Daher ſindet m man zur Beſtimmung der Koeffizienten mittelſt der vorſtehenden 
Gleichungen 
— ⸗ 
x ‚— 5,4, — A 
As — — — 
4,* — ds —b, 4, 22 — 5, A 
u. f. w. 
Beif piel. Iſt die allgemeine Koeffizientengleihung” 
' An + 2 An + 3 Ana + 4 Anz; = == 1 +. n® 
einer wiederlehrenden Reihe der dritten Ordnung mit dem veraͤnderlichen Bufage 1 + aẽ gege⸗ 


eo. 


n 


I} Elftes Kapitel, J | u “ 


ben, fo wird fern — 14n, Mami; ,=2; ,=5; a, = 10; ,=17,; 
a,=%...wb=1; bb =2;b,=3;b, —=4, daher wird 
_ 1 


A= 2 —2=o _ 

‚"A,= 5—30 -_31=2 a 
4,=10 —2.2-3.0—41=2 
oo u 45 123 323321—30 


u. ſ. w. Der erzeugende Bruch iſt 
FREIES NENEEREUEE Krater ti... 
. 502. Ä . 
Zufag. Dan 5 * un ¶,ʒ ſo wird a = ar = 4, = a4, =... .. daher 


a=bA 
a=bA, B, A 
amb4,+b; At 


⸗ 
0 0 6 ‘ “ “ ® ‘ “ 


’ 


abi bat best: 0 + 614 Ä u 
a=b54 +5,44, +6,44 -- a 4 
e=:AuF+b6:4 +5, Ant: + br ds + br; 

und überhaupt ' . 

(UI) a=:4h+5,Aaı+b, A +5Ans +... + brdur 


Die vorftehende allgemeine Soeffisientengleihung entfpeich daher einer wiederkehrenden 
Reihe der rten Ordnung wit einem beſtaͤndigen Zuſatze a. 


Sur Bildung ded erzeugenden Bruches und zur Beftimmung der Glieder der entfbreihenden 
Reihe, ift die allgemeine Koeffizientengleichung (II) allein zureichend. » 


Der erzeugende Bruch kann auch noch einfacher dargeftellt werden. Denn es ift $. 450, 
—; its +” ++: +x'+.... daher erhält man auch für den ergeus 
genden Bruch folgenden Ausdruck: | 0 Ä 

gi & 
(III) d-S6+hatbart..t be) = A+4A,x+4,2° +... + Az” +. 
fo daß diefem Ausdruck gemäß, die vorftehende Reihe auch als eine Reihe der 4 Aſten Orbnung 


x 


angefeben werden kann. 


⸗ 


§. 503. 
Nach dem vierten Falle $. 498, ſetze man | 
ata,x< ta.” +a,x’ +...” +. i . n 
wm — TEE ‚ats HARH tet. 
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| fo findet man er | 
a—mbA | oo. 


+++ 
++. 
N 


a,=b54A +b 
a, =bA4, + 5:4; HRS Aut A; + 5,4 
und allgemein . 

I n=b4An + that dust. + il. | 
Weil nach dieſer allgemeinen Koeffizientengleichung jedes Glied der entſprechenden Reihe 
mittelſt aller vorhergehenden Glieder und des veraͤnderlichen Zuſatzes a, gefunden wird, fo heißt 
die vorftehende Reihe (T) eine wiederkehrende Reihe der hoͤchſten Ordnung mit einem ver⸗ 

aͤnderlichen Sufaze. 

Die allgemeine Koeffizientengleihung (ZT) iſt zur Beftimmung des erzeugenden Bruches und: 
der Koeffizienten der entfprechenden Reihenglieder zureichend, ‚weil man aus den gegebenen Funfzios 
nen a, und b, die enifprechenden Werthe a, an az, » - und b, bu, ba.» alfo den erzeu⸗ 
genden Bruch, und mittelſt der Gleichung 

4. CGn — b A —As—b; Aa) | 
jedes Glied der entfprechenden Reihe finden fann, - | 

Sind hingegen außer der allgenieinen Koeffizientengleihung (II) nod mehrere beſondere 
Werthe von den erſten Koeffizienten A, Az, A.... q, Gr, Qy ... oder d, du, by . . gegeben, 
oder winführlich angenommen worden, welche den allgemeinen Yusdrüden An, an oder du nicht 
entfprechen, fo fann auch für diefen Ball der erzeugende Bruch und die demfelben entſprechende 
Reihe gefunden werden; nur iſt alsdann die allgemeine Koeffizientengleichung (II) allein nicht zus 
reichend, ſondern ed muͤſſen auch noch die übrigen der vorftehenden Gleichungen, fo weit als beſon⸗ 
dere Werthe gegeben find, zur Beftimmung der zufammengehörigen nicht gegebenen befonderen Wer⸗ 
the, angewendet werden. Hiedurch entftehen noch befondere Bedingungögleihungen, ‚durch welche 
der Werth der nicht "gegebenen befonderen Werthe gefunden werden fann, wie dies die folgenden 
Beiſpiele naͤher erlaͤutern. 


1. Beiſpiel. Die allgemeine aoefftienterglethang 
3 44. 3A Amar: Ebd ' 
einer wiederfehrenden Reihe der hoͤchſten Ordnung mit einem peränderlihen Zufage iſt ohne andere 
beſondere Werthe gegeben, daher wird hier a, = 3”, alſo ai; a,=J3; a,==9; a,=27, 
„=8;...:. und b)=4-n, h=4; , =3;5,=2; b=1; 6, =6. 
* — —ı, .... und man findet, weil hier feine Bedingungsgleichungen vorfommen. 





_u—bA_, _9 . 
A=- 7 = Tip: | , 
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bh _ 9-3. —2. 109 
A, I — * 2 Ye i _ 


7 —3. 12 2. PERF 1637 ı - 
A, = —— = 256 


u, f. w., folglich 
143x498 V 4.0: — 4 9 109, . 1637 
ee — — -——.— 
2, Seifpiel. Sind die allgemeine —ãR 
= 2m + 3m A. . · . + (4—n) An 
den befondern Werthen 
net a=4; swb? 
gegeben, fo entſtehen folgende beide Bedingungoͤgleichungen: 


422 
95=24, B4 24 384. 
Hienach findet mn d=2wWw4=—} 
Gerne ift an = 3", alba, = 9; a, = 7; a, = 81; . und = 4 — n, 
alſo d; = 3; =; 2, =1; 5, =0;b, = —1; daher 
— 2 3 
Ad, = — SPREE NER EZR ER N Fr 
4=5 (Ferdi 


u. ſ. w., lguich 
- 445x490 +70 + Bd Far. — 1 13 71 
RER 20 200... + (dom) x" * _ =:-7% + wetter 

3. Beifpiel, Die afgemeine Koeffizientengleihung '- 

mr 2A 2 Aa tr Ast: + ton) A 
nebſt den beſondein Werthen | 

. a=3;b=el;b, =2 md A, = 10 
ſind gegeben. Hieraus entftehen folgende drei Bedingunggleichungen: 
3 —=1.4 
a, =1.4, +24 
,=1.101 +24, +5,4=1.10 +24, +24. 

Aus der erften Bedingungögleihung wird 4 == 3, und man fann, um 4, aus der zwei⸗ 
ten zu finden, a, wilführlid annehmen. Sest man a, = 85 fo wird Ad, = 2 und man fin⸗ 
det ferner æ = 10 + 2.2 2.3 2 20. 

Nun ift für diejenigen. Fälle wo feine befondere Werthe gegeben oder beſtimmt fi nd = 3", 
Mb, - 27; a. =; , = 2483; .... wu =mA—n.ıab, = 
db, = —1;... . daher Ä 


4. * 4 (, — br A. —bA, - b. M 
A. 


1;b, = 0; 


‘ 


CG. - .A. —- . A. - b, A. — A) u. ſ. w., oder 6 


__.-1ı1___-_—ı____| 
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4-72, 10 — 2.2 —1. 3=0 
4,=81—2.0— 2.10 -1.2—0.3= 80 
u. ſ. w., folglich _ 


BR EL ER STIER ZIELE RR 2 FRA Ä 
1+2x +20 4x’ at — 200 „+ d-n)a" +. :3+ 2x 10x +ärt.... ... 


5 - . 504, 
Zuſatz. Man ſetze u = a, ‘fo vidra=ma,=a,=a, EB... . und man finde 
ei+ctxt + +... +" ...) 0 
drb: x , , .. Fb" tue 
- a ’ 
= A +4: x} 4,x° +4, + ... +Anz’$.. .. 
@ = b.A rt . ' 
a=mbA, +5,4 | . | ’ 
Ä a=b5bA, +5,A, +4 
und allgemein \ „ — 
a A, b A A tb Amt: Fed - © 
Dieſe allgemeine Koeffizientengleichung entſpricht einer wiederkehrenden Reihe der hoch⸗ 
ſten Ordnung mit einem beſtaͤndigen Zuſatze, und man iſt im Stande mittelſt derſelben den 
erzeugenden Bruch und die’einzelnen Reihenglieder zu finden. 





V. Anwendung auf einige Entwidelungen. 
§. 505, 
Zur Vergleihung der bernoulliſchen Zahlen mit andern Ausdräden, fuche man den erzeu⸗ 
genden Bruch aus welchem diefelben entfpringen. Dies zu bewirken, werde der $. 443. gefundene 
Ausdruck durch die Faftorenfolge (2 +1)! dividirt, fo findet man, wenn auch, bie Binamialforfs 
fisienten in ihre Saftorenfolgen aufgelöft werden, 


— — B, R.- j 
+ — a mt en et + hm „ 12] 
oder hierin az mit n + 1 anrtauſcht giebt — 
og „et 1 Beh + _ + “ 
IT 3&r+3 TQCrt+t9! —- 3 a * en .... 2. 
Run fehe man 


| 2n+1 — Ph 
„=ty + = + rn und Am nt 
ſo wird nad |. 508. . . 





1 +; 5%? . B Byn* . 

Inh — B,% “ 
— — a RL 22 Zu 
It | 


Gyteliweind Anatpfs. I Band, . 84 


oder auch \ 
4 3% 5%? 78 9%* 11x$ 
¶) 31 str - or 11! 13! +++... 
- 2 








an — — — 4 
SE re Eee Gr + zen 1° —* nach u 
—_ 1 _1i B,„ 1 B_ Boa 1 B, 
+ 3amıT= Tem: 5 — * 57 — ai + %-7 121 





+ 
; B, 
Segt man daher u —= + zo nz + 3 zz und A, ==, ‚Un, fo find, in 


Vergleichung mit $. 503., hienach in der vorftehenden Gleichung mit diefen Vorausſetzun⸗ 
gen übereinffimmend, mit Ausnahme von A = — 1. Daher gilt hier die Beſtimmungsglei⸗ 
Gun ⸗ 6(1) — 5, und weil b= + gegeben iff, fo wid a — 1. 





Es iſt deher a=—1; a, = 5 ee ,=gpn.-- A=—J}; 
4.* I; 4. 2... fogli | 
x oo? 
-Ii+77-7ntr-. B,.x? , B,x° 


. =-14% — AZ +.... 
o 06? oc? 4] 6! 
I-ıracnt-e 
oder. beide Seiten der Gleichung mit — 1 und dann Baht und Nenner des erzeugenden Bruches 
"mit 2 multiplizirt, giebt 


069 Pr „# 
- ; tg - ats Er. 








- (II) ö— —— — — 
% x 
U-5+5— nrscmte) | 
1_ B,x.__Bıx®  B,x® B,xt Bent _ Boxt — 
ne | 4 4) 6! 1:7 101 121 -.—— 
oder 2 ftatt = gefest und nachher auf beiden Seiten durch a dividirt,“ giebt 
5? x® . 6 ⸗ 
2-7 ı tIT7 > it 2 _ 20 2 B,x3 PIE, 
= 2 7 in ar 0a — — 400. . 
x. 31 + 3; — = + .o... . \ 6 . . 


daher nad) $. 168. (II) und (I) 
- (III) 1 + 005 x 2 2 2B,x 2B,x°  2B,x® 2B,x? - 





sin x ng BET — ur Ts Tun 
In (IT) werde 1 — = — Ir — a -... =/: heſebt, wo F das Funk— 
“x gionenzeichen bedeutet, fo wird 
. 5° + 
2 2 4 77 +7 4! + * +2 + ..o. 
ee) = 069 65 7. 27 
etp ar + 5! * 77 + ir + . 


daher auch | 


Von den wiederkehrenden Reihen. $ 506. | 547 


Nach $. 160. (IX) Fu ift aber biefer Ausdruck — ihr, oder hahler und Nen⸗ 
ner mit 2e* multiplizirt 
| - ut +1) +1) _ +1 


— 
— ⸗ — ——— —— — — 
= * 


„ daher 


x. “1 HN) 1 | 
| * 2 ="), oe, wenn man für diefen Ausdrud den entſprechenden Bar aus fx fekt, 
* 
3 2 4 B, xs - B,x® 
I) = = 2(1+ 7 _ ir arte er spe +... .). 
‘$. 506, 


Ä Aufgabe. Die Tangente und Cotangente eined Bogens durch Reifen —* 
welche nach den Potenzen dieſes Bogens fortſchreiten. 


Auflöfung. Nach $.'146. [60] iſt | . 


— 











J ot a „tere tr, wenn man. daher in (III) $. 505. 2 ftatt x fest, fo findet man 
um 1 _ PB _%B ,„_2%B „WB , RB, 
(I) cotx =, ı“® ar ng 8 75 As Ze —8 
Hienach wird auch: | 
IE ı 2 a _ 2 ns _ tat... | 
on — 8% — Te — 175:7 — ᷣ5 * .. oder 
21 2° 2. 2 oO 03.2. 5.29 5 691.2 
odsm — jr r —- 3m® arme 


— 1 2 :_ 32 23 q 2560 9 i 
1 x 


MLTERTET TEST 579 53579 UT EETITE 
Aus der. vorftehenden Gfeihung (I) erhält man, wenn 22 ſtatt = gefegt wird, 
92 77 11 18 
om —;Ba— Ba Ba — Bart cu. 
Es iſt aber ge — cr — 2002 6 „16. [59]) daher 
+41-Eu2- Zum} Br 


2 cr N 
Ar Ent er er. | 


an) =" r2B, + & =D, —— -. hen 


zart? (te 1 
| rt — Bath nen L 


⸗ 


ge = 





_ “_1)25 E 2 5(320__1)29 691 (212 —1)211 
ya=chzr 12 a 22 —— arm? , BIC Lan 


oder 
3332 














548 . u eire gapen. J 
went +1 u + ST *4 —— Sm uch enunenne ODE 


258 17%x7 —* 1382 011 
— —— —— hen 


Bezeichnet man allgemein bie Roeffienten der Tangenteureiß durch T; Tr; ; T.; T;; Sure 
fo wird _ | 
(dm) — na + ne +net... tet... 
und \ ” 
. . _ gar (gene — 1) 

N T. == — FD Bar» Ä - . 
| En | 
Aufgabe. Die Reihe für die Cofecante eined Bogens zu finden. | 
Auflöfung. Es ift cosec == cot Er — cot x ($. 146, [61)). Nah $. 506, iſt aber 

oje=-— 2 — —B, 03 — aB, I — ..... und 


4* 


cot = 2. x Ban? — 2B, Fan .... folglich 








n cos = + + 20-07, „+2 =; B,x? + IB, +5 =D, x” +. 
‚oder auch j 





2—1 25 —1- Si " — 
wet ++ Fre + 5-7 a + ED 5 2 Ey 


691 (22? — 1) A Tan 
⸗ * 3.57.31 13! au LIT Free oder 


_ 1,1%, 78 | 3x5 |, 38er | 2555%9° 
-.a—ttsatrenteetrnateee 


$. : 508. , 
Aufgabe. Die Serante eined. Bogend buch eine Reihe welche nach den Poten 

des 
Bogens fortſchreitet, auszudruͤcken. ’ ’ en 








Auflöfung. Es iſt seca = * = | 4 . ind bat die a 

fprechende Reihe rigenne Form: 
1468 a et. taste. 66.) 

wo Pr» Bas Par oo... nolh * zu. beſtimmende Koeffizienten find, CS wird daher 


1=st-H+H- ) (i+ Sat + het ++...) oder 


1=1+3 =? 4 rl Ente .... BE &— Eulen 











— I — 8 Pam 
2! 121 — Non—D)! 
j 4 1 4 Ana . 
4! 4 2n—4)! 
. = __$ 
- + a2 217! - 
Ä 1 
- + (Zn)! 
daher (Jſ. 22) 0 = a. - hi 4A a 
a“ = a Train tt meta er 
. 2 = — — — In 
o= Ah — nt mem, + .... F an. * A +, oder nad 


der Bezeichnung ir die Binemialfoeffizienten . 
b == In — (2.2), Prms 4 an), Pr-a — 1 10 1% + (2n), Pz + (n), ß; + 1 
Hienach wird: 


6.5 6,5 —— 
Zu a ke 


8.7.6.5 5 8.7 0 
o . — 8 +73: —- 7A. +1 
0. 9 10.9.8. 78 10.9.8.7 10.9 9 
m=A— x 13 + 73349 Tat 19-1 


u. ſ. w., es ift daher 
Ser=1+5 ie +8 Both... + fe m ...... 


6. *4 
8. * =5 — 
8. * 61 | ” 
B, = 1385 
ß, = 50521 
—— | Pf, = 199360981 
65, 218301512145 

ß, == 2404879661671 2 
u ſ. w. | — 

lieber den BZuſammenhang dieſer Koeffisienten mit den Summen der reciproken ungeraden 

Potenjen 2 m. 59. 


‘ 


.. +. . \ 
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zuf atz. Sucht man ſiatt der wiederkehrenden, eine unabhängige Roffyientengeihung 
- für die Secantenreihe, fo wird nach $. 185. (I) 
Yecx 


— a — 
Igamseox = daher 





se x = cosm.dtgx. 
Wird nun, die Ableitung von ts x ($. 506. III) genommen, fo erhält man 
oOgıxm—=1. T+ 3T,x? + 57, + 7T,x* + ...+ net ...... 
Ferner iſt $. 168. 


2 — 
osz=1—-+7 Mr... ur re 
daher wird, wenn man dieſe beide Reihen in "einander multipliziert, cos =. Itgx, ober 
ser=1T-+3T, x + 5T, tet or am RR 


ı1T|- 37T, @n—1)T,_, 
77 — Tu Be m zn 
\ 17 (2n—3) T 
En irre —⸗ 
_1.T - 
- — (2n)! 


Wenn men daher 


\ SRH Rust + Rat 4 Rath + Aamhineie. 
4 ſo findet man 











_ 2n—3,n 2 —* 1 
= (2a +1) 7 — Taten Inst... 39: T 
Dakır wid | 
R = T 
xRæe37. - 4367 
‚R=5T, —;T +57 Ä 
R,=TT, -IT+ ET: ar . Pe N 
” u f. mw. j ⸗ * 


| & 510. | 
Ueber die Lehre von den wiederkehrenden Reihen kann man nachleſen: 
Euler, angef. Einleitung, 1. Bud, 13. Kap. ©. 237. u. f. 


de la-Grange, Hecherches sur la maniere de former des Tables des Plandtes d’aprös 
‚ les seules observations.. Mem. de Pacad. de Paris. annde 1772. I. Partie, ©. 513. u. f. 


de la Grange, Recherches sur les suites recurrentes. Mem. de Taoad. de Berlin. 
. annde 1775. ©. 183. u. f. 


Von den wiedertehrenden Seifen, $. 511. 551 


de la Gr range, sur Pexpression du: terme gendral des series recurrentes, lorsque Pdqua- 


tion gendratrice a des racines dgales. Mem. de Pacad. de Berlin, 1792 et 179. 
"8.23%, uf. 


Trembley, Essai sur la maniere de trouver le terme gendral des adries recurrentes. . 


Mem. de Tacad. de Beräin, 1 1797. S. 84. u. f. 


— 
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Von den Faktorenfolgen oder Fakultäten, mit 
ganzen Erponenten. | | 





. 51141. 
Der . 6. oehebenen Erfiärung gemäß, ift, wenn n eine voſtive ganze Zahl bedeutet, die 
daltorenfolge 
ah —ER (a-+- 2n) (+37). (anna 
wo a(a-+-}) ....(a--nh—n) die Encwickelung von ann heißt. Ferner iſt auch 
ch alath) (a-t2%)....(aknhph). U 
"al $®$ a (u EH) (a 2K)V); tr 26 — und 
a (I) aut = a, 
m der.oberften Reife a= r — 1 gefekt, giebt nach der 8. 6, angenommenen Bezeichnung 
(II) 152 1.2.3.4. ..enzn! 
\ Bedeutet a die Brundzahl, Ah die Differenz, n den Brponenten, und N der testen Hals 
tor einer Saftorenfolge, fo wird u . 
' j N =a + nh — h 
a=N— nıh th 
Hl) nn = ze 2 und 
= N — + 1. 


Hier. wird voraudgefeßt, daß a und % jede mögliche ganze oder gebrochene Bapl bedeuten 
koͤnnen; der Exponent rn muß aber eine poſitive ganze Zahl ſeyn. Welche Ausdruͤcke für nega⸗ 
tive oder gebrochene Erponenten entfliehen, fol in der Folge entwickelt werden. 

Wenn die Differenz A negativ wird "und die Grundzahl a bleibt pofitiv, fo fonn in der 
Entwidelung von a* ein Faktor = o werden, wenn A,ein Faktor von a ift. Unter diefer 








% 
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Boraudfegung erhält man _ 
ap) au 0, 
wenn a < nh und R ein $aftor von a ift. Aehnliche Folgerungen entſtehen fuͤr eine negative 
Baſis und poſitive Differenz. 
Im Allgemeinen iſt noch zu bemerken, daß bie Potenzen, deren Erponenten ganze Zahlen find, 
aus einem Produkte von eben fo viel gleichen Faktoren beftchen, als der. Erponent Einheiten Hat. 
Dagegen enthält eine Saftorenfolge zwar eben fo viel Faktoren ald der Erponent derfelben Einheiten 
hat, aber diefe Faktoren find ungleich und Glieder einer aritämetifchen Reihe. Hieraus überficht 
man wie weit Potenzen und Faftorenfolgen, deren Erponenten ganze Zahlen find, mit einander 
übereinftimmen. Aud) kann man die Saftorenfolgen ald Potenzen einer hoͤhern Klaſſe anfehen; 
welche, wenn man ihre Differenn = 0 feßt, in gewöhnliche Potenzen übergehen. 


| 512. 
Schreibt man die Faftorenfolge in umgefehrter Ordnung, fo wird 
auth = (atnhrh) (la knkhE2N....(ath)a=ml(aknh FA", 
oder durch A” dividirt 


2 Er) Er) (Gr)en(grnr)” 
folglich Be 


(DD HA=(ahnh FW, ode 
(MH) mr —=(afnh + ne Ä 
nah — ın I® — 8 - 
(um rm (Ent) I 
Hierin a + ſtatt a geſetzt, giebt 
IP) (at ah = (at may 
nh pn a nz 
e) ty =er.(f tn) . u 
Es it anıı =malarh)(at?2h).....(atnıFn) 
ablabEhh)... (ebEnbhz bh) 
b" | 


(5 +” 000 (&+» ===) 
nu —— a®, — N nn ® 
. 5" “ 
⁊ a" + bh . 
== zn’ zur folglich 
ba . 
(HI) ar — net 


Man ann daher die Grundzahl a einer jeden Baftorenfolge in die Gründjahl b verwandeln. 


Tür a = — a, und wenn dann 5 == a geſetzt wird, erhält man auch 
vn ( J— = (— 1jr. ah, 


Ferner 





vw 


\ 
Von den Faktorenfolgen mit ganzen n Epponentn b 512, 555. 


Sana k Matt 3 in Fr) gefest, giebt 


n n;rk Pe 
rum au * 6* Be | 
Fuͤr * — und k = a wird 
ash = (7) und 
u n ** 
anıth = an, 17* | 
Noch erpäfieman für A = 4 | ' —— 
| an = = (akjıak | . " ., i 
Die Differen; h einer jeden Saftorenfolge läßt fich daher in jede gegebene verwandeln, 
Es iſt 
atmöza(atn) u... at RATR). (atnh)...(at(r Haar = amih, (atnnyus, 
daher x u ’ 
(IX) artmith — anth, (+ Hnnjash, 
\ Hierin'm mit n und n mit m vertauſcht, giebt 
(x) artm dr — a wäh, (at mhystR, 
Die beiden legten Gleichungen mit einander an geben 
(XI) a3, (at nm — and (art m nhynxh, 
Hierin a FT nh ſtatt a geſetzt, giebt 
au ) a;Eh (a Enhd — (at ni (a+ + mh nhys*% | 
| 'Serne in (XI) ayFnı + HH flott a gefegt, und dann die —R welche den ı 
Erponenten n haben, nach III) verwandelt, giebt 
(XII) ar (at hs $ = (aFnhtHmA (at mA, | 
In (IX) und (X),werde m == 1 geſetzt, fo wird wegen (7) 
artst#H — (atnh) an | 
IP) } npth — a (a+ A)nt% 
und aus der Verbindung diefer beiden Gleichungen 
(XV) (at nah) anith — =alet h) sth, 
Es iſt anth — alath). ',(atnh +2h) (at nn En, oder 


— n,trh 
(hatt EN een ... (atnhF2R) = (af), 


— 





atnhyrh 


folglich atnhz h ' u 
2) amt — — Ente, («F + ABS. 
In (IX) m — n ſtatt m geſetzt, giebt , . 
amt iii (a+n Ayrä, oder 0 | 
. ° 7 
| nt m ” . nn “ 
KV. II ) a (tn 
Eytelweins Analyſis. J. Bad. Aaaa 


. 
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Hierin aynh hatt a aeſett, giebt 
my th 


GCVIII) art — —— 


(«+ nh)"* 
” oder, wegen (X ) 
m; th - 2. 
mon; th u a" n 
—X — Tach" _ . 
(KIX) a (atmhrnh)® 
In (XVII) n = 1 und dann n ſtatt m geſetzt nicht, wegen (I), 
(XX) au (H BT, 
ayh 


In (xıv) werden — 1 ſtatt n geſetzt, ſo ift 
arixk — (atnhFA.arıtk Gerner nach ax ) 

(a Tenyixk — (a T). aueh, fat | 

(KR) art — (a FR X . at 


- Nah XYT ift: Zu | | | _ 
(at hy5Sh — = eu ‚ante, und weil Ä 
aut — - Z. amih, fo wird | 
(XXI) (at ns _ antt + *.* anith, 
oder wegen ati} — ala + hyr-ih 


(a + ayutr _ aut + J hat + hu, 
„oder, weil a(at +apmiEh — a.antı = + E ahnt ‚ fo wird —8 wegen (XIF’), 
artı th — a. a” — + Ah ansSh 
$, 513. 


Es iſt amt = alatn) (a+t2n)ı... (a+ 2nh 2%) («+ 2nhz h) 
\ alat2h)»....(at2nh+?A = amt 
(a+h) (@+31) . ...(at2nhFh)= (u & t* 
folglich | er a 
(XXIII) amt — amtah ‚(at Ay, . | _ — 
Eben fo findet man | | 
(XXIV) (at + Miss, (a+ + Ania, 
In (XII) werde n ftatt m gefeßt, fo erhält man 
(XXXV) emixk = anith, (ahnt - 
“und wenn an ſtatt m in (XII) geſetzt wird: 


. ads ar + (at+2nkysth, oder | 
(XXFV I) at — aut (u C n hyth ‚(at + Inhmth, 
2. Wird (XXI) mit a+ 2A, und KRIP ) mit a + 3nh multiplizirt, ſo ahalt man 


wegen (CXIV) 





fi 


Bon den Battorenfofgen — mit ganzen Erponenten. ET a 77.55 2 


(XXVII) —R = art, (a + en, ' Ä ” 
(KXPIU) ati = art, (a + HE & In | 
In (XIV ) werde zuerft Zr ftatt n, dann In ſtatt n geſetzt, ſo findet man 
ı (XXIX) arti$ — (a+2nh). avick und W 
(XXX) artist — (a+ Inh). agsEr | | 
wo ebenfalld durchgaͤngig entweder nur die oberen, ‚oder nur die unteren Beichen gelten. 


. 514. J | " “ ” 
In ar = al(at tn (a + + 2r) (at 34). ...(atnAhFR) werde a — 0 gefeßt, 
fo findet .man | " 
(XXXI) ou = 0, - ' 
und wenn in der vorfiehenden Faftorenfolge A = 0 0 geſeht wird = — 
(XXXI) a0 = a”, 


In (IX) werde n = 0 gefegt, fo erhält man 


= 


‘ 


a — fe oder ' 
(XXX) 9 = 1. 
Im vorftehenden Ausdruck —E — 0 oder a — 0, oder a und h=o gefegt , giebt 
XXXIV) av —=1 
(XXXF) 01 
CXXXVI) 08. —=1. 


In (III) m + 1 ſtatt a nd r—1 gefeht, giebt für die oberen Zeigen —— 
in + = mt nn. 
Hierin m = 0, giebt | " — 
(XXXVII) Du = nen I]! on! | 5 | 
und hierin zn = 0, giebt 1%: = [o]!, oder wegen — 
XXVIII) [01J 2 0 2 4. 
Sn (XI) a=nh= 1 gefegt, giebt nach den oberen Zeichen: 
rtmsı — Ari, (m + 19°, oder 


- = (m+im— Din, daher 


(ERKIR) (m + m = m dann = Ear 
. 1,2, 3, ftatt m gefegt, giebt on 
- In m (n + pm = 2 [n 4 1]: Bu . 
Zuꝛ * (n + = e+2 
3]! 
. —— = +32 = [n nr 1 | | u. 
| j ' Aaaa2 
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m, An, In flatt m in (KXXXIX) gefekt, giebt nl. 


Az Nun ame [2 [Zr]! 
J (rn + 1)” nys 7 


| u .: nr Br 3n on * 
Be en + gm = On nn J J 


DER rn 





— §. 515. 
J . Wird m=oin x) gefest, ſo erhält man 
. | hm (a —A | 
> ’ (“+ ah)” u [ 
‚ oder wegen (XXXIIN' | 
(XL) am = Bier TH a 


In (7) werde — .h hatt h geſetzt. Dies giebt (Fr = — (a Fennyush, daher auch 
(XLI ) a" ah = — oder wegen xP 2 u R 


(XL ) ash ntigh‘ 
Hienach findet man aus (XLI) die Entiidelungen für 


vo. — 1 
u (XLIM) a = = Ir Sa =3 3a und 
(AL) ach —7* Föh...a+nb’ 
wẽraus folgt, daß man auch die Entwickelung von Faktorenfolgen, deren emonenta ganze nega⸗ 
tive Zahlen ſind, darſtellen kann. Es iſt aber wohl zu bemerken, daß man in den vorſtehenden 
beiden Entwickelungen nicht + a ſtatt — n ſetzen darf, um daraus die Entwiclelung von ah zu 


Er . finden, Nur für a und A gelten biefe Abanderungen. 
Fuͤr a = o erhält man 2 on . 
ld — er und 
(XLF).- (F 2 
| om — _ = — J on i 
1.2. * n.b" [r]ıa®" 2. . 


WB Iſt h ein Faltor von a und a<(r +1) h fo wird nach den Entwidkelungen RA ) 
— 0 amnih =ı=o und (— a) == 00 oder (FF a)" == oo. 
Iſt daher r eine oſitive ganze Zahl und On P 1, fo fee man a==rh, aledann wird 
(LFI) (Eri)md — == 0. 

Hierin — 1 und dann a= =+ h in (XLI) gefest, giebt 
aan | Ä 

(XLFII) I yyenikh — 1 u . .. " 

| , (+ R) (£ —B En ‚ - 
wo entweder nur die oberen oder nur die unteren Beichen gelten. | 


N ⸗ 
— 





Bon den Fatorenfolgen mit ganzen Epponenten, . bis. 667 


vBguͤr à 1 in (XLI) wird ‚Wegen (I) $ 511. 
uLh 1 
arrım a 21° 
Darch ein ahnliches Verfahren wie $. 512, (vu m und rm ) findet won, 
bh 
- ax) tn U lc .. — —28 
Siecin a=— au b=a geſett, giebt oo — | 
— au | (— 1)*. ur . . 
on ah * — | 


Lierin b=km 4 geſetzt, air 


am +h — 1 gmt +4 =; 1.4): ” | 


In (XL) a at na ftatt a * und den gefundenen Ausdrud mit (XL) verbunden, sieht | 


Sn (XLI) ar ſtatt a —* und den gefundenen Ausdrud mit (XLI ) verbunden, giebt 


% 


> ten; 1 . 
u me — 
ah — N 1 _ - - —* 





Gleiche Werthe der vorſtehenden vier Gleichungen mit einander verbunden und die abwech⸗ 


ſelnden Beichen umgefchrt, giebt — 
(Far ler — 


— (at + nk) A = (a I nytrih, | 
In die erſte Gleichung atnn ſtatt a und in die zweite a + nh ſtatt a geſett, sit » 
atuh — (atnh — hin 
| (LIE) meh (aFnh+ —D 
Rad (XP iſt 


@F + nhyiR = daher wegen a) 


= m oder | 
2 21022. 7 ).222.7201 7.27 > 0 ES 
. art art (ahnayuch, ft Ä u 
LP) amtnih — = aknih (atnnymih 
¶V) am — ati (g Fnhym, wu \ 
‘oder auch) wegen (II) $. 51%, 00 


4 








| oder, weil nad) (XL) 


Brithen umfehrt, 


u 
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- - insh 
LVI —— — (aEnh—mk+ I" \ 
Ü ya  (afrk—mh+h)”" x | u 
. Gerne ift nach (XIX) cn 
amıch . 


(at + mh + nur — = ma; 


— m 1 8 


a — amith (+ mh)933%; aber (X) 
amt ih — amih(a+ may, folglich 
VII) antik — art (a man? 
- (DVI) amknih == am; Alla — mi) 
-man;h — — — 
Es iſt a ae aunh.a—nhbmh...a—(n mh’ ober 


a-mnıh — — amııh . (a — nhy-mih, 
Eben fo ‚findet man 
am ni—h zu ami—h. («+ m A)emih, folglich 
(LIX ) mm — aniHl(aFnıh)H, 
Hierin m mit n und n mit m sertaufcht, giebt 
ak — — qm ıh (a + m hys th 
und wenn man. diefen Ausdruck mit dem vorſtehenden verbindet 
(LX) asEh (a+ + nk) mh — — armmih (4 + m h)-iih, 
In (LIV), (LP), (LVII), ri ) und (LIX ) werde m = 1 gerät, Er: Ant man 
wegen (I) und (XLIX) 
(LXI) ats = (atnh). atnsh — a. (a + ati 
(LXII) ash — (af nh). ati ma. (ad — HDi 
— 384 _ En" j 


nt _f 
(LXI) a ' ayıhyh erh 


Aus (LXI) wird aka — = et, und aus ed, wenn man die abwerhfeinden 


re oe, * 
qæxm)⸗ hi FE · | 
Nach (LIF ) und (LYIT) ift für die unteren Beichen - 
am-nh — amh (a— n hy”; hm amıh (a 4 mAh, - 
Hiemit (XI) für die oberen Zeichen verbunden, giebt ie 
EXV) amzmih — ah (atnhmh— am (a 4 mnyent, 
Hiein —h ftatt h gefeßt, giebt 
atri-h (a Enhjmich = amich fa — m —D 


nn} j R \ 





Bon den Faktorenfolgen mit gamen Erponenten. $. 516. 659: 


ober. wenn man a + mA ftatt a feßt und die Gleichung in umgefehrter ‚Ordnung fihreibt 
aih(a-- mh; = (a mh nhat(a + mar 
Nach (IT) $. 512. ift aber aut ( — ma nymih, fe erhält man auch 
(LXYT) ai h (arms (aynh-- heil mai, 
wo durchgängig entweder nur die oberen ‚oder Die unteren Zeichen gelten, 
Nich (LXU) iſt 
cat (a T nRIT m. ash und 
(aFhm = (a + + h).a-sth, alfo 
ai — (aT ham F nh.am-ich, daber wegen (XxT 1J 


- | arr; — (a—hyErih = +tnh. af Äh 
— ke — („+ hyBs‘ 3 — —=ITnh. ae 
| §. 516. 
"Die aufeinander folgenden Glieder der Saftorenfolge . Ä 
1% —=1(1+R (1 +27) (1437). (1 +rR—r) mit “einander multipligirt, geben 


offenbar eine Reihe von der Form A + Br + Ch Dr +....%0A4 BG... 
noch näher zu beſtimmende Koeffizienten find, weldye nur von r und nicht von A abhängen. Zur 
Beftimmung des Geſetzes nach welchem diefe soeffisienten fortfchreiten oder zur Entwidelung der 
entfprechenden Koeffizientengleichung fee man - 
‚IM='F+'"F,h-4 'F,h2 + ’F,n: +.. .. TFaAk .... [IN | 
Hier ift die Bezeichnung der Koeffisienten mit dem Zeiger r deöhalb gewaͤhlt worden, weil 
für einen andern Werth des Erponenten r, auch die Koeffizienten andere Werthe erhalten. 
In die vorftehende Reihe 1 + r ftatt r gefeßt, giebt | | 
tra — ı4rF + fr, h* 4 J h2 4 en + tr, mr + ....III] 
Run iſt It (1-4 ra). 1% ($, 512. XIV). 0 
Wird daher die Reihe [7]; mt 1+ J mulliplizirt, fo erhält man 
Auer Bit "Ri 4...4 "Mr jet... 
oo. . £rrF r'F, | + r’Fassl 
Diefe Reihe nach $, 52. mit [ZI] verglichen, giebt 
) F r.Fa: 
Mittelſt dieſer einfachen Koeffizientengleichung „ laſſen ſich die Koeffizienten für hoͤhere erno- 
.nenten aus den unmittelbar vorhergehenden niedrigeren finden, | 
In der Reihe | ° Ä | 
1R=1(1-+H (1+2H7...(i+tn h—h) = 'FL'Rh+ FRm+.. ... 
ift "Fr, a2 das legte Glied, weil die hoͤchſte Potenz von h bei A: abbricht. Es iſt daher 
rF,; 7 Frrs FAM. co... = 0, oder . nn 
‚ (I) r=o ,. " 
Wird in der Reihe [I] wuerſt h=:o und dann uhr o gefekt, ſo ethaͤlt man wei 
gen 130 = 1 un 180 1. 
- (IT) Fo — 1und PSA. 








[2 


te 3gwolftes Kapitel, 


Nun ſehe man nach einander 1, 2, 3 ... ſtatt r, und dann 1, 2, 3... ſtatt n in (2), 


ſo erhält man wegen (II) und (IH) 


ıf,= oo 1. *F = 1 ' 
u a Fr, F, 2.53 
ıf, = o +2.’F, = 2 
ZZ ır,.=:!F,+3.!F = 6 
| F., =ıF, +37, 2 41 
F, - 0 3. 2Fä. 2 6 
u. ſ. m. 


Hienach entſteht folgende Tafel, welche, fo weit man will, leicht fortgeſetzt werden kann. Denn wenn 


man irgend eine Zahl dieſer Tafel mit dem zugehoͤrigen Erponenten r multipligiet und dazu bie rechts 


danebenftehende Zahl addirt, ‘fo erhält man dadurch die unmittelbar unter legterer ſtehende Zahl. 
zafel für die Koeffizienten der Faftorenfolgen mit gofitiven Erponenten. 











ı111|0| 0 0 0 0 0 0) 0 0 
a211|1| 0 0 0 0 Ö 0 0 0 
341131 2 0) 0 0 0 0 0 0 
4\11.|6| 1 6| - 0 0 0 0 0 0 
511 |10| 35 501 ::24 0 0 0 0 0 
chi | 274 120 0 0 0 0 
la |211175| 735] 1624| 1764 701 01 0 ') 
8[| 1 128 |322|1 960| 6 769| 13 132] 13 068| . 5040 0: ..0 
9 | 1 |36 |546|4 53622 449| 67 284|118 124| 109 6554| 4030| 0 
10 || 1 |45 |870|9 450163 273) 269 325 | 723 680 | 1 172 700|1 026 576| 362.880 
r F| rF, "F. . . 
1141 | 55| 1320| 18 150| ._ 157773] 002 055 3 416'930 8 409 500 
1211 1 |-66 | 1.925| 32.670| 357423] 2 637 558| 13 339 535] 45995 730 
131 | 28| 2717| 55 770| 749463| 6 926 634| 44 990 231| 206.070 150 
14 | 1 | 9 | 3 731| 91 .091| 1474473| 16 669 653| 135.036 473] 790 943 153 
15 | 1 | 105 | 5 005|143 326| 2749747 } 37 312 275] 368-411 615| 2 681 453 775 
16 | 1 | 120 | 6.580|218 400| 4899 622| 78 558 480| 928 095: 740| 8.207 627 980 
17 || 1 | 136 | 8 5001323 680| 8814022|156 952 432 |2 185 031 40|. . 2... 
18 || 1 | 153 |10 812 |468 180| 14 316 582 | 306 790 806 |& 853 222 764). . 2. % 
19 || 1 | 171 13 566 |662 796| 22 743 822 | 564 489.282]. 2 2 2 IC .... 
2011 . ..... 


-190 |16 815 |920 35035 336 946 996 621 9001.... 























- 12 751 576 | 10 628 640 3 628 800 . 
12 || 105256076 | 150895976] - 120543 840 39-916 800 0 
13 || 657204836 | 1413068888] 1931295552| 1486 442 8001 470 001 600 
14 3336116786 | 9957631756 |. 20312891096 |. 20 7890 308 400 19802 759 040 
15 1 14 409 320 928 | 56 663 266 760 E 159 7197735 680 | 2 256875 697 920 | 210 994 336 649 










Es lißt ſich nun jede Gaftorinfolge mit Hülfe dieſer Tafel nach den Potenzen ihrer Diffes 
ten; entwickeln, Dan feße daher = — ftatt r in [I], multiplizite durchgaͤngig mit ar, ſo erhaͤlt 


man, wegen a’. 1" —E arık ($. 512, VIII.) und 'F= 1. 
* ak = ar + "F,a'h 4 "F,ar-*h? + oe. Ht+ A —— * ... + E_.ar-. 
Betſ piel, Die Faftorenfolge Ä 2 
11 +7, (1+2n (1-+ 3%) dran) ds = 1R 
nach den Potenzen von A geordnet, aufzuldfen. Hier wird 
| IA—1 + Fr + ‘F, n2 4 SF, Rh» + SE, neh SE,nS, 
oder, wenn die Koeffizienten aus vorftehender Tafel genommen werden, 
. rl + 15n 857 + 25H? 4 274% + 12008. 
‚ Wäre r negativ, fo erhält die Reihe abwechfelnde Zeichen und’ man findet: 
K)arızar — "Fan + "Faa®h? — 'Faaöht +... FAAMB, 
wo das obere Zeichen fuͤr ein gerades, das untere für ein ungeraded r-gilt, 


j. 517. 


‚ Wegen der Wichtigleit u und der mancherlei Anwendungen, deren die gefundenen Koeffizienten 
der entwickelten Faktorenfolgen fähig find, wird es nuͤtzlich feyn, noch eine Vergleichung derſelben 


t 


ansuführen. - 
here (ltr rk ($, 512 XV.) daher 


Irrı3h — r}ıF + rhF, h + mF,n® + ... + HR, hf + ur .. und 
dr = FAN + RAR... + BRAitNyom+.,. 
oder wenn man bie Binomien dem binomiſchen Lehrſatze auftäft und nad) den Potenzen von 

h ordnet: 








AnS He, h+'"F.r; h?+'Fır, But "F. X | Ari, 
Fi| "BlrÄ)| ld: . "F,(r—1), | 
"F, 1 "F, (r—2) F, a) ER > 
F, 1 .... . . 

"Pam(r—n+1); 

ne . "Fa (rn) _ 

ee —— Frepı 1 

Eytelweints Analyfıs. I. Band. re j 8 bbb 


‚6 








562 . Zwoͤlftes Kapitel. 


Vergleicht man dieſe Reihe mit der oberſten nach $. 52,, ſo wird | 
rm = "Pati + (r—) Fr + (—n +1, "R-ı +... +» + rat ’F. 
Nach $. 516. (I) ift aber "Hu = "Fapı + r "Par: Diefen Ausdruck von der daruͤber 
ſtehenden Reihe abgezogen giebt, wegen "F= 1 
en Hr + dr at + 
a Hierin nad) einander 1,2, 8 .... ſtatt n gefegt, giebt 





1.'F,=[r, 
2.Rr,=r + (r—1) F 
3. F. =r,+(r—1) * Herd Fr 2 
4. F. =, AM. F.. EAVM). R+leo3, F.. 
5. F, =r red, rR+(r—2, "PR + vr *. Heat 
Hienach findet man | 
'F, =1; 
3r—41 ’ 
FR=77 r; 
Fr, =- —., 


_ 57° _ 3077 +5 
— F=! r +2, 


Mn ’ 2 
F. — a la Ba ae j . 


m 
. 0 eo 


Wegen eines alfgenteinen Ausdrucks für "Fn ſ. m. $. 650, 
j 3. 518 
No entfteßen einige merfwürdige Ausdruͤcke für Faktorenkoeffizienten, welche von wichtigen 
holgen find. Man fege $. 516. (I) an= vr, fo wird, wegen "F, = o und 'F = 1, 
mf,=r 'F_,, daher, wenn 1,3... ftatt 7 gefest wird. 
2F, I. 
F. - 2. , 2 1. 2- [IVt 


+,=3.'R,= [2]!3= [3]! 
F=4-r,=[]4=[4]! 
—— sF, = ]!5= [5]! | . , 
oo. u. ſ. w. daher allgemein WB 
HR=[]! | | _ | . - 


Sest man ferner in (T). $. 516. r + 1 flattrr und r flatt n, fo wird 
rRp, = HE, + @+1) PFn., de PA =f] + 1) MF,_., daher, wenn 
1, 2,3 eo. ſtatt m geſetzt wird: 





| Von den Safterenfolgen mit ganzen Erponenten, 5.51. 563 
27, = [1]! +2.°2F [1]! +1:2 . | | 
F., = [2]! +3.°P,=[2]!+ 1113 41.2.3 | 
= [3]! +4.7,—= [3]! +1[2]!4+[1]!3.4+1.2.3,4 | 
‘FE, = [4]! 45.8, =[2}! + B115+0]!4.5+[1113.4.5+1.2.3.4.5 


F, 81:46. =[B1:+[4116+[3115-.6+12114.5.6+11]13.4.5.6-4 [8] 
— 4 1915. 6 4 —* * 4 ———— 4 —— + [6]! 


— @+3+34+3+44+0= 0 fr Ä Ä 
‚Um diefen Ausdruck in der erforderlichen Allgemeinheit zu beweiſen, ſetze man voraus, daß 
derſelbe für irgend eine ganze Zahl r gelte und ed ſey "Pr, = [r + 1]: SH A Nun iſt 
"AFR, —= [r]! + (r-+1) "PR,_, oder hen r + 1 flatt r gefeßt, giebt - 
HR = [+11 + HD RR = [+ + +9 + 
+ 4 Hg: —— —6423 Fr + Ze oder 
"BF, = Er | an: 


Diefer Ausdrud entſteht aus rraF, (r +1]! Sr „y wemr + 1 ftatt r in denſelben 


geſetzt wird. Iſt der Ausdruck daher für r wahr, fo gilt er auch für r + 1. Nun ift derſelbe 
fürr = 1, 2, 3, 4, 5, erwiefen, daher gilt er auch für 6,7,8,9,.... und jede. noch ſo 





große ganze Zahl r. 


Hienach erhaͤlt man ganz. allgemein | 
(I) "#F, = [r+1]! Sr oder frr = n ($. 352.) j 
"PR, = dern ober 





Hiedurch erhält man einen einfachen Ausdrud mittelft der Faltorenkoeffizienten von der Form 
HR, die Summe jeder harmonifchen Reihe zu finden. 


Sucht man z. B. die Summe der m mebe " 555 44 3 u 4, ſo wird 


ri _ * | 
519, 


Zur Entwicdelung der Faktorenfolgen mit negativen Emponenten fe ſetze man nach g. 515. (XLIII) 
fernk — 1 
G-HU-G- 3. .d=rn 
. Diefer Bruch laͤßt ſich nach-$. 235. in die Partialbruͤche ee .... * 
| Bbob b 2 


Tem Helge 


x 
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Wird nun ‚ jeder derfelben in eine Reihe aufgeloͤſt, ſo entſteht nothwendig eine unendliche Neiße von 
der Form: 14 Br + Ch? > Dr? +... . wo die Koeffizienten 4, B, C,... ledig⸗ 
ch Funkzionen von r und nit von A find, Man fege daher J 
I AASTELHTFRRt BE M th... F.. . 1J1 
oder 1 — * ſtatt — r geſetzt, giebt 8 on 
re . ... TER ,.,. [1 
Nun it PTR — (de ra). Int, 515. (LXT). j 
Wird daher [2] mit 1— rr multipligiet, fo erhält man en 
LABE "Rl®t...+ Rletı.... 
— r."F  r.F, — ...—r. "Fa 
Diefe Reihe mit [IT] verglichen 6. 52.) giebt für roetire Erponenten 
N) R=0,"RrRortPR, dead "Mm , Hr. 
Eben diefen Ausdruck haͤtte man erhalten, wenn — r * r-in-(Z) $ 516. geſetzt worden wäre. 
In [I] werde A=o > seit ſo iſt, wegen Im= == 1 6 515, XLIII.) 
(I) Fi. 0. | | 
Ferner ift jun = 7 1 Tu oder 
RR Ruhr SE, Et mihakmhnden. 
Vergleicht man die zufammengehörigen Koeffizienten nad) $, 52., fo wird. 
1. fFf=nr, ="RrR=.. 0. ode überhaupt | 
(If) "AR =1. | 
In [I] werde r = o geſetzt. Died giebt, wegen 15% — 1, — 
A=F+rFRr+ Fan RF-In .... alſo ((F. 82) 
A=Fwo=rh=R=F, =... folglich. 
(IF) F1 und F.S O. 
Hienach laſſen ſich leicht die noͤthigen goeffllenten berechnen. Denn es if _ 
=F=nRr, = "Fr, hmm 
Fr r=2 wid (I) Ar = ı 2.—E,, alfo 
SR, =" +2. =1+2.1= 3 
r,r—=r, +2. rn, =1+2.3— 7. 
f, = Tr, +2. =1+2. 7=15 
‚—A=7r+20r=1 + 2.15 =3 J 
gerner für re 3 wid F, = F, 3. alſo 
-5F, = AR, + 3.-3F = 3+3.1= 6 
FE, = = +3. = 7+3.6=:'3 
-F, = -F, +3.-3F, = 15 + 3.35 = ‘90 
FF, = FR +3. re “= 301 
e w. Wr 





⸗ ⸗ 


Bon den Faktorenfolgen mit ganzen Erponenten. 5.520... 565 


| Hienach entftebt folgende Tafel, welche leicht, ſo weit man will, fortgeſetzt werden kann, 
weil dem Ausdruck (I) gemäß, jede Zahl derſelben dadurch gefunden wird, daß die unmittelbar 


links daneben ſtehende Zahl mit dem zugehoͤrigen Erpönenten multipliziert und dazu die über der - 


geſuchten ftehende Zahl addirt wird. 


— F. -F, -F, —r F., -F, 























-rF . a, 
0 0), 0 o 0 ‚0 0 0 
1 31 1 1 1 1 1 41 
3 7 15} 31 63 1742868 511 
61: 2 90) 301 966 3 025 9330| 283501 


7.770 34105 | 145750) 611501 
42525 | 246 730 | 1 379 400 | 7 508 501 
179487 | 13365271 . . |... 
627396 | 571544 |... I... 
18962 | ...1...: 100% 
515101. .: 1. 2:2. 12 2. 
12 662 650- | 


10 6565| 30 170 
” | 6 951 

1| 266) 2646| 22827 

28)  A62| 58801 43987 
136 | 750 | 1880| 159027 
45 | 1155 } 22275 | 359 502 

1705 752 752 


a 

5 
u 
en] 
8* 
© 








OO a 2 OD OI N 


ei. 


Mittelſt diſer Taſel laͤßt ſich nun jede Taftorenfolge mit negativen Erponenten entwideln, 


Denn man fee — > flatt a in [I], multipligire durchgängig mit «”” = 3 fo erhält man, des 
gen ar. 1-nd — ar ($, 515. XLVAII.) . 
ck mt _ h „np RR on zR . 
). Pk u — Ft Er mr F, at... 4 mat 
Beifpiel. Waͤre die Saftorenfolge = 14h gegeben, fo er⸗ 
halt man 
16* — FL: SF. h 4 . h® + 6F, h$3 + =eF, h* + .... 


eder nach. vorſtehender Tafel = | 
use 1 + 21n + 266r° + 26461: + 22827 h* + ...... 


4. 620. 


Die Zafel für die Rocffenten der Faktorenfolgen mit ilgativen Ervonenten iſt nur eine 


Erweiterung der Tafel $. 516. für poſitive Erponenten. - Denn da die Korffisientengleihung (I) 
$. 516. auch dann nodh.gilt, wenn r- negativ genommen wird, fo fann nian beide Tafeln auf fols 
- gende Weife zufammenftellen, in welihem Falle die Koeffizienten für pofislve und negative Exponen⸗ 


/ 


ten auf einerlei XBeife, wie $.516., berechnet werden, wenn man nur blobachtet daß fuͤr ein nega⸗ 


tives r die Addition in eine Subtrastion verwandelt wird. 


—X 
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r leler,| Mr | 7, 
1 












1| 10 65 | 350 | 1701 7779 | 342105 

—-3|1| 6 25 90 | 301 966 3 025 9330 

—211[ 3 7 15 31 63 127 255 

—11j1! 1 1 1 1 1 1 1 

ol1ı| 0o|-0- 0 0 0 0 0 

1[1) 0 0: 0 0 0 .o 0 
24111 0|I°0 0° 0 1) of 
36113172 0 0 0 0 0 

4 | 1| 6 11 6 0 0 0 0 

5 | 1) 10 35 50. 24 0- 0 |” 0 

61115 85 225 | 274 1%0 0 0 

zlıı 2ı| 15 735 | 1624 1764 720 0 

8s |ı1 5 040 


28 | 322 | 1960 | 6769 | 13132 | 13.068 


- $. 521. 


Bur Entwickelung eined allgemeinen Ausdrucks für bie e Rorffrienten der Saftorenfolgen mit 
negativen Erponenten, fege man 


in = any fo wird J 236. 3. Bei.) — 
U = 





r — net _ „” ' _ r 
1— — — 1-rh+h irrt 1-rh+2% 222 * 1-3 + I-7 


Aber 5—57 zit tan Harn + |... 


—— man hienach jeden dieſer Bruͤche in eine Reihe und ordnet ſolche nach 7, f wied 
[r}! ma. "+  rtmlat...+ rim hbıe... 





—_ nt — rt — r. -ixt 

+ r,r— + rn e— at + r,(r—2)t7 
+ ra ar + ra 2rtı + ra rn / 
+rr .1%r, 1 + Tr, 1 


* 


Vergleicht man dieſe Reihe mit 
1-mhr= FF, ee. 9 
% erhält man folgende unabhängige Koeffizientengleihung : 
Rt ernten Er, 
wo die oberen Zeichen für ein gerades, die unteren für ein ungeraded 7 gelten. 


Ziegen noch anderer Ausdruͤcke für —"F, fi m. $. 787. (III) und (IF). 


_ 
-_ 


Von den Faktorenfolgen mit ganzen Exponenten. $. 523. 567 


" ’ §. 522, 

Zuſatz. Sürn=o wd-r=1, babe j 
NDeıNer— rn. (IN +nler—2 -r, N+...+Hn nr, 
wo die oberen Beichen für ein geraded, und ‚die unteren für ein ungerades r gelten. 

Hienach findet, man auch, wenn m eine pofitive ganze Zahl und m > ir iſt, 
(AH) fr]! = m —r, mi +r. may —r, m) +.....F+r(mrti) +1. (m—r)'. 

Denn man fege in der’ Entwidelung $. 39. (IX) n = r, fo verſchwinden alle Glieder 
derfelben bis auf das legte Glied. Diefes Glied ift aber nach [I] = [r]! woraus die Richtigfeit 
des vorfichenden Satzes folgt. i 

Sept man in(Mr=n— 1und m = n, fo erhält man die von Lagrange gefun⸗ 
‚dene Reihe. (Nouv. Mem. de Vacad, de Berlin, annde 1771. Demonstration d’un Theoreme 
nauveau, par de la Grange, pag. 133.) 


558. 
Bur Vergleihung der Koeffigienten mit poſitiven und negativen Erponenten ſetze man zur 
Abkuͤrzung 
B. = a, un "Pu == = Pı. 
Nun ift & 515, (LXIV) 


1=(i+rn.1%, 1-5®, oder, wenn man nach $.517 und 519, die entſprechendenWerthe (bt; 
1=(t+rh) (i + a, h-ba,h2 +@h’-+....) A+PAh+P:n + A,Rr®-+....) 





MAI RR, (te, IH... A 
Be a 4, B. oo, — anı fr - 
u , + 6. 4 &; ß; t ans fr | 
| N _ « . 5 


oder, wenn man | 2 | 5 
Kn=o — On Pr + ff, — ...*+ Pr feßt, 
IM. IA Kr - Kr Kt... + Koh... alſo 
= (1ifrk) ( {i+XK, "+ Er + ....+Krt.....), oder 





1=1+K, kh+ Kr +... |[R”+.,.. daher |. 52, 
+r Er  -FrK.-:| u 
+ r + r Kuna 
o=K, hr - 37.000 07. - 
o=K,+rK, ru mwahennt een | / 


oa + run Fir Aa a PK Has art 7, alſo auch 
o=KıntrKk, +räutrkot. tr 


) 
" * 
* - 
. \ . . 
. r -. oo. 


i 2 


568. | Zwoͤlftes Kapitel. | . 
_ Bon dieſer Neihe die unmittelbar darüber ſtehende abgezogen, giebt 
o= Kan + (r — 1) An, alſo hienach, mit Ausnahme von n = 4, 
o=K, +r oder K,=-=r - 
o=K, + (r-UÜK,. K,=-+r(r—i) lg 
o=K, + tr UK :- K,=—rtr—1% 
00 o=K+tlte—DUR, K,=tr(r—i) | 


und’ überhaupt X, = + r (r— 1)", folglich “ 
+ r(r- I = m— aß + anf er. + Am + + Pr: ober 
r(r— 1)" = Pa — 0, Pa—ı. + 0; fm — 0: + an Pr, +. On; oder 
Dr rr-irm = — "F,.“ "Fa +: "F,. * Fra — F -F, + "Fr; 
wo die oberen Beihen für ein geraded, die-unteren für ein ungeraded n. gelten. 


| Hienach wird, mit Ausnahme vin=o ' . ‚ 
- . 1 2 -"F ” 
— -F, —:“* F; 


ren et 
(rar — Frhr Fr: Ar —_ IF, 
u. ſ. w. 
| nn Eine zweite Vergleihung kann man auf folgende Weiſe ‚erhalten. 


Ä Es ift ($. 515. XLII.) 1 It. 1m, oder, wenn man nach \ 517. und 519. 
die entfprechenden Werthe, und-"TFn = an feßt:- 


(= ld-ar am aa + ddr Bent —* HAM). 





1=1-—. rt, |m—..otn .- Ar TE... . daher $. 52. 
+ Br. — a,ßr I + an-ı Pr 
2 + aß: 
| + a | 
haut neh ten Far x An 
oder auch | nn J 
DF.- RT RT PR . X. 
Hienach wird I | 
0 =", — "HF, 2 
— e=-rR mr." + "HF, 
o=-F, — "HR,.F, + HR. —-tR-.. | 
u. ſ. w. een Naeh 


Hienach den Werth von An = "Fr —* eine unabpärdige Keith ($: 496.) 
— auszudruͤcken ſ. m. d. 879. 


§. 524, 








Von den Faftorenfolgen mit ganzen Erponenten. 5.52%. 569 


F. 524. 
No ‘. 512. (XI) erhält man! art. a. af! -b ranı, oder 
a.at = ati iz r,at [I]. Nun ift a =a(a +1) = a? +.a, oder auf 
a: = — am. Mit a multiplisirt, giebt a3 ma. at — aa, oder nah [ I] 
a = — Zar + adsiı, 
Sie wieder durchgängig’ mit a multipliziet und den Sas [N angewandt, giebt F 
ar m ati — 6 482 4 74B — a 
u. ſ. w. Hienach fann man feßen: - u 
. ter Na! 14; arm + AT, ta ET pam pp, ,, [IT] 
wo "A; "Ay; "Asse... noch näher zu beflimmende Koeffizienten und Funkzionen vo r 
find. Die oberen Zeichen gelten für ein. gerade, die unteren für ein ungerades r. 

, Diefen Ausdruck durchgaͤngig mit « multipliziert und den Sag [I] angewandt, giebt 
atardatiı_r rd janı +Hr—1).4, j 9 ... Fir) A, [ammit,s.. [I] 
— "A:l : + rA. + "Ant 

In [I] werde r-+1 flatt r gefeht, dies giebt: Eu 
at = hdatın —_ , ..,. + Pmripam ti... 
Diefe Reihe mit [III] nach. 8. 52, verglichen, sieht nachftehende Becffentngtigung: 
ran Ant + (rn) "An 
In [IT] werde z flatt a gefegt und dann durchgängig mit Ar multipfijiet ‚to erhält man 
amrd (3) Mar rd, Gy) ven echte (Tr ro. 
Nach $. 512. rum iſt aber ar — (7)” A”, daher . 


(I) a = trdarh — "A,a mn + "A,awtın — ... +" „armh zn Fi. 
Die Koeffisienten diefes Ausdrucks, nach welchem jede Potenz in eine Reihe von Faktoren⸗ 
folgen aufgelöft werden fann, laſſen fih nun leicht finden, Denn ed wird für 7 h=o, in (II), 
a” = A4hGo, oder weil a® = ar ift, fo wid "4 = 1, ale 
| 1=4J= 4 =24m14=.... [m — 
doͤr r=oin (IM wird Ä | 
ad dach 1 A,aöın + A, an? — — .... 
dewille = ar 1und AA if, “ | 
o= — A.a Lan — A,aahn .... 
Für A = 0 wird hienach Ä 
A =0,4=0A4=0,54=0%..:...[}- 
Nah (I) ift nun mit Anwendung der Saͤtze IIV] und [77) _ 
für r = — 0; "Antı = Ankı — n An; alfo 
0 A, =A, + 0 =o; 
dd, = A, — 4, — 053 
4, =4 — 24= 


Eytelweins Analpfis. I. Band. ne | C c cc 


570 ” | Zwoͤlftes Kapitel. 


Vuͤr ri wied A = "Any + (1—n) "4; alſo | — 
A, ='4, p — =o+1=1; tn 
,4d,=,'"4,+0 =0; 1 
u 24, 'd, "A, =0; | 
Suer—2 wird dar = an + 2 n) > An; alfo 
dA, = "4A, + 2.4 =1+2=3; 
“ 2A4, - A, 4, =0o+1=1; 
| 4,=’4A,+ ° =o; 
4,=:4,+ °4,=9% 
Fuͤr —S 3 wid An = td + 8 5) ?A,; alfo 
414, mA, +34 =3 +3 =6; 
14,='A, + 2.4, =1+6=7; 
4,=:4,+ '4,=0o+1=1; 
ı4,=?4,+ 0 =0; 
u.  w. 
Hienach ift Folgende Tafel gebildet, welche leicht, fo weit man will, fortgefegt werden farin, 
’ weil jede Zahl derfelben mit Hülfe der unmittelbae darüber befindlichen- Zahl und der linf6 neben. 
diefer ftehenden, nach (I) gefunden wird. 


»O0o09000 
-»O0O0090.0900 


ER 
» 
St 


462 12646] 6951. | 77; | 
750:| 5380| 22827 | 42525 | 34105. 9330| 51 





0 
0 
Ü 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
1 


SO 8 m N! Or M in MD ma 
fi Dei jede Je je je je ei ei je 


u 


Monte man z. B. die Potenz a° in eine Reihe von Faftorenfolgen auflöfer, fo erhält man 
at Aush — 1A, ch A, ach — 5A, ar: 5.4, ann“ 
oder nach vorftehender Tafel | ı " 
as — 1ası — 10a#"r + 23a#ı? — 1iatın3 Lo auins. 


- 
x 





u \ 


— 


Von den Faktorenfolgen mit ganzen. Erponenten. . 525. 571 


Die Uebereinſtimmung der Koeffizienten in vorſtehender Tafel mit-den Koeffizienten der Fak⸗ 
torenfolgen mit negativen Erponenten ($. 519.) laͤßt ſich auf folgende. Art finden. Nach (I) ift 
"Ant — — — (r—n) An Hierin zuerft n — 1 ftatt rn, und dann r +n —1 ftatt 
r geſetzt, giebt | . - 

4, , — rt [UT]. 

Seht man nun A, = -"P,, fo wird rr=4 = ep, ‚und med, = Pan, 
Diele Werthe in [FI] gefeßt, giebts _ 
pP, = Pan — 7 77 Paı Welches die $. 519. (7) gefundene Roeffizientengleichung für Fakto⸗ 
onfolgen mit negativen Erponenten if, daher wird P = F, alſo ganz allgemein 

Ä (II) rd, = —F. , 
$. 525, 


ur leichtern Vergleichung der —8 mit den 1 Sinsmiafefiten i it: 
(I) vun! 


'( aut = n!h” @ + n— 29 ‚oder at = on! (+9, 
‚um au = n:h" W). 2 oder ai — n’an 


> - . . 
. N . 
. - ._ y 
1 ” N 


ur) ak = ara—n, 





nih” G= 1). orer av 


nah 22 1 | 
J 7) ar nn G rt), „ Oder a” —5 


Von. der Richtigkeit diefer Saͤtze überzeugt m man ſich Teicht durch unmittelbare Entwickelung. 


"Nun werde ar — na + Aftatt a in (ID); an ſtatt a in (I); ar + nr ſtatt a in 
IV) und ah — nh flatt a in KA ) gefest, fo erhält man: 
— (honk+ pyr5h ” _ (a —n%+ 1)" 
(I) an nIh" n! 
(a 13 am. 
n!h" al 





em) an = 


1 | 1 
FE) an ar = ae 
° (IX) On = nlh" (ah — na) "in 2 * n any . 
In (WI ) und (FI): ‚werde 7 ftatt a gefeht, fo ſindet man | 
wa, ei. Zr | 


.nih" m | 
Sest man in (YII) für a”? feinen Werth nach , 516, WW E fo findet. m man: 
(XT) an = * ſan — "F, ar! + "F, a — ar, ar 4 442 + SFun.a]. 
| Ce cc2 


1 Biodlfte Kapitel. 
Hienach wird | 
a, = 5 [as — SF, al 


a, — — 1R,a2 4 °F 24) 
a, =, [at — +F, a! + F. a⸗ — F. a] 
uf w. | 


$ 526. ' 
| ad — 41. (XXV) erhält man, wrna=a—1 3 8 und m r gefest wird . 
er Der Draht Ita Hr 


7131 


Nach $. 625. (17) iſt aber (ca + 9 * = 7: ‚all (a +r- — 4 = = om 
u. ſ. w, dahe | " Zu 
« +5)" rı _ ein za ara zes w; 
. 7 EL EL  4 Ä 
oder durchgängig mit m! multipliziert und die entftehenden Rosfifenten als inomialfoffyenten . 
ausgedrüdt, giebt 
(a -+- by = — grü + Yz ru“. + Ya ara bar +: r, ar-zı bat L. oo. tr, ans prn  dr 


‚Hierin F ſtatt a und 2 7 ftatt > gefegt, "giebt wegen ("= = ‚ {menn hienchſt 


burchgaͤngig mit ‚AR multipliziet ui, 

‚ (a +) — — arık +7, armııh pısh + r;. armaih pah +r, arsıh bsan +. lee rzatik —RR 
Dieſer merkwuͤrdige dem binomiſchen Lehrſatze aͤhnliche Auddruck iſt zuerſt von Aramp 
(Analyse. des Refractions astronomiques etc. Strasbourg. 1799. p. 61.) befannt gemacht wors 
den. Der dortige Beweis ift weitlaͤuſtis. Fuͤr jeden Werts von r wird dieſer Sab s 635, 
bewieſen. 


527. _ 
Aufgabe. Die Summe der Reihe - 
amıh (a + r”* + (a + rm + (a Inh. cu. + (a 4 —R 
zu finden. 
Aufloͤſung. Man ſetze $. 415. LXVII) a=a--nhun n=m-1, fo wird 
(a-+ anjmtsh — (aan — Art — (m +1)h(a-tnnm%, 
Herner feße man N = (a+ nhymtsh, fo wird N, = (a-+ nh — hymts% und 
N_, = (a — hrti%, daher nad) $. 390, | 
Yn = Na — Na = (m + 1)h(a + na" und. 
Syn = ı— N, = (at naymtih — (a — nymPah, oder 
Im + Afataa)R = aha — (a —ajetah, 
oder wegen $. 361. (I) BR —* 
Satan = that —e—nmeR, | 


. 


+ 


Don den Faktorenfolgen mit ganzen Erponenten, $. 528, 575 


Fuͤr — =i, m=3mn— == 4 wird - 
YAtnsml23 234434544 5.64 5.6.7 ers, 





j. 538. 0 
Aufgabe. ‚Die Summe der Reihe Ä | 


1 
a tt Fa 
zu finden. . 
Aufldfung. Man fege $. 515. (LXFYL) - | I 


a=mn-nh— awmn=m— 1, fo wir 
(a + nr) — (an h— α =. (m—1)h(a+ ann 
Ferner fege man N, = (a + nijmi%, fo wird Nm, = (a +nR: —Ah-uh und‘ 
N, = (a—hy-"ik, daher nach $. 390. 
me N — Nu = — (m+-1)h(a-+nh— nich und 
S m= — , — N = ( — (a— Hm, oder 
— (m—1)h(a--nh hr — (aaa — (a —Aimmick, oder. 
, JS Te ak ey - (tn rn — | | 
oder nad) $, 515. (XLI) 


De En 
mwa=i h= 2; m — 3 und n == 4 wid 


Jr > 7 [7 = ae]. nm 


t 


4 r1 1 35 


| tt nt ai 7TI7.7 7: ] Bar v: Du 
| Wird n.== 00, ſo erhält man = 0, folglich ($. 355.) u - | 
. (II ) fat + nah — = (m— gm 0 


